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ΘΕΩΡΗΜΑ ROLLE 

 
Να ανοίξετε το αρχείο «CLyk_En01_Rolle.ggb» 

 Να επιλέξετε τα και  . Εμφανίζεται η γραφική 
παράσταση της ݂ሺݔሻ και τα σημεία τομής της με τον άξονα ݔ′ݔ. Πόσες είναι οι λύσεις 
της ݂ሺݔሻ ൌ 0; 

 Στη συνέχεια να επιλέξετε το  και το . Εμφανίζεται η γραφική 
παράσταση της παραγώγου ݂′ሺݔሻ. Πόσες είναι οι λύσεις της ݂ᇱሺݔሻ ൌ 0. 

 Να αποεπιλέξετε τα και . Ποια είναι η σχέση μεταξύ των 

λύσεων της και . 

 Στη συνέχεια να επιλέξετε τα και . Τι 
παρατηρείτε για τη σχέση μεταξύ των λύσεων της ݂ᇱሺݔሻ ൌ 0 και της συνάρτησης 
݂ሺݔሻ; 

Διερεύνηση 
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Ιστορικό Σημείωμα 
Ο Michel Rolle (1652-1719) ήταν ένας Γάλλος μαθηματικός και μέλος 
της Βασιλικής Ακαδημίας Επιστημών. Στο κυριότερο έργο του Traité 
d'algèbre καθιέρωσε τον συμβολισμό √ݔഌ , ασχολήθηκε με την 
επίλυση γραμμικών Διοφαντικών εξισώσεων και διατύπωσε το 
γνωστό ομώνυμο θεώρημα, το οποίο εφάρμοσε σε ρίζες 
πολυωνύμων. Αν και υπήρξε πολέμιος της Μαθηματικής 

Ανάλυσης και των υποστηρικτών της, εν τούτοις το θεώρημά του σήμερα είναι 
βασικό για τη θεμελίωσή της.   
 
 
Θεώρημα Rolle 
Αν ݂: ሾߙ, ሿߚ → Թ είναι μια συνάρτηση για την οποία ισχύει ότι 
α) η ݂ είναι συνεχής στο ሾߙ,  ,ሿߚ
β) η ݂ είναι παραγωγίσιμη στο ሺߙ,  ሻ καιߚ
γ) ݂ሺߙሻ ൌ ݂ሺߚሻ,  
τότε υπάρχει ߦ ∈ ሺߙ, ሻߦሻ τέτοιο, ώστε να ισχύει ݂ᇱሺߚ ൌ 0. 
 
Γεωμετρική ερμηνεία του θεωρήματος. 
Αν για τη συνάρτηση ݂: ሾߙ, ሿߚ → Թ ισχύουν οι προϋποθέσεις του θεωρήματος του Rolle, 
τότε υπάρχει τουλάχιστον ένα ߦ ∈ ሺߙ,  ሻ τέτοιο, ώστε η εφαπτομένη της γραφικήςߚ
παράστασης της ݂ στο σημείο ሺߦ, ݂ሺߦሻሻ να είναι παράλληλη προς τον άξονα των 
τετμημένων. 
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Παρατηρήσεις 
 Αν για μια συνάρτηση ݂: ሾߙ, ሿߚ → Թ ισχύει το θεώρημα του Rolle και επιπλέον  

݂ሺߙሻ ൌ ݂ሺߚሻ ൌ 0, δηλαδή αν τα α και β είναι οι λύσεις της εξίσωσης ݂ሺݔሻ ൌ 0, τότε 
αυτό που συμπεραίνουμε είναι ότι μεταξύ των δυο λύσεων της ݂ሺݔሻ ൌ 0 υπάρχει 
τουλάχιστον μια λύση της ݂ᇱሺݔሻ ൌ 0. 

 Το Θεώρημα ισχύει σε διάστημα και όχι σε ένωση διαστημάτων. 
 Οι υποθέσεις του θεωρήματος του Rolle είναι ικανές συνθήκες αλλά όχι αναγκαίες 

για να ισχύει το συμπέρασμά του. Στα παρακάτω παραδείγματα δεν ικανοποιείται 
κάποια από τις υποθέσεις, αλλά υπάρχει ߦ	 ∈ ሺߙ,  ሻ καιߦሻ στο οποίο υπάρχει η ݂′ሺߚ
είναι ίση με 0:  
o Αν ݂ሺߙሻ ് ݂ሺߚሻ o Η ݂ δεν είναι συνεχής στο ሾߙ,  .ሿߚ

 
 

 
 
 
 
 
 
 

o Η ݂ δεν είναι παραγωγίσιμη στο 
ݔ ൌ ߢ  ,ߢ ∈ ሺߙ,  .ሻߚ

o Η ݂ δεν ικανοποιεί καμία από τις 
προϋποθέσεις. 
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Παράδειγμα 1 
Δίνεται η συνάρτηση ݂ሺݔሻ ൌ √4 െ ,ଶݔ ݔ ∈ ሾെ2,2ሿ. Να εξετάσετε εάν ικανοποιούνται οι 
υποθέσεις του θεωρήματος του Rolle και αν ισχύουν, να βρείτε όλα τα ߦ ∈ ሺെ2,2ሻ για τα 
οποία ισχύει ݂ᇱሺߦሻ ൌ 0. 
 
Λύση 
Για την ݂ሺݔሻ ൌ √4 െ ,ଶݔ ݔ ∈ ሾെ2,2ሿ ισχύουν τα εξής: 
 η ݂ሺݔሻ είναι συνεχής στο ሾെ2,2ሿ, 
 η ݂ሺݔሻ είναι παραγωγίσιμη στο ሺെ2,2ሻ και ισχύει 
 ݂ሺെ2ሻ ൌ ݂ሺ2ሻ ൌ 0 
Άρα ικανοποιούνται οι υποθέσεις του θεωρήματος του Rolle, σύμφωνα με το οποίο 
υπάρχει ߦ ∈ ሺെ2,2ሻ για το οποίο ισχύει ݂ᇱሺߦሻ ൌ 0. 
Η παράγωγος της ݂ሺݔሻ δίνεται από τον τύπο ݂′ሺݔሻ ൌ ି௫

√ସି௫మ
. 

Είναι ݂′ሺߦሻ ൌ 0 για ߦ ൌ 0 και αφού 0 ∈ ሺെ2,2ሻ, η τιμή ߦ ൌ 0 είναι δεκτή.  
 
 
Παράδειγμα 2 
Δίνεται συνάρτηση ݂ሺݔሻ συνεχής στο ሾߙ, ,ߙሿ και παραγωγίσιμη στο διάστημα ሺߚ   .ሻߚ
(α) Να δείξετε ότι μεταξύ δύο ριζών ݔଵ, ଶݔ 	∈ ሺߙ, ݂ ሻ τηςߚ ሺݔሻ ൌ 0 , υπάρχει τουλάχιστον 

μία ρίζα (λύση) της εξίσωσης ݂ᇱሺݔሻ ൌ 0. 
(β) Να δείξετε ότι μεταξύ δύο λύσεων της εξίσωσης ݁௫ݔߤߟ ൌ 1, υπάρχει τουλάχιστον 

μία λύση της ݁௫ݔߥ߭ߪ ൌ െ1. 
 
Λύση 
(α) Έστω ݔଵ, ଶݔ 	∈ ሺߙ, ଵݔ ሻ, μεߚ ൏ ሻݔଶ, ρίζες της ݂ሺݔ ൌ 0. Τότε ݂ሺݔଵሻ ൌ ݂ሺݔଶሻ ൌ 0. 

Αφού η ݂ሺݔሻ είναι παραγωγίσιμη στο διάστημα ሺߙ, ,ଵݔ ሻ, καιߚ ଶݔ 	∈ ሺߙ,  ሻ, τότε ηߚ
݂ሺݔሻ είναι: 
 συνεχής στο ሾݔଵ,  ,ଶሿݔ
 παραγωγίσιμη στο ሺݔଵ,  ଶሻ καιݔ
 ݂ሺݔଵሻ ൌ ݂ሺݔଶሻ ൌ 0 

Άρα ικανοποιούνται οι υποθέσεις του θεωρήματος του Rolle, σύμφωνα με το οποίο 
υπάρχει ߦ ∈ ሺݔଵ, ሻߦଶሻ για το οποίο ισχύει ݂ᇱሺݔ ൌ 0.  
 
Κατά συνέπεια υπάρχει τουλάχιστον μία ρίζα της εξίσωσης ݂ᇱሺݔሻ ൌ 0 μεταξύ των ριζών 
,ଵݔ ଶݔ 	∈ ሺߙ,  .ሻߚ
 
(β) Η εξίσωση ݁௫ݔߤߟ ൌ 1 γράφεται ισοδύναμα: 

ݔߤߟ ൌ ݁ି௫ ⟺ ݔߤߟ െ ݁ି௫ ൌ 0  (2) 
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 Έστω ݔଵ, ଵݔ ଶ δύο λύσεις της (2), μεݔ ൏  .ଶݔ
 Θεωρούμε τη συνάρτηση ݂ሺݔሻ ൌ ݔߤߟ െ ݁ି௫, ݔ ∈ Թ. 
 H ݂ሺݔሻ είναι παραγωγίσιμη και συνεχής για κάθε ݔ ∈ Թ. 

Σύμφωνα με το ερώτημα (α), μεταξύ των ριζών ݔଵ,  ሻ υπάρχειݔଶ της ݂ሺݔ
τουλάχιστον μία ρίζα της εξίσωσης ݂ᇱሺݔሻ ൌ 0: 

݂ᇱሺݔሻ ൌ 0 ⇔ ݔߥ߭ߪ	 ൅ ݁ି௫ ൌ 0 ⇔ ݔߥ߭ߪ ൌ െ݁ି௫ ⇔ ݁௫ݔߥ߭ߪ ൌ െ1 
‘Αρα η εξίσωση ݁௫ݔߥ߭ߪ ൌ െ1 έχει μία τουλάχιστον λύση μεταξύ των λύσεων της 
݁௫ݔߤߟ ൌ 1. 

 
 
Παράδειγμα 3 
Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 3ݔହ െ ଷݔ5 ൅ ݔ5 ൅ 1 ൌ 0 έχει ακριβώς μία πραγματική ρίζα 
(λύση). 
 
Λύση 
Θεωρούμε τη συνάρτηση ݂ሺݔሻ ൌ ହݔ3 െ ଷݔ5 ൅ ݔ5 ൅ ݔ ,1 ∈ Թ. Η ݂ሺݔሻ είναι συνεχής και 
παραγωγίσιμη ως πολυωνυμική.  
Επιπλέον ισχύει ότι ݂ሺെ1ሻ ൌ െ2 ൏ 0 και ݂ሺ1ሻ ൌ 4 ൐ 0. 
Άρα ݂ሺെ1ሻ݂ሺ1ሻ ൏ 0 κι έτσι σύμφωνα με το θεώρημα Bolzano, η ݂ሺݔሻ ൌ 0 έχει 
τουλάχιστον μία ρίζα στο διάστημα ሺെ1,1ሻ. 
 
Στη συνέχεια θα δείξουμε ότι η εξίσωση ݂ሺݔሻ ൌ 0 δεν έχει άλλη ρίζα. 
Έστω ότι η ݂ሺݔሻ ൌ 0 έχει τουλάχιστον δύο πραγματικές ρίζες τις ߩଵ, ߩଶ με ߩଵ ൏   .ଶߩ
Για το διάστημα ሾߩଵ, ߩଶሿ ισχύουν τα εξής: 
 η ݂ሺݔሻ είναι συνεχής στο ሾߩଵ, ߩଶሿ, 
 η ݂ሺݔሻ είναι παραγωγίσιμη στο ሺߩଵ, ߩଶሻ και 
 ݂ሺߩଵሻ ൌ ݂ሺߩଶሻ ൌ 0 
Έτσι, το θεώρημα Rolle ισχύει για την ݂ሺݔሻ στο διάστημα ሾߩଵ, ߩଶሿ. Επομένως υπάρχει 
ሻߦଶሻ τέτοιο ώστε ݂ᇱሺߩ ,ଵߩሺ߳ߦ ൌ 0. Όμως: 

݂ᇱሺݔሻ ൌ ସݔ15 െ ଶݔ15 ൅ 5 
Άρα, 

݂ᇱሺߦሻ ൌ 0 ⇔ ସߦ15 െ ଶߦ15 ൅ 5 ൌ 0 ⇔ ସߦ3 െ ଶߦ3 ൅ 1 ൌ 0 
που είναι άτοπο αφού η 3ߦସ െ ଶߦ3 ൅ 1 ൌ 0 δεν έχει πραγματικές ρίζες (߂ ൏ 0). 
Έτσι, η εξίσωση ݂ሺݔሻ ൌ 0 δεν μπορεί να έχει δύο πραγματικές ρίζες. Επειδή όμως 
αποδείξαμε προηγουμένως ότι έχει τουλάχιστον μία ρίζα, αυτή θα είναι και η μοναδική. 
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Δραστηριότητες  
 
1. Δίνονται οι παρακάτω συναρτήσεις. Να εξετάσετε εάν ικανοποιούνται οι 

προϋποθέσεις του θεωρήματος του Rolle στο δοσμένο διάστημα και να βρείτε, αν 
υπάρχει, την τιμή του ߦ που ικανοποιεί το συμπέρασμα του θεωρήματος. 
α. ݂ሺݔሻ ൌ ଶݔ െ ݔ8 ൅ 15,		στο	ሾ3,5ሿ 
β. ݂ሺݔሻ ൌ

ଵ

ଶ
ݔ െ  ሾ0,4ሿ	στο	ݔ√

γ. ݂ሺݔሻ ൌ 1 ൅ ,ሾ0	στο	ݔ3ߤߟ  ሿߨ
δ. ݂ሺݔሻ ൌ ln	ሺݔଶ ൅ ݔ3 ൅ 3ሻ	στο	ሾെ5,2ሿ 

 
2. Να χαρακτηρίσετε καθεμιά από τις πιο κάτω προτάσεις ως ΣΩΣΤΟ ή ΛΑΘΟΣ. 

α.  
Αν μια συνάρτηση ݂ είναι παραγωγίσιμη στο ሾߙ,  ሿ καιߚ
݂ሺߙሻ ൌ ݂ሺߚሻ, τότε υπάρχει ߦ ∈ ሾߙ, ሻߦሿ τέτοιο ώστε ݂ᇱሺߚ ൌ 0. ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ

β.  
Αν μια συνάρτηση ݂ είναι παραγωγίσιμη στο ሾߙ,  ሿ τότεߚ
υπάρχει ߦ ∈ ሾߙ, ሻߦሿ τέτοιο ώστε ݂ᇱሺߚ ൌ 0. ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ

γ.  
Αν η συνάρτηση ݂  είναι παραγωγίσιμη στο Թ και η ܩ௙ τέμνει 
τον άξονα ݔ′ݔ σε τρία σημεία, τότε η εξίσωση ݂ᇱሺݔሻ ൌ 0 έχει 
δύο τουλάχιστον λύσεις. 

ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ

δ.  
Αν ݂′′ሺݔሻ ് 0 για κάθε ݔ ∈ Թ, τότε η εξίσωση ݂ሺݔሻ ൌ 0 έχει 
το πολύ δύο λύσεις. ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ

3. Δίνεται η συνάρτηση ݂ሺݔሻ ൌ ߦ Να εξηγήσετε γιατί δεν υπάρχει .ݔ߮ߝ ∈ ሺ0,  ሻ τέτοιοߨ
ώστε ݂ᇱሺߦሻ ൌ 0, παρόλο που ݂ሺ0ሻ ൌ ݂ሺߨሻ ൌ 0. 
 

4. Δίνεται η συνάρτηση ݂ሺݔሻ ൌ ଶݔ െ ݔ5 ൅ 4. Να βρείτε τις τετμημένες των σημείων 
τομής της ݂ሺݔሻ με τον άξονα ݔᇱݔ και να δείξετε ότι ݂ᇱሺߦሻ ൌ 0 για κάποιο ߦ ανάμεσα 
στις τετμημένες αυτές. 

 
5. Δίνεται η συνάρτηση ݂ሺݔሻ ൌ ൜

ଶݔ ൅ ݔߚ ൅ 			,ߛ െ 2 ൑ ݔ ൏ 0
ଶݔߙ ൅ ݔ3 ൅ 3	,					0 ൑ ݔ ൑ 2

		.  
Να βρείτε τα ߙ, ,ߚ ߛ ∈ Թ ώστε να εφαρμόζεται για την ݂ το θεώρημα Rolle στο 
διάστημα ሾെ2,2ሿ. 
 

6. Να δείξετε ότι η εξίσωση ݔଷ ൅ ݔ3 ൅ 1 ൌ 0 έχει ακριβώς μία λύση. 
 
7. Να αποδείξετε ότι: 

α. Η εξίσωση ݔହ െ ଷݔ3 ൅ ݔ5 െ 2 ൌ 0 έχει μία ακριβώς πραγματική ρίζα, η οποία 
βρίσκεται στο διάστημα ሺ0,1ሻ. 

β. Η εξίσωση 2 െ ݔ݈݊ ൌ ,ଶ έχει μοναδική λύση στο διάστημα ሺ1ݔ ݁ሻ. 
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8. Να δείξετε ότι η εξίσωση 2ݔଷ െ ଶݔ3 െ ݔ36 ൅ ߠߥ߭ߪ ൌ ߠ  ,0 ∈ Թ , έχει το πολύ μία ρίζα 

στο ሺ0,1ሻ.  
 
9. Αν η συνάρτηση ݂ είναι συνεχής στο ሾ2,3ሿ και παραγωγίσιμη στο ሺ2,3ሻ και ισχύει 

݂ሺ3ሻ െ ݂ሺ2ሻ ൌ 5, να δείξετε ότι υπάρχει  ߦ ∈ ሺ2,3ሻ τέτοιο ώστε ݂ᇱሺߦሻ ൌ  .ߦ2
 
10. Να βρείτε τη σχέση των ߙ	και	ߚ ώστε να εφαρμόζεται το θεώρημα του Rolle για τη 

συνάρτηση ݂ ሺݔሻ ൌ ଶݔߙ ൅ ,στο διάστημα ሾ1 ݔ݈݊ߚ ݁ሿ. Να βρείτε την τιμή του ߦ ∈ ሺ1, ݁ሻ 
για την οποία επαληθεύεται. 

 
 
 

 
 
 

 



Θεώρημα (Μέγιστης και ελάχιστης τιμής) 
 
Θεώρημα (Μέγιστης και ελάχιστης τιμής)  
Αν μια συνάρτηση ݂ είναι συνεχής στο κλειστό διάστημα ሾܽ,  ሿ, τότε υπάρχουν δύοߚ
τουλάχιστον σημεία ݔఌ, ఓݔ ∈ ሾܽ,  ఌሻݔሿ στα οποία η ݂ παίρνει την ελάχιστη τιμή ݂ሺߚ
και τη μέγιστη τιμή ݂ሺݔఓሻ. 

 
Από το πιο πάνω θεώρημα προκύπτει ότι το σύνολο 
τιμών μιας συνεχούς συνάρτησης ݂ με πεδίο ορισμού το 
κλειστό διάστημα ሾߙ,  ሿ είναι το κλειστό διάστημαߚ
ሾ݂ሺݔఌሻ, ݂ሺݔఓሻሿ	  
Είναι σημαντική η προϋπόθεση ότι η συνάρτηση ݂ πρέπει  
να είναι συνεχής, αλλά και να ορίζεται σε κλειστό 
διάστημα. Αν μία τουλάχιστον από τις δύο συνθήκες δεν 
ισχύει, τότε δεν ισχύει το θεώρημα μέγιστης-ελάχιστης 
τιμής.  
 
 
Για παράδειγμα η συνάρτηση ݂ሺݔሻ ൌ ݔ ൅ 2, ݔ ∈ ሺ0,3ሻ 
είναι συνεχής στο διάστημα ሺ0,3ሻ, αλλά αυτό δεν είναι 
κλειστό διάστημα. Μπορεί να δείξει κανείς, ότι η ݂ δεν 
έχει ούτε μέγιστη, αλλά και ούτε ελάχιστη τιμή. 
 
 
 
 
Όμως, η συνάρτηση ݂ሺݔሻ ൌ ,ଶݔ ݔ ∈ ሺെ1,1ሻ ,η οποία 
ορίζεται πάλι σε ανοικτό διάστημα, έχει ελάχιστη τιμή 
στο ݔ଴ ൌ 0, αλλά δεν έχει μέγιστη τιμή. 
 
 
 
Παρατηρήσεις 
 Όταν μία συνάρτηση ݂ είναι συνεχής σε ανοικτό διάστημα ሺߙ,  ሻ, η ύπαρξηߚ

μέγιστης ή ελάχιστης τιμής δεν προκαθορίζεται. 
 

 Τα σημεία ሺݔఌ, ݂ሺݔఌሻ και ሺݔఓ, ݂ሺݔఓሻ είναι και τοπικά και ολικά ακρότατα. 
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Παράδειγμα 1 

∆ίνεται η συνάρτηση ݂ሺݔሻ ൌ με πεδίο ορισμού το διάστημα ቂగ ݔߤߟ
଺
,
ଷగ

ସ
ቃ 

Να βρείτε τη μέγιστη, την ελάχιστη τιμή της και το σύνολο τιμών της συνάρτησης. 
 
Λύση 
Η ݂ είναι συνεχής σε κλειστό διάστημα και άρα 
παίρνει μέγιστη και ελάχιστη τιμή. Κατασκευάζουμε 
τη γραφική παράσταση της συνάρτησης ݂ሺݔሻ ൌ  ݔߤߟ

στο διάστημα ቂగ
଺
,
ଷగ

ସ
ቃ 

Παρατηρούμε ότι, στο διάστημα  ቂగ
଺
,
ଷగ

ସ
ቃ η 

συνάρτηση ݂ሺݔሻ ൌ  ,παίρνει τη μέγιστη τιμή της ݔߤߟ

όταν ݔఓ ൌ
గ

ଶ
:			݂ ቀ

గ

ଶ
ቁ ൌ 1 και την ελάχιστη τιμή της όταν ݔఌ ൌ

గ

଺
:		݂ ቀ

గ

଺
ቁ ൌ

ଵ

ଶ
 

Συνεπώς το σύνολο τιμών της συνάρτησης είναι το ሾଵ
ଶ
, 1ሿ. 

 
Παράδειγμα 2 
∆ίνεται η συνεχής συνάρτηση ݂: ሾ2,4ሿ → Թ. Αν ݉ είναι η ελάχιστη τιμή και ߊ η 
μέγιστη τιμή της συνάρτησης να αποδείξετε ότι:  

 ݉ ൑		
2݂ሺ2ሻ ൅ 3݂ሺ3ሻ ൅ 4݂ሺ4ሻ

9
൑  ܯ

  

 
Λύση 

 Παρατηρούμε ότι ݉ ൑ ݂ሺݔሻ ൑ ݔ για κάθε ܯ ∈ ሾ2,4ሿ, γιατί ݉ είναι η ελάχιστη τιμή 
και ߊ η μέγιστη τιμή της συνεχούς συνάρτησης στο ሾ2,4ሿ. Συνεπώς: 
݉ ൑ ݂ሺ2ሻ ൑ ܯ ⇔ 2݉ ൑ 2݂ሺ2ሻ ൑  ܯ2
݉ ൑ ݂ሺ3ሻ ൑ ܯ ⇔ 3݉ ൑ 3݂ሺ3ሻ ൑  ܯ3
݉ ൑ ݂ሺ4ሻ ൑ ܯ ⇔ 4݉ ൑ 4݂ሺ4ሻ ൑  ܯ4
 
Προσθέτουμε τις πιο πάνω σχέσεις και παίρνουμε: 
2݉ ൅ 3݉ ൅ 4݉ ൑ 2݂ሺ2ሻ ൅ 3݂ሺ3ሻ ൅ 4݂ሺ4ሻ ൑ ܯ2 ൅ ܯ3 ൅ ܯ4 ⇔ 
9݉ ൑ 2݂ሺ2ሻ ൅ 3݂ሺ3ሻ ൅ 4݂ሺ4ሻ ൑ ܯ9 ⇔ 

݉ ൑
2݂ሺ2ሻ ൅ 3݂ሺ3ሻ ൅ 4݂ሺ4ሻ

9
൑  ܯ
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∆ραστηριότητες 
 

1. Να διατυπώσετε το θεώρημα της «μέγιστης και ελάχιστης τιμής συνάρτησης». 
 

2. Να αποδείξετε ότι για τη συνάρτηση ݂ με τύπο ݂ሺݔሻ ൌ ଶݔ െ ݔ6 ൅ ݔ ,10 ∈ ሾ1, 5ሿ 
παίρνει ελάχιστη και μέγιστη τιμή. Στη συνέχεια, να βρείτε τη μέγιστη και την 
ελάχιστη τιμή της συνάρτησης ݂ στο διάστημα ሾ1, 5ሿ. 

 
3. Να χαρακτηρίσετε ΣΩΣΤΟ ή ΛΑΘΟΣ την καθεμιά από τις πιο κάτω προτάσεις 

και να δικαιολογήσετε την απάντησή σας. 
Αν μία συνάρτηση ݂ είναι συνεχής στο ሾߙ,  ሿ, με ελάχιστη τιμή ݉ και μέγιστηߚ
τιμή ߊ, τότε το σύνολο τιμών της ݂ሺܣሻ είναι: 
(α) ݂ሺܣሻ ൌ ሾߙ,  ሿߚ
(β) ݂ሺܣሻ ൌ ሾߚ,  ሿߙ
(γ) ݂ሺܣሻ ൌ ሾ݂ሺܽሻ, ݂ሺߚሻሿ 
(δ) ݂ሺܣሻ ൌ ሾ݉,ܯሿ 
(ε) ݂ሺܣሻ ൌ ሾ݂ሺߚሻ, ݂ሺܽሻሿ 

 
4. Να βρείτε το σύνολο τιμών των πιο κάτω συναρτήσεων, αιτιολογώντας την 

απάντησή σας: 

(α) ଵ݂ሺݔሻ ൌ ln ,ݔ ݔ ∈ ሾ1, 10ሿ 
(β) ଶ݂ሺݔሻ ൌ ݔ3 ൅ 2, ݔ ∈ ሾ0, 3ሿ 
(γ) ଷ݂ሺݔሻ ൌ ଶݔ ൅ ݔ ൅ 1, ݔ ∈ ሾെ1, 4ሿ 
(δ) ସ݂ሺݔሻ ൌ συνݔ, ݔ ∈ ቂ0,

గ

ଶ
ቃ 

(ε) ହ݂ሺݔሻ ൌ ݁௫, ݔ ∈ ሾെ1, 0ሿ 

 
5. ∆ίνεται η συνεχής συνάρτηση ݂: ሾ3,7ሿ → Թ. Αν ݉ είναι η ελάχιστη τιμή και ߊ η 

μέγιστη τιμή της συνάρτησης να αποδείξετε ότι: 

݉ ൑
3݂ሺ3ሻ ൅ 7݂ሺ7ሻ

10
൑  ܯ

 
6. Να αιτιολογήσετε, δίνοντας κατάλληλο παράδειγμα, γιατί μια συνάρτηση με 

πεδίο ορισμού ένα ανοικτό διάστημα δεν έχει πάντοτε σύνολο τιμών που να 
είναι ανοικτό διάστημα. 
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ΕΝΟΤΗΤΑ ΣΥΝΟΛΑ 
 

 

 

ΠΕΡΙΕΧΟΜΕΝΑ 

 

1.1 Επανάληψη στα Σύνολα 

1.2 Ιδιότητες Πράξεων Συνόλων 

1.3 Αρχή Εγκλεισμού - Αποκλεισμού 

1.4 Η Αρχή Dirichlet (Αρχή της Περιστεροφωλιάς) 



 Ενότητα Σύνολα	
 

1.1  ΕΠΑΝΑΛΗΨΗ ΣΤΑ ΣΥΝΟΛΑ 
Έχουμε μάθει… 

 Σύνολο είναι μια καλώς ορισμένη συλλογή διαφορετικών μεταξύ τους 
αντικειμένων. 

Τα αντικείμενα που αποτελούν ένα σύνολο λέγονται στοιχεία του συνόλου. 
Όταν ένα στοιχείο ܽ ανήκει σε ένα σύνολο ޿, γράφουμε ܽ ∈  ܽ ενώ αν το στοιχείο ,ܣ
δεν ανήκει σε ένα σύνολο ޿, γράφουμε ܽ ∉  .޿
Το πλήθος των στοιχείων του συνόλου	޿ λέγεται πληθικός αριθμός του συνόλου ޿ 
και συμβολίζεται ως ߥሺ޿) ή |޿|. 
Ένα σύνολο με πληθικό αριθμό 0 λέγεται κενό σύνολο και συμβολίζεται με ሼ ሽ ή ∅. 
Ένα σύνολο με πληθικό αριθμό 1 λέγεται μονομελές σύνολο. 
Τα αντικείμενα σε ένα σύνολο δεν είναι αναγκαστικά ομοειδή. 
Ένα στοιχείο είτε ανήκει είτε δεν ανήκει σε ένα σύνολο. 

 Ένα σύνολο μπορούμε να το ορίσουμε: 
 με απαρίθμηση των στοιχείων του 
 με περιγραφή της χαρακτηριστικής ιδιότητας των στοιχείων του 
 ως αποτέλεσμα πράξεων σε σύνολα 

 
Σε ένα σύνολο δεν επαναλαμβάνουμε στοιχεία του. Για παράδειγμα, γράφουμε 
ሼ1, 2, 3ሽ και όχι ሼ1, 1, 2, 2, 2, 3ሽ. Επίσης, δεν ενδιαφέρει η διάταξη των στοιχείων του, 
δηλαδή το σύνολο ሼ3, 1, 2ሽ είναι ακριβώς το ίδιο με το σύνολο ሼ1, 2, 3ሽ. 
 
Για το κενό σύνολο, έχουμε ߥሺ∅ሻ ൌ 0. Αν ߥሺ޿ሻ ൌ ,ߢ ߢ ∈ Գ, τότε το σύνολο ޿ 
χαρακτηρίζεται ως πεπερασμένο, ενώ, αντίθετα, αν ߥሺ߀ሻ ൌ ∞, τότε το σύνολο ߀ 
χαρακτηρίζεται ως άπειρο σύνολο. 

 Το σύνολο ޿ είναι υποσύνολο του ߀, τότε και μόνο τότε, αν η συνθήκη ݔ ∈  ܣ
συνεπάγεται ݔ ∈ ࢡ και συμβολίζουμε ܤ ⊆  .ࢢ

Συμβολικά, γράφουμε 
ࢡ ⊆ ⟺ࢢ ∀࢞ ∶ ࢞ ∈ ࡭ ⟹ ࢞ ∈  ࡮

και διαβάζουμε ότι το ޿ περιέχεται (ή εγκλείεται) στο ࢢ. 

 ∆ύο σύνολα ޿ και ߀ λέγονται ίσα ሺ޿ ൌ  .ሻ, όταν έχουν ακριβώς τα ίδια στοιχεία߀

Γενικά, ισχύει: 
޿ ൌ ߀ ⟺ ޿	 ⊆ ߀ και ߀ ⊆  ޿
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Ενότητα Σύνολα		
 

Πράξεις με σύνολα 

 Ένα σύνολο που περιέχει όλα τα σύνολα που μελετάμε λέγεται σύνολο αναφοράς 
και το συμβολίζουμε με ߗ. 

 Αν ߗ είναι ένα σύνολο αναφοράς και ޿,  δύο ߀
υποσύνολα του ߗ, τότε ορίζουμε τομή δύο 
συνόλων ޿ και ߀ ένα νέο σύνολο που έχει ως 
στοιχεία τα κοινά στοιχεία των ޿ και ߀. 
Συμβολίζουμε με ޿ ∩  :και έχουμε ότι ߀

޿ ∩ ߀ ൌ ሼݔ ∈ ݔ	|ߗ ∈ ݔ	και	ܣ ∈  	ሽ߀
 
Αν ޿ ∩ ߀ ൌ ∅, τότε τα σύνολα ޿ και ߀ λέγονται ξένα μεταξύ τους ή διαζευκτά. 
 

 Αν ߗ ένα σύνολο αναφοράς και ޿,  δύο ߀
υποσύνολα του ߗ, τότε ορίζουμε ένωση δύο 
συνόλων ޿ και ߀ ένα νέο σύνολο που 
αποτελείται από όλα τα στοιχεία, τα οποία 
ανήκουν σε ένα τουλάχιστον από τα ޿ και ߀. 
Συμβολίζουμε με ޿ ∪   :και έχουμε ότι ߀

޿ ∪ ߀ ൌ ሼݔ ∈ ݔ	|ߗ ∈ ݔ	ή	ܣ ∈  ሽ߀
Είναι προφανές ότι ޿ ⊆ ޿ ∪ ߀ και ߀ ⊆ ޿ ∪ ޿ Επίσης, ισχύει .߀ ∪ ޿ ൌ  και ޿
޿ ∪ ∅ ൌ  .ܣ
 

  Αν ߗ ένα σύνολο αναφοράς και ޿ ένα 
υποσύνολο του ߗ, τότε ορίζουμε συμπλήρωμα 
του ޿ ως προς ߗ ένα νέο σύνολο που 
αποτελείται από τα στοιχεία, τα οποία ανήκουν 
στο ߗ και δεν ανήκουν στο ޿. 
Συμβολίζουμε με ޿ᇱ ή ޿௖ και έχουμε ότι: 

ᇱ޿ ൌ ሼݔ ∈ ݔ	|	ߗ ∉  ሽܣ

 Ισχύουν οι ισοδυναμίες: 
ݔ ∈ ′ܣ ⟺ ݔ ∉ A και ݔ ∈ ܣ ⟺ ݔ ∉  ′ܣ

 Ένα στοιχείο του συνόλου αναφοράς ߗ είτε θα ανήκει στο ޿ είτε δεν θα ανήκει 
στο ޿. Επομένως, ισχύει ότι ޿ ∪ ᇱ޿ ൌ  .ߗ

 ∆εν υπάρχει στοιχείο του συνόλου αναφοράς ߗ, τέτοιο ώστε να ανήκει στο ޿ και 
συγχρόνως να μην ανήκει στο ޿. Επομένως, ισχύει ότι ޿ ∩ ᇱ޿ ൌ ∅. 

 Αν ένα στοιχείο του συνόλου αναφοράς ߗ δεν ανήκει στο συμπλήρωμα του 
συνόλου ޿, τότε ανήκει στο ޿ και αντίστροφα. Επομένως, ισχύει ότι ሺ޿ᇱሻᇱ ൌ  .޿
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 Ενότητα Σύνολα	
 

1.2  Ι∆ΙΟΤΗΤΕΣ ΠΡΑΞΕΩΝ ΣΥΝΟΛΩΝ 

Ιδιότητες της σχέσης εγκλεισμού ሺ⊆ሻ 

(α) ޿ ⊆  (Ανακλαστική) ޿ για κάθε σύνολο ޿
(β) ޿ ⊆ ߀ και	߀ ⊆ ⟹޿ ޿ ൌ  (Αντισυμμετρική) ߀
(γ) ሺ޿ ⊆ ߀	και	߀ ⊆ ሻ߁ ⟹ ޿ ⊆ 	(Μεταβατική) ߁

Σχόλια 

 Η σχέση ⊂ του γνήσιου εγκλεισμού ικανοποιεί μόνο τη μεταβατική ιδιότητα. 
Ισχύει δηλαδή ότι:  ሺ޿ ⊂ ߀	και	߀ ⊂ ሻ߁ ⟹ ޿ ⊂ 	߁

 Για τα βασικά αριθμοσύνολα Գ, Ժ, ℚ και Թ ισχύει:  Գ ⊂ Ժ ⊂ ℚ ⊂ Թ	

 Το σύνολο ޿ που περιέχει όλα τα υποσύνολα του ࢡ λέγεται δυναμοσύνολο και 
συμβολίζεται με ߏሺ޿ሻ. Ισχύει ότι ߏሺ޿ሻ ൌ ሼߕ: ߕ ⊆  ሽ, δηλαδή το δυναμοσύνολο ενός޿
συνόλου ޿ είναι ένα σύνολο, το οποίο έχει ως στοιχεία σύνολα που είναι 
υποσύνολα του ޿. 

 Αν το σύνολο ޿ έχει ߥ στοιχεία, τότε το δυναμοσύνολο του ޿ έχει 2ఔ στοιχεία. 
Για παράδειγμα, αν ޿ ൌ ሼ2, 5ሽ, τότε το δυναμοσύνολο του ޿ είναι το σύνολο 
ሻ޿ሺߏ ൌ ሼ∅, ሼ2ሽ, ሼ5ሽ, ሻ޿ሺߥ ሽ και ισχύει޿ ൌ 2, ሻሻ޿ሺߏሺߥ ൌ 2ଶ ൌ 4. 

Ιδιότητες ισότητας συνόλων 

(α) ޿ ൌ  (Ανακλαστική) ޿ για κάθε σύνολο ޿
(β) ޿ ൌ ߀ ⟹ ܤ ൌ  (Συμμετρική) ܣ
(γ) ሺ޿ ൌ ߀ και	߀ ൌ ሻ߁ ⟹ ޿ ൌ 	(Μεταβατική) ߁

Ιδιότητες της πράξης της τομής συνόλων 

(α) ޿ ∩ ߀ ൌ ߀ ∩  (Αντιμεταθετική) ޿
(β) ޿ ∩ ሺ߀ ∩ ሻ߁ ൌ ሺ޿ ∩ ሻ߀ ∩  (Προσεταιριστική) ߁
(γ) ޿ ∩ ߗ ൌ   ޿
(δ) ޿ ∩ ∅ ൌ ∅  
(ε) ޿ ∩ ޿ ൌ   ޿
(στ) ሺ޿ ∩ ሻ߀ ⊆ ޿και ሺ ޿ ∩ ሻ߀ ⊆  ߀
(ζ) ޿ ⊆ ߀ ⟹ ሺ޿ ∩ ሻ߁ ⊆ ሺ߀ ∩  ሻ߁
(η) ޿ ⊆ ߀ ⟺ ޿ ∩ ߀ ൌ  ޿

Ιδιότητες της πράξης της ένωσης συνόλων 

(α) ޿ ∪ ߀ ൌ ߀ ∪  (Αντιμεταθετική) ޿
(β) ޿ ∪ ሺ߀ ∪ ሻ߁ ൌ ሺ޿ ∪ ሻ߀ ∪  (Προσεταιριστική) ߁
(γ) ޿ ∪ ߗ ൌ   ߗ
(δ) ޿ ∪ ∅ ൌ   ޿
(ε) ޿ ∪ ޿ ൌ   ޿
(στ) ޿ ⊆ ሺ޿ ∪ ߀ ሻ και߀ ⊆ ሺ޿ ∪  ሻ߀
(ζ) ޿ ⊆ ߀ ⟹ ሺ޿ ∪ ሻ߁ ⊆ ሺ߀ ∪  ሻ߁
(η) ޿ ⊆ ߀ ⟺ ޿ ∪ ߀ ൌ  ߀
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Ενότητα Σύνολα		
 

Ιδιότητες που συνδέουν τις πράξεις της ένωσης και της τομής συνόλων 

(α) ޿ ∪ ሺ߀ ∩ ሻ߁ ൌ ሺ޿ ∪ ሻ߀ ∩ ሺ޿ ∪  ሻ߁
 Η πράξη της ένωσης είναι επιμεριστική ως προς την πράξη της τομής. 
(β) ޿ ∩ ሺ߀ ∪ ሻ߁ ൌ ሺ޿ ∩ ሻ߀ ∪ ሺ޿ ∩  ሻ߁
 Η πράξη της τομής είναι επιμεριστική ως προς την πράξη της ένωσης. 
 
Βασικές σχέσεις σε δύο σύνολα που συνδέουν τις πράξεις της ένωσης, της τομής και 
του συμπληρώματος είναι γνωστές ως τύποι του De Morgan. 
 

Πρόταση (Τύποι De Morgan) 

(α) ሺ޿ ∩ ሻᇱ߀ ൌ ′޿ ∪  ′߀

(β) ሺ޿ ∪ ሻᇱ߀ ൌ ′޿ ∩  ′߀

 
 Αν ߗ ένα σύνολο αναφοράς και ޿,  δύο ߀

υποσύνολα του ߗ, τότε ορίζουμε διαφορά του 
 ένα νέο σύνολο που αποτελείται ࢡ	από το	ࢢ
από τα στοιχεία του ޿, τα οποία δεν ανήκουν 
στο ߀. 
Συμβολίζουμε με	޿ െ  :και έχουμε ότι ߀

޿ െ ߀ ൌ ޿ ∩ ᇱ߀ ൌ ሼݔ ∈ ݔ|	ߗ ∈ ݔ	και	ܣ ∉  ሽܤ

 
Παράδειγμα 1 
∆ίνονται τα σύνολα ޿ ൌ Ժ και ߀ ൌ Գ. Να ορίσετε τα σύνολα ޿ െ ߀ και ߀ െ  .޿
 
Λύση 
Το σύνολο ޿ െ  .περιέχει όλους τους ακέραιους αριθμούς που δεν είναι φυσικοί ߀
Συνεπώς, ޿ െ ߀ ൌ ሼ0,െ1,െ2,െ3,െ4,… ሽ. 
Το σύνολο ߀ െ  είναι το κενό σύνολο, γιατί δεν υπάρχουν φυσικοί αριθμοί που να ޿
μην είναι ακέραιοι. ∆ηλαδή, ߀ െ ޿ ൌ ∅. 
  

parpounas.c
Πληκτρολογημένο κείμενο
35



 Ενότητα Σύνολα	
 

1.3  ΑΡΧΗ ΕΓΚΛΕΙΣΜΟΥ - ΑΠΟΚΛΕΙΣΜΟΥ 

 
(α) Αν ޿,  :είναι δύο πεπερασμένα σύνολα, να εξηγήσετε πότε ισχύει η ισότητα ߀

޿ሺߥ ∪ ሻ߀ ൌ ሻ޿ሺߥ ൅  ሻ߀ሺߥ
(β) Γιατί δεν ισχύει πάντοτε αυτή η ισότητα; 
(γ) Ποιος πληθικός αριθμός βελτιώνει την ισότητα για όλα τα πεπερασμένα 

σύνολα	޿,  ;߀
 
 

 
Τα σύνολα ޿,  με ߗ είναι τρία πεπερασμένα σύνολα στο σύνολο αναφοράς ߁ και ߀
ሻߗሺߥ ൌ ߋ,ߋ ∈ Գ, όπως φαίνονται στο πιο κάτω σχήμα. Οι περιοχές 
ሺߢሻ, ሺߣሻ, ሺߤሻ, ሺߥሻ, ሺߦሻ, ሺݔሻ, ሺݕሻ και ሺ߱ሻ δείχνουν το πλήθος των στοιχείων στη 
συγκεκριμένη περιοχή. 
 

 
 

(α) Να αναφέρετε πόσες φορές μετριέται η κάθε περιοχή στο άθροισμα 
ሻ޿ሺߥ ൅ ሻ߀ሺߥ ൅  .ሻ߁ሺߥ

(β) Να αναφέρετε πόσες φορές μετριέται η κάθε περιοχή στο άθροισμα 
ሻ޿ሺߥ ൅ ሻ߀ሺߥ ൅ ሻ߁ሺߥ െ ޿ሺߥ ∩ ሻ߀ െ ߀ሺߥ ∩ ሻ߁ െ ߁ሺߥ ∩  .ሻ޿

(γ) Πόσες φορές πρέπει να μετρηθεί η κάθε μία περιοχή εντός των κύκλων, ώστε να 
υπολογίσουμε τον πληθικό αριθμό της ένωσης των τριών συνόλων ޿, ,߀  ;߁

(δ) Να χρησιμοποιήσετε το ερώτημα (β), για να βρείτε έναν τύπο για τον πληθικό 
αριθμό ߥሺ޿ ∪ ߀ ∪  .ሻ߁

(ε) Να εξηγήσετε τον τρόπο με τον οποίο θα υπολογίσετε τον αριθμό ߥሺ޿ᇱ ∩ ᇱ߀ ∩  .ᇱሻ߁

  

∆ιερεύνηση 1 

∆ιερεύνηση 2 
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Εισαγωγή στην Αρχή Εγκλεισμού-Αποκλεισμού 

Η αρχή του εγκλεισμού - αποκλεισμού αναφέρεται στο πλήθος των στοιχείων δύο 
πεπερασμένων συνόλων ޿ και ߀ σε σχέση με το πλήθος των στοιχείων της ένωσης και 
της τομής των δύο συνόλων. 
 
Όταν έχουμε δύο ξένα και πεπερασμένα σύνολα ޿,  είναι προφανές ότι τα δύο ,߀
σύνολα δεν έχουν κοινά στοιχεία. Έτσι, ισχύει ޿ ∩ ߀ ൌ ∅ ⟹ ޿ሺߥ ∩ ሻ߀ ൌ 0 και ότι 	
޿ሺߥ ∪ ሻ߀ ൌ ሻ޿ሺߥ ൅  .ሻ߀ሺߥ
 
Ενδιαφέρον παρουσιάζεται στην περίπτωση όπου τα δύο σύνολα ޿,  δεν είναι ξένα ߀
μεταξύ τους. Αν δηλαδή ޿ ∩ ߀ ് ∅, ποια είναι η αλγεβρική σχέση που συνδέει το 
πλήθος των στοιχείων της ένωσης των δύο συνόλων με το πλήθος των στοιχείων των 
δύο συνόλων; 
 
Είναι προφανές ότι, όταν ޿ ∩ ߀ ് ∅, αν υπολογίσουμε τον ߥሺ޿ ∪  ሻ στο άθροισμα߀
ሻ޿ሺߥ ൅ ޿ሺߥ ሻ, τότε ο߀ሺߥ ∩  ሻ έχει υπολογιστεί διπλά. Για να διορθωθεί το σφάλμα στον߀
υπολογισμό του ߥሺ޿ ∪ ޿ሺߥ ሻ, πρέπει να αφαιρεθεί μία φορά ο߀ ∩  .ሻ߀
 
Σε αυτό το σημείο αιτιολογείται και η ονομασία της αρχής (εγκλεισμός – αποκλεισμός), 
γιατί κατά τον υπολογισμό του αθροίσματος ߥሺ޿ሻ ൅  ሻ, περιλαμβάνουμε όλα τα߀ሺߥ
στοιχεία της ένωσης που θέλουμε να καταμετρήσουμε (τα εγκλείουμε), αλλά κάποια 
από αυτά τα στοιχεία (αυτά της τομής των δύο συνόλων) είναι ήδη διπλομετρημένα, 
οπότε και τα αποκλείουμε. 
 
Έτσι, προκύπτει η αρχή του εγκλεισμού-αποκλεισμού για δύο σύνολα, που είναι η 
αλγεβρική σχέση που συνδέει τους πληθικούς αριθμούς της ένωσης και της τομής των 
δύο συνόλων. 
 
Αρχή Εγκλεισμού-Αποκλεισμού 
Για δύο πεπερασμένα σύνολα ޿ και ߀ ισχύει: 

޿ሺߥ ∪ ሻ߀ ൌ ሻ޿ሺߥ ൅ ሻ߀ሺߥ െ ޿ሺߥ ∩  ሻ߀
 
Στηριζόμενοι στην προφανή σχέση ߥሺ޿ ∪ ሻ߀ ൌ ሻ޿ሺߥ ൅ ޿ ሻ, όταν߀ሺߥ ∩ ߀ ൌ ∅, μπορούμε 
να αποδείξουμε βασικές σχέσεις στους πληθικούς αριθμούς, αρκεί να εντοπίζουμε δύο 
ξένα σύνολα. 
 
Πρόταση 
Αν ޿, ߀ ⊆ ޿ είναι δύο πεπερασμένα σύνολα με ߗ ∩ ߀ ് ∅, τότε ισχύουν: 
(α) ߥሺ޿ᇱሻ ൌ ሻߗሺߥ െ  ሻ޿ሺߥ
(β) ߥሺ޿ ∩ ᇱሻ߀ ൌ ሻ޿ሺߥ െ ޿ሺߥ ∩  ሻ߀
(γ) ߥሺ޿ ∪ ሻ߀ ൌ ሻ޿ሺߥ ൅ ሻ߀ሺߥ െ ޿ሺߥ ∩   ,ሻ߀
(δ) ߥሺ޿ᇱ ∩ ᇱሻ߀ ൌ ሻߗሺߥ െ ሻ޿ሺߥ െ ሻ߀ሺߥ ൅ ޿ሺߥ ∩  ሻ߀
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Απόδειξη 

(α) Τα σύνολα ޿ και ޿′ είναι ξένα μεταξύ τους. Ισχύει ޿ ∪ ᇱ޿ ൌ  .ߗ
Επομένως: 

޿ሺߥ ∪ ᇱሻ޿ ൌ ሻߗሺߥ ⟺ ሻ޿ሺߥ ൅ ᇱሻ޿ሺߥ ൌ ሻߗሺߥ ⟺ ᇱሻ޿ሺߥ ൌ ሻߗሺߥ െ  ሻ޿ሺߥ
 

(β) Τα σύνολα ޿ ∩ ޿ και ߀ ∩ ޿είναι ξένα μεταξύ τους. Ισχύει ሺ ′߀ ∩ ሻ߀ ∪ ሺ޿ ∩ ሻ′߀ ൌ  .޿
Επομένως: 
޿൫ሺߥ ∩ ሻ߀ ∪ ሺ޿ ∩ ᇱሻ൯߀ ൌ ሻ޿ሺߥ ⟺ ޿ሺߥ ∩ ሻ߀ ൅ ޿ሺߥ ∩ ᇱሻ߀ ൌ ሻ޿ሺߥ ⟺  
޿ሺߥ ∩ ᇱሻ߀ ൌ ሻ޿ሺߥ െ ޿ሺߥ ∩   ሻ߀
 

(γ) Τα σύνολα	޿ ∩ ޿ είναι ξένα μεταξύ τους. Iσχύει ߀ και ′߀ ∪ ߀ ൌ ሺ޿ ∩ ሻ′߀ ∪  .߀
Επομένως: 

޿ሺߥ ∪ ሻ߀ ൌ ޿ሺሺߥ ∩ ᇱሻ߀ ∪ ሻ߀ ൌ ޿ሺߥ ∩ ᇱሻ߀ ൅ ሻ߀ሺߥ ൌ ሻ޿ሺߥ െ ޿ሺߥ ∩  ሻ߀
 

(δ) ߥሺ޿ᇱ ∩ ᇱሻ߀ ൌ ޿ሺሺߥ ∪ ሻᇱሻ߀ ൌ ሻߗሺߥ െ ޿ሺሺߥ ∪ ሻᇱ߀ ൌ ሻߗሺߥ െ ሺߥሺ޿ሻ ൅ ሻ߀ሺߥ െ ޿ሺߥ ∩  ሻሻ߀
ൌ ሻߗሺߥ െ ሻ޿ሺߥ െ ሻ߀ሺߥ ൅ ޿ሺߥ ∩  ሻ߀

 

Παράδειγμα 1 
Σε μια βιβλιοθήκη υπάρχουν 10 βιβλία με περιεχόμενο στις πιθανότητες, 8 βιβλία με 
περιεχόμενο στην στατιστική και 6 βιβλία με περιεχόμενο και στις πιθανότητες και 
στην στατιστική. Πόσα βιβλία υπάρχουν με περιεχόμενο τουλάχιστον σε ένα από τα 
δύο θέματα; 
 
Λύση 
Έστω ޿ το σύνολο των βιβλίων με περιεχόμενο στις πιθανότητες. Τότε, ߥሺ޿ሻ ൌ 10. 
Έστω ߀ το σύνολο των βιβλίων με περιεχόμενο στην στατιστική. Τότε, ߥሺ߀ሻ ൌ 8. 
Έστω ޿ ∩  το σύνολο των βιβλίων με περιεχόμενο και στις πιθανότητες και στην ߀
στατιστική. Τότε, ߥሺ޿ ∩ ሻ߀ ൌ 6 
Το πλήθος των βιβλίων με περιεχόμενο τουλάχιστον σε ένα από τα δύο θέματα είναι ο 
πληθικός αριθμός ߥሺ޿ ∪  .ሻ߀
Με χρήση της σχέσης του εγκλεισμού αποκλεισμού, έχουμε: 

޿ሺߥ ∪ ሻ߀ ൌ ሻ޿ሺߥ ൅ ሻ޿ሺߥ െ ޿ሺߥ ∩ ሻ߀ ൌ 10 ൅ 8 െ 6 ൌ 12 
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1.4  Η ΑΡΧΗ DIRICHLET (ΑΡΧΗ ΤΗΣ ΠΕΡΙΣΤΕΡΟΦΩΛΙΑΣ) 

 

(α) Να εξηγήσετε γιατί μεταξύ οποιωνδήποτε 13 ατόμων υπάρχουν τουλάχιστον 2 
άτομα, τα οποία έχουν γεννηθεί τον ίδιο μήνα του έτους. 

(β) Ποιο είναι το ελάχιστο πλήθος ατόμων, ώστε να υπάρχουν μεταξύ τους: 
i. τουλάχιστον 3 άτομα, τα οποία να έχουν γεννηθεί τον ίδιο μήνα του έτους 
ii. τουλάχιστον 6 άτομα, τα οποία να έχουν γεννηθεί τον ίδιο μήνα του έτους 

 
Η Αρχή της Περιστεροφωλιάς 
Αν 4 περιστέρια τοποθετηθούν σε 3 φωλιές (μη διακεκριμένες), τότε όλες οι 
περιπτώσεις τοποθέτησής τους (αν επιτρέπεται να μείνει και κάποια φωλιά άδεια) 
είναι: 

 4 െ 0 െ 0 
 3 െ 1 െ 0 
 2 െ 2 െ 0 
 2 െ 1 െ 1 

Παρατηρούμε ότι σε κάθε περίπτωση υπάρχει τουλάχιστον μια φωλιά, στην οποία 
έχουν τοποθετηθεί τουλάχιστον 2 περιστέρια. ∆εν θα μπορούσε να υπάρξει 
περίπτωση, κατά την οποία σε κάθε φωλιά να είχαμε αντίθετη πρόταση από την 
προηγούμενη. ∆ηλαδή, δεν μπορεί να έχουμε το πολύ ένα περιστέρι σε κάθε φωλιά, 
γιατί τότε μόνο 3 ⋅ 1 ൌ 3 περιστέρια από τα 4 θα τοποθετούσαμε, κάτι που δεν ισχύει. 
 
Η απλή αυτή ιδέα μπορεί να γενικευθεί σε μια αρχή, την οποία διατύπωσε ο 
μαθηματικός Dirichlet και είναι γνωστή ως Αρχή Περιστεροφωλιάς (ή Περιστερώνα). 
 
Αρχή Περιστεροφωλιάς 
Αν τοποθετήσουμε ߥ ൅ 1 περιστέρια σε ߥ περιστεροφωλιές, τότε υπάρχει τουλάχιστον 
μια περιστεροφωλιά, η οποία θα περιέχει τουλάχιστον 2 περιστέρια. 
 

 Η απόδειξη της πιο πάνω αρχής γίνεται απλά με τη μέθοδο της «Εις άτοπον 
απαγωγής». ∆ηλαδή, θεωρούμε ότι το συμπέρασμα μας δεν ισχύει. Άρα, σε κάθε 
μία από τις ߥ περιστεροφωλιές, ο αριθμός των περιστεριών θα είναι το πολύ 1. Σε 
μια τέτοια περίπτωση τα περιστέρια θα ήταν το πολύ ߥ, γιατί σε ߥ φωλιές επί 1 
περιστέρι (το πολύ) σε κάθε φωλιά, έχουμε το πολύ ߥ ⋅ 1 ൌ  Αυτό δεν ισχύει (είναι .ߥ
δηλαδή άτοπο), οπότε η παραδοχή μας ότι όλες οι φωλιές έχουν το πολύ 1 
περιστέρι δεν ισχύει. Επομένως, θα ισχύει το αρχικό συμπέρασμα που ισχυρίζεται 
ότι υπάρχει τουλάχιστον μια περιστεροφωλιά, η οποία θα περιέχει τουλάχιστον 2 
περιστέρια. 

∆ιερεύνηση 1 
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 Σε προβλήματα που θέλουμε να εφαρμόσουμε την αρχή της περιστεροφωλιάς, 
πρέπει να είμαστε σε θέση να εντοπίσουμε τόσο τις περιστεροφωλιές, όσο και τα 
περιστέρια. 

 

Παράδειγμα 1 
Να αποδείξετε ότι μεταξύ 8	τυχαίων ανθρώπων, υπάρχουν τουλάχιστον 2 που έχουν 
γεννηθεί την ίδια μέρα της εβδομάδας. 
 
Λύση 
1ος τρόπος 
Αφού όλες οι μέρες της εβδομάδας είναι 7 (περιστεροφωλιές) και τα άτομα 8 
(περιστέρια), τότε από την αρχή της περιστεροφωλιάς θα υπάρχει τουλάχιστον μία 
μέρα, στην οποία θα έχουν γεννηθεί 2 τουλάχιστον άτομα. 
 
2ος τρόπος 
Αν υποθέσουμε ότι σε κάθε μέρα της εβδομάδας έχει γεννηθεί το πολύ ένα άτομο, 
τότε όλα τα άτομα θα είναι το πολύ 7 ∙ 1 ൌ 7 (άτοπο), αφού τα άτομα είναι 8. 
Επομένως, υπάρχουν τουλάχιστον 2 άτομα που έχουν γεννηθεί την ίδια μέρα. 
 

Παράδειγμα 2 
∆ίνονται 6 τυχαίοι φυσικοί αριθμοί. Να αποδείξετε υπάρχουν δύο τουλάχιστον 
φυσικοί αριθμοί, ώστε η διαφορά τους να είναι πολλαπλάσιο του 5. 
 
Λύση 
Χωρίζουμε όλους τους φυσικούς αριθμούς σε πέντε ομάδες, ανάλογα με το υπόλοιπο 
που αφήνουν όταν διαιρεθούν με το 5. ∆ηλαδή, έχουμε πέντε σύνολα, τα οποία είναι 
ανά δύο ξένα μεταξύ τους και αποτελούν τις «περιστεροφωλιές»: 

ଵߔ ൌ ሼ1, 6, 11, 16, 21, … ሽ,   «Αφήνουν υπόλοιπο 1 όταν διαιρεθούν με το 5» 
ଶߔ ൌ ሼ2, 7, 12, 17, 22, … ሽ,   «Αφήνουν υπόλοιπο 2 όταν διαιρεθούν με το 5» 
ଷߔ ൌ ሼ3, 8, 13, 18, 23, … ሽ,   «Αφήνουν υπόλοιπο 3 όταν διαιρεθούν με το 5» 
ସߔ ൌ ሼ4, 9, 14, 19, 24, … ሽ,   «Αφήνουν υπόλοιπο 4 όταν διαιρεθούν με το 5» 
ହߔ ൌ ሼ5, 10, 15, 20, 25, … ሽ, «Αφήνουν υπόλοιπο 0 όταν διαιρεθούν με το 5» 

 
Τα «περιστέρια» μας είναι οι 6 τυχαίοι φυσικοί αριθμοί. Από την αρχή της 
περιστεροφωλιάς, θα υπάρχουν τουλάχιστον 2 φυσικοί αριθμοί, οι οποίοι θα ανήκουν 
στο ίδιο σύνολο, δηλαδή σε ένα από τα ߔଵ,ߔଶ, ,ଷߔ ,ସߔ  .ହߔ
Αφού δύο τέτοιοι φυσικοί αριθμοί, έστω οι ߤ,  θα έχουν το ίδιο υπόλοιπο ߭ κατά τη ,ߥ
διαίρεσή τους με το 5, τότε γράφονται στην μορφή ߤ ൌ ଵߢ5 ൅ ߭ και ߣ ൌ ଶߢ5 ൅ ߭ με 
,ଵߢ ଶߢ ∈ Գ και ߭ ∈ ሼ0,1,2,3,4ሽ. 
Επομένως, η διαφορά τους θα είναι ίση με: 

ߢ െ ߣ ൌ ሺ5ߢଵ ൅ ߭ሻ െ ሺ5ߢଶ ൅ ߭	ሻ ൌ ଵߢ5 െ ଶߢ5 ൌ 5ሺߢଵ െ ଶሻߢ ൌ πολλαπλάσιο 5 
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Παράδειγμα 3 
Σε ένα σχολείο των 700 μαθητών, πόσοι τουλάχιστον μαθητές υπάρχουν που έχουν 
γεννηθεί τον ίδιο μήνα του έτους; 
 
Λύση 
Ένα έτος έχει 12 μήνες. Άρα, σε 12 «φωλιές» θα πρέπει να τοποθετηθούν 700 
«περιστέρια». ∆ιαιρώντας το 700 διά του 12, έχουμε πηλίκο 58 και υπόλοιπο 4. 
Επομένως, ο μικρότερος αριθμός προκύπτει, αν τοποθετήσουμε στις 12 φωλιές από 58 
άτομα. Τα 4 άτομα που απομένουν τα τοποθετούμε σε διαφορετικές φωλιές. Οπότε 
υπάρχουν τουλάχιστον 59 άτομα με τον ίδιο μήνα γέννησης. 
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∆ραστηριότητες 
 

1. Να χαρακτηρίσετε ΣΩΣΤΟ ή ΛΑΘΟΣ την καθεμιά από τις πιο κάτω προτάσεις και 
να δικαιολογήσετε την απάντησή σας. 

(α)  Αν ޿ ⊆ ሻ޿ሺߥ τότε ισχύει ,߀ ൑  ሻ. ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ߀ሺߥ

(β)  Αν ݔ ∈ ሺܣ െ ݔ ሻ, τότε ισχύει ότιܤ ∉  ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ .ܤ

(γ)  Ισχύει πάντα ότι ߥሺ޿ ∪ ሻ߀ ൌ ሻ޿ሺߥ ൅  ሻ. ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ߀ሺߥ

(δ)  Ισχύει πάντα ότι ݔ ∈ ሼݔሽ. ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

(ε)  Το κενό σύνολο περιέχει το 0. ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

(στ)  Ισχύει πάντα ότι ޿ ∩ ߀ ⊆ ޿ ⊆ ޿ ∪  ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ .߀

(ζ)  Τα σύνολα ߗ െ  είναι ίσα. ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ ′޿ και ޿

 
2. Στο πιο κάτω διάγραμμα παρουσιάζεται ένα σύνολο αναφοράς ߗ και τα 

υποσύνολά του ޿,  .߁ και ߀

 
Να βρείτε τα πιο κάτω σύνολα με αναγραφή των στοιχείων τους: 

(α) ޿ ∩ ޿ (β) ߀ ∩ ޿ (γ) ߁ ∪  ߁

(δ) ܣ െ ܤ (ε) ܤ െ ܣሺ (στ) ܣ ∩  ′ሻܤ

(ζ) ሺ޿ ∪ ޿ ሻ′ (η)߁ ∪ ܤ ∪ ′޿ (θ) ߁ ∪  ′ܤ

(ι) ܣ′ ∩    ′ܤ

 
3. ∆ίνεται το σύνολο αναφοράς ߗ ൌ ሼ0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7ሽ και τα υποσύνολά του 

޿ ൌ ሼݔ ∈ ଶݔ	|	ߗ െ ݔ3 ൅ 2 ൌ 0ሽ, ߀ ൌ ሼݔ ∈  .άρτιοςሽ	ݔ	|ߗ
Να παραστήσετε με αναγραφή των στοιχείων τα πιο κάτω σύνολα: 

(α) ޿′ (β) ޿ ∩ ޿ (γ) ߀ ∪  ߀

(δ) ޿ െ ޿ሺ (ε) ߀ ∩ ሻ′߀ ∪ ሺ޿′ ∩ ߀ ሻ (στ)߀ െ  ޿
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Ενότητα Σύνολα		
 

4. Σε ένα σύνολο 20 μαθητών, 10 μαθητές έχουν διαγώνισμα μόνο τη ∆ευτέρα, 5 
μαθητές έχουν διαγώνισμα μόνο την Τρίτη και 3 μαθητές έχουν διαγώνισμα και 
τις δύο μέρες. Να βρείτε πόσοι από τους 20 μαθητές: 
(α) έχουν διαγώνισμα τη ∆ευτέρα 
(β) έχουν διαγώνισμα την Τρίτη 
(γ) έχουν ένα μόνο διαγώνισμα αυτές τις δύο μέρες 
(δ) έχουν διαγώνισμα τουλάχιστον σε μια από τις δύο μέρες 
(ε) δεν έχουν διαγώνισμα ούτε τη ∆ευτέρα ούτε την Τρίτη 
 

5. Σε μια τάξη των 20 παιδιών, οι 12 προτιμούν ως αγαπημένο τους φρούτο το 
μήλο, ενώ οι 10 προτιμούν το αχλάδι. Αν υπάρχουν 5	 παιδιά που δεν προτίμησαν 
ούτε μήλο, ούτε αχλάδι, πόσα από τα παιδιά προτιμούν και μήλο και αχλάδι; 
 

6. Πόσοι φυσικοί αριθμοί από το 1 μέχρι και το 100 διαιρούνται είτε με το 3 είτε με 
το 5; 
 

7. Πόσοι φυσικοί αριθμοί από το 1 μέχρι και το 1000 δεν διαιρούνται ούτε με το 5, 
ούτε με το 7; 
 

8. Να αποδείξετε ότι ανάμεσα σε 5	 τυχαία άτομα, υπάρχουν τουλάχιστον 2 που 
έχουν γεννηθεί την ίδια εποχή του χρόνου. 
 

9. Να αποδείξετε σε ένα σχολείο των 500 μαθητών υπάρχουν τουλάχιστον 71 
μαθητές που έχουν γεννηθεί την ίδια ημέρα. 
 

10. Πόσους μαθητές τουλάχιστον πρέπει να έχει ένα σχολείο αν γνωρίζουμε ότι 
υπάρχουν τουλάχιστον 48 παιδιά που έχουν γεννηθεί τον ίδιο μήνα; 
 

11. Να αποδείξετε ότι μεταξύ 8 φυσικών αριθμών υπάρχουν τουλάχιστον 2 με 
διαφορά 7. 
 

12. Αν επιλέξουμε 11 τυχαίους αριθμούς από το σύνολο ሼ1, 2, 3, … , 19, 20ሽ, να 
αποδείξετε ότι σίγουρα υπάρχουν δύο που είναι πρώτοι μεταξύ τους. 
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