
Θεώρημα (Μέγιστης και ελάχιστης τιμής) 
 
Θεώρημα (Μέγιστης και ελάχιστης τιμής)  
Αν μια συνάρτηση ݂ είναι συνεχής στο κλειστό διάστημα ሾܽ,  ሿ, τότε υπάρχουν δύοߚ
τουλάχιστον σημεία ݔఌ, ఓݔ ∈ ሾܽ,  ఌሻݔሿ στα οποία η ݂ παίρνει την ελάχιστη τιμή ݂ሺߚ
και τη μέγιστη τιμή ݂ሺݔఓሻ. 

 
Από το πιο πάνω θεώρημα προκύπτει ότι το σύνολο 
τιμών μιας συνεχούς συνάρτησης ݂ με πεδίο ορισμού το 
κλειστό διάστημα ሾߙ,  ሿ είναι το κλειστό διάστημαߚ
ሾ݂ሺݔఌሻ, ݂ሺݔఓሻሿ	  
Είναι σημαντική η προϋπόθεση ότι η συνάρτηση ݂ πρέπει  
να είναι συνεχής, αλλά και να ορίζεται σε κλειστό 
διάστημα. Αν μία τουλάχιστον από τις δύο συνθήκες δεν 
ισχύει, τότε δεν ισχύει το θεώρημα μέγιστης-ελάχιστης 
τιμής.  
 
 
Για παράδειγμα η συνάρτηση ݂ሺݔሻ ൌ ݔ ൅ 2, ݔ ∈ ሺ0,3ሻ 
είναι συνεχής στο διάστημα ሺ0,3ሻ, αλλά αυτό δεν είναι 
κλειστό διάστημα. Μπορεί να δείξει κανείς, ότι η ݂ δεν 
έχει ούτε μέγιστη, αλλά και ούτε ελάχιστη τιμή. 
 
 
 
 
Όμως, η συνάρτηση ݂ሺݔሻ ൌ ,ଶݔ ݔ ∈ ሺെ1,1ሻ ,η οποία 
ορίζεται πάλι σε ανοικτό διάστημα, έχει ελάχιστη τιμή 
στο ݔ଴ ൌ 0, αλλά δεν έχει μέγιστη τιμή. 
 
 
 
Παρατηρήσεις 
 Όταν μία συνάρτηση ݂ είναι συνεχής σε ανοικτό διάστημα ሺߙ,  ሻ, η ύπαρξηߚ

μέγιστης ή ελάχιστης τιμής δεν προκαθορίζεται. 
 

 Τα σημεία ሺݔఌ, ݂ሺݔఌሻ και ሺݔఓ, ݂ሺݔఓሻ είναι και τοπικά και ολικά ακρότατα. 

 
 
 
 
 



Παράδειγμα 1 

∆ίνεται η συνάρτηση ݂ሺݔሻ ൌ με πεδίο ορισμού το διάστημα ቂగ ݔߤߟ
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Να βρείτε τη μέγιστη, την ελάχιστη τιμή της και το σύνολο τιμών της συνάρτησης. 
 
Λύση 
Η ݂ είναι συνεχής σε κλειστό διάστημα και άρα 
παίρνει μέγιστη και ελάχιστη τιμή. Κατασκευάζουμε 
τη γραφική παράσταση της συνάρτησης ݂ሺݔሻ ൌ  ݔߤߟ
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Παρατηρούμε ότι, στο διάστημα  ቂగ
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συνάρτηση ݂ሺݔሻ ൌ  ,παίρνει τη μέγιστη τιμή της ݔߤߟ
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Συνεπώς το σύνολο τιμών της συνάρτησης είναι το ሾଵ
ଶ
, 1ሿ. 

 
Παράδειγμα 2 
∆ίνεται η συνεχής συνάρτηση ݂: ሾ2,4ሿ → Թ. Αν ݉ είναι η ελάχιστη τιμή και ߊ η 
μέγιστη τιμή της συνάρτησης να αποδείξετε ότι:  

 ݉ ൑		
2݂ሺ2ሻ ൅ 3݂ሺ3ሻ ൅ 4݂ሺ4ሻ

9
൑  ܯ

  

 
Λύση 

 Παρατηρούμε ότι ݉ ൑ ݂ሺݔሻ ൑ ݔ για κάθε ܯ ∈ ሾ2,4ሿ, γιατί ݉ είναι η ελάχιστη τιμή 
και ߊ η μέγιστη τιμή της συνεχούς συνάρτησης στο ሾ2,4ሿ. Συνεπώς: 
݉ ൑ ݂ሺ2ሻ ൑ ܯ ⇔ 2݉ ൑ 2݂ሺ2ሻ ൑  ܯ2
݉ ൑ ݂ሺ3ሻ ൑ ܯ ⇔ 3݉ ൑ 3݂ሺ3ሻ ൑  ܯ3
݉ ൑ ݂ሺ4ሻ ൑ ܯ ⇔ 4݉ ൑ 4݂ሺ4ሻ ൑  ܯ4
 
Προσθέτουμε τις πιο πάνω σχέσεις και παίρνουμε: 
2݉ ൅ 3݉ ൅ 4݉ ൑ 2݂ሺ2ሻ ൅ 3݂ሺ3ሻ ൅ 4݂ሺ4ሻ ൑ ܯ2 ൅ ܯ3 ൅ ܯ4 ⇔ 
9݉ ൑ 2݂ሺ2ሻ ൅ 3݂ሺ3ሻ ൅ 4݂ሺ4ሻ ൑ ܯ9 ⇔ 

݉ ൑
2݂ሺ2ሻ ൅ 3݂ሺ3ሻ ൅ 4݂ሺ4ሻ

9
൑  ܯ

   



∆ραστηριότητες 
 

1. Να διατυπώσετε το θεώρημα της «μέγιστης και ελάχιστης τιμής συνάρτησης». 
 

2. Να αποδείξετε ότι για τη συνάρτηση ݂ με τύπο ݂ሺݔሻ ൌ ଶݔ െ ݔ6 ൅ ݔ ,10 ∈ ሾ1, 5ሿ 
παίρνει ελάχιστη και μέγιστη τιμή. Στη συνέχεια, να βρείτε τη μέγιστη και την 
ελάχιστη τιμή της συνάρτησης ݂ στο διάστημα ሾ1, 5ሿ. 

 
3. Να χαρακτηρίσετε ΣΩΣΤΟ ή ΛΑΘΟΣ την καθεμιά από τις πιο κάτω προτάσεις 

και να δικαιολογήσετε την απάντησή σας. 
Αν μία συνάρτηση ݂ είναι συνεχής στο ሾߙ,  ሿ, με ελάχιστη τιμή ݉ και μέγιστηߚ
τιμή ߊ, τότε το σύνολο τιμών της ݂ሺܣሻ είναι: 
(α) ݂ሺܣሻ ൌ ሾߙ,  ሿߚ
(β) ݂ሺܣሻ ൌ ሾߚ,  ሿߙ
(γ) ݂ሺܣሻ ൌ ሾ݂ሺܽሻ, ݂ሺߚሻሿ 
(δ) ݂ሺܣሻ ൌ ሾ݉,ܯሿ 
(ε) ݂ሺܣሻ ൌ ሾ݂ሺߚሻ, ݂ሺܽሻሿ 

 
4. Να βρείτε το σύνολο τιμών των πιο κάτω συναρτήσεων, αιτιολογώντας την 

απάντησή σας: 

(α) ଵ݂ሺݔሻ ൌ ln ,ݔ ݔ ∈ ሾ1, 10ሿ 
(β) ଶ݂ሺݔሻ ൌ ݔ3 ൅ 2, ݔ ∈ ሾ0, 3ሿ 
(γ) ଷ݂ሺݔሻ ൌ ଶݔ ൅ ݔ ൅ 1, ݔ ∈ ሾെ1, 4ሿ 
(δ) ସ݂ሺݔሻ ൌ συνݔ, ݔ ∈ ቂ0,
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(ε) ହ݂ሺݔሻ ൌ ݁௫, ݔ ∈ ሾെ1, 0ሿ 

 
5. ∆ίνεται η συνεχής συνάρτηση ݂: ሾ3,7ሿ → Թ. Αν ݉ είναι η ελάχιστη τιμή και ߊ η 

μέγιστη τιμή της συνάρτησης να αποδείξετε ότι: 

݉ ൑
3݂ሺ3ሻ ൅ 7݂ሺ7ሻ

10
൑  ܯ

 
6. Να αιτιολογήσετε, δίνοντας κατάλληλο παράδειγμα, γιατί μια συνάρτηση με 

πεδίο ορισμού ένα ανοικτό διάστημα δεν έχει πάντοτε σύνολο τιμών που να 
είναι ανοικτό διάστημα. 

 


