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ΠΡΟΛΟΓΟΣ

H διασφάλιση της ποιότητας ζωής στον αιώνα που διανύουµε, βασίζεται ολοένα και περισ-

σότερο στην επιστηµονική και τεχνολογική πρόοδο. Η απόκτηση εκπαίδευσης και δεξιοτή-

των στην επιστήµη είναι απαραίτητη για την επίτευξη βιώσιµης ανάπτυξης και εδραίωσης της 

πραγµατικής δηµοκρατίας.

Με ιδιαίτερη χαρά προλογίζω την έκδοση του βιβλίου «Φυσική Γ΄ Λυκείου». Το βιβλίο αυτό

γράφτηκε µε τη σκέψη ότι εσείς, οι σηµερινοί µαθητές και οι αυριανοί πολίτες, θα πρέπει να

δοµήσετε ένα συνεκτικό σώµα γνώσεων, να αναπτύξετε τις αναγκαίες δεξιότητες και ικα-

νότητες για συµµετοχή σε µια κοινωνία ενεργών και κριτικά σκεπτόµενων ανθρώπων και να 

διαµορφώσετε θετικές στάσεις και συµπεριφορές έναντι της επιστήµης. Γι’ αυτό τον λόγο 

σε αυτό το βιβλίο τα θέµατα της Φυσικής συνδέονται µε την καθηµερινή ζωή, τη φύση και 

την εξέλιξη της επιστήµης.

Επιθυµώ να εκφράσω τις ευχαριστίες µου στους πανεπιστηµιακούς Γεώργιο Αρχοντή, Ζα-

χαρία Ζαχαρία, Φώτιο Πτωχό, Νικόλαο Τούµπα, στους εκπαιδευτικούς Μιχάλη Ιωάννου, 

Ιωάννη Καρµιώτη, Σάββα Πολυδωρίδη και ∆ηµήτριο Φιλίππου, και στους Επιθεωρητές Φυ-

σικής Παναγιώτη Ελευθερίου και Γιαννάκη Χατζηκωστή, που ασχολήθηκαν µε τη συγγραφή 

του βιβλίου.

Τέλος, ευχαριστώ την Υπηρεσία Ανάπτυξης Προγραµµάτων που είχε την ευθύνη για την 

έκδοση του βιβλίου αυτού.

∆ρ Κυπριανός Λούης

∆ιευθυντής Μέσης Εκπαίδευσης





ΛΙΓΑ ΛΟΓΙΑ ΓΙΑ ΤΟ ΝΕΟ ΒΙΒΛΙΟ ΦΥΣΙΚΗΣ ΤΗΣ Γ΄ ΛΥΚΕΙΟΥ

Αγαπητοί και αγαπητές µαθήτριες και µαθητές,

Σας καλωσορίζουµε στη νέα σχολική χρονιά, και σας ευχόµαστε, µε αφετηρία αυτό το βι-

βλίο, να κάνετε ένα συναρπαστικό ταξίδι στον θαυµαστό κόσµο της Φυσικής. 

Από τα βάθη της αρχαιότητας, οι άνθρωποι προσπαθούν να ερµηνεύσουν τα φαινόµενα 

του φυσικού κόσµου. Τον 6ο αιώνα π.Χ. οι αρχαίοι Έλληνες φυσικοί φιλόσοφοι της Ιωνίας 

βασίσθηκαν σε λογικά επιχειρήµατα και διατύπωσαν τις πρώτες θεωρίες για την αρχή των 

όντων. Η σύγχρονη επιστηµονική µεθοδολογία θεµελιώθηκε τον 17ο αιώνα από τον Γαλι-

λαίο (Galileo Galilei) και θέτει ως προϋπόθεση τη διεξαγωγή και ερµηνεία κατάλληλα σχεδι-

ασµένων πειραµάτων. Σε συνδυασµό µε την πειραµατική µεθοδολογία, ο Γαλιλαίος τόνιζε 

ότι για την ερµηνεία των νόµων της Φύσης είναι απαραίτητη η χρήση των µαθηµατικών (“το 

βιβλίο της Φύσης είναι γραµµένο µε µαθηµατικούς χαρακτήρες”). Τον ίδιο αιώνα, ο Ισαάκ 

Νεύτωνας διατύπωσε τους νόµους της κίνησης και τον νόµο της παγκόσµιας έλξης, στο 

φηµισµένο έργο του Philosophiae Naturalis Principia Mathematica. 

Οι σύγχρονες Φυσικές θεωρίες και πειράµατα µελετούν και ερµηνεύουν σε µεγάλο βαθµό 

φαινόµενα που παρατηρούνται τόσο σε υποατοµική, όσο και σε αστρονοµική κλίµακα, από 

τη συµπεριφορά των στοιχειωδών σωµατιδίων µέχρι τη δηµιουργία αστέρων και την εξέλιξη 

του Σύµπαντος. 

Σε συνδυασµό µε την κατανόηση της συµπεριφοράς του Φυσικού κόσµου, η Φυσική έχει 

αναρίθµητες πρακτικές εφαρµογές. Η λειτουργία των συσκευών που χρησιµοποιούµε 

στην καθηµερινή ζωή για την παραγωγή φωτός, την παραγωγή και χρήση ηλεκτρικής ενέρ-

γειας, την απορρόφηση ηλιακής ενέργειας, την κίνηση, την επικοινωνία και την ψυχαγωγία, 

βασίζεται σε φυσικές αρχές.

Στα µέσα του 20ου αιώνα, ο φηµισµένος Αυστριακός Φυσικός Erwin Schroedinger, διατύ-

πωσε στο βιβλίο του “What is Life” την άποψη ότι η Φυσική µπορεί να συνεισφέρει και στην 

κατανόηση των φαινοµένων που παρατηρούνται σε ζωντανούς οργανισµούς (έµβια ύλη). Η 



αλµατώδης ανάπτυξη όλων των Φυσικών Επιστηµών, ιδιαίτερα από τις αρχές του εικοστού 

αιώνα, καθιστά δυνατή τη µελέτη και την ερµηνεία της συµπεριφοράς της έµβιας ύλης µε µία 

διεπιστηµονική προσέγγιση, στην οποία συνδυάζονται µέθοδοι από πολλές επιστηµονικές 

περιοχές (Φυσική, Χηµεία, Βιολογία, κλάδοι Μηχανικής). Πειραµατικές συσκευές που βα-

σίζονται σε φυσικές αρχές, όπως το ηλεκτρονικό µικροσκόπιο, το µικροσκόπιο φθορισµού, 

το µικροσκόπιο ατοµικής δύναµης και το σύγχροτρο προσφέρουν λεπτοµερείς εικόνες της 

δοµής του κυττάρου και των βιολογικών µορίων. Οι εικόνες αυτές, µαζί µε θεωρητικά φυσι-

κά µοντέλα για τη δοµή και τις δυνάµεις µεταξύ µορίων, χρησιµοποιούνται στο στοχευµένο 

σχεδιασµό φαρµάκων. Ταυτόχρονα, η Φυσική συνεισφέρει ουσιαστικά σε πολλές διαγνω-

στικές και θεραπευτικές τεχνικές της σύγχρονης Ιατρικής, όπως η χρήση υπερήχων, ο πυ-

ρηνικός µαγνητικός συντονισµός (MRI), η τοµογραφία ποζιτρονίου-ηλεκτρονίου (PET scan), 

η ακτινοβόληση καρκινικών όγκων. 

Οι αλµατώδεις εξελίξεις που περιγράψαµε υποδεικνύουν ότι η Φυσική είναι ένας εξαιρετι-

κά υποσχόµενος τοµέας απασχόλησης για τους νέους ανθρώπους, που θα συνεισφέρουν 

στην πρόοδο της ανθρωπότητας, παίρνοντας τη σκυτάλη από τους παλαιότερους.

Το βιβλίο που έχετε στα χέρια σας αποτελεί ένα περιεκτικό και πλήρες κείµενο αναφοράς, 

που συµβαδίζει πιστά µε το Αναλυτικό Πρόγραµµα. 

Κάθε κεφάλαιο περιλαµβάνει:

•	 Αρχική σύνοψη των διδακτικών στόχων, 

•	 �Ανάπτυξη της αντίστοιχης θεωρίας µε συνδυασµό αναπαραστάσεων (κείµενο και 

εικόνες, διαγράµµατα, γραφικές παραστάσεις, πίνακες).

•	 Ερωτήσεις ελέγχου κατανόησης εννοιών

•	 Πολυάριθµα λυµένα παραδείγµατα 

•	 Τελικές ερωτήσεις ανακεφαλαίωσης και κατανόησης 

•	 Άλυτες ασκήσεις. 

Η σύνοψη των διδακτικών στόχων συνιστά έναν οδηγό για το τι πρέπει να γνωρίζετε µε 

την ολοκλήρωση της µελέτης του κεφαλαίου. Οι συνοδευτικές αναπαραστάσεις (εικόνες, 

διαγράµµατα, γραφικές παραστάσεις, πίνακες) επεξηγούν πτυχές της θεωρίας και πρέπει 

να µελετώνται σε συνδυασµό µε το γραπτό κείµενο. 

Η µελέτη των λυµένων παραδειγµάτων είναι απαραίτητη προϋπόθεση για την κατανόηση 

της θεωρίας και πρέπει να προηγείται της επίλυσης των άλυτων ασκήσεων στο τέλος του 

βιβλίου. Ο στόχος των παραδειγµάτων είναι διπλός: (1) παρουσιάζουν τη µεθοδολογία επί-



λυσης µίας κατηγορίας προβληµάτων. (2) αναδεικνύουν λεπτοµερώς τον τρόπο γραφής και 

τον χειρισµό µαθηµατικών συµβόλων, εξισώσεων και µονάδων µέτρησης, που υιοθετείται 

στη διεθνή πρακτική.

Οι ερωτήσεις ελέγχου κατανόησης αναφέρονται σε επιλεγµένα σηµεία του κειµένου, και 

αποσκοπούν στον έλεγχο της κατανόησης βασικών εννοιών. Εάν διαπιστώνετε έλλειψη κα-

τανόησης, πρέπει να αφιερώνετε επιπλέον χρόνο πριν προχωρήσετε στα επόµενα σηµεία 

του κειµένου.

Οι τελικές ερωτήσεις κατανόησης ελέγχουν την κατανόηση του συνολικού περιεχοµένου 

του κεφαλαίου, και βοηθούν στην ανακεφαλαίωση. Σε περίπτωση που εντοπίζετε δυσκολί-

ες, πρέπει να µελετήσετε ξανά το σχετικό περιεχόµενο και τα συνοδευτικά παραδείγµατα. 

Η επίλυση προβληµάτων είναι απαραίτητο και αναντικατάστατο στοιχείο της εκπαί-

δευσης στη Φυσική. Τόσο η Πειραµατική, όσο και η Θεωρητική Φυσική έχουν σηµαντική 

ποσοτική συνιστώσα. Μαζί µε την ανάπτυξη ικανοτήτων διερεύνησης και διατύπωσης συ-

µπερασµάτων, είναι απαραίτητη και η σταδιακή ωρίµανση σας στην ποσοτική επεξεργασία 

δεδοµένων. Γι΄ αυτό το λόγο έχουµε συµπεριλάβει στο βιβλίο πολυάριθµα λυµένα παρα-

δείγµατα και ασκήσεις κλιµακούµενης δυσκολίας. Επίσης, είναι σηµαντικό να γνωρίζετε ότι 

φροντίσαµε ώστε το κείµενο να βασίζεται στις ήδη αποκτηθείσες γνώσεις Μαθηµατικών 

σας, χωρίς να τις υπερβαίνει.

Για να επιτύχετε το καλύτερο δυνατό αποτέλεσµα, σας εισηγούµαστε όπως µελετάτε πρώτα 

το επιστηµονικό περιεχόµενο µίας ενότητας, τα αντίστοιχα λυµένα παραδείγµατα και τις 

ερωτήσεις ελέγχου κατανόησης εννοιών, πριν προχωρήσετε στο επόµενο µέρος. Στο τέ-

λος, ασχοληθείτε µε την επίλυση των άλυτων ασκήσεων. Οι άλυτες ασκήσεις βασίζονται 

στη θεωρία και τα λυµένα παραδείγµατα. Μην προσπαθείτε να λύσετε τις ασκήσεις πριν 

συµβουλευτείτε το κείµενο, γιατί θα δυσκολευτείτε πολύ περισσότερο.  

Το βιβλίο αποτελεί οδηγό µελέτης, αλλά το βασικό και αναντικατάστατο σηµείο αναφοράς 

είναι ο/η εκπαιδευτικός σας. Πρέπει να δίνετε εξαιρετική προσοχή στις διαλέξεις, να συµ-

µετέχετε ενεργά, και να συµβουλεύεστε εγκαίρως τον/την εκπαιδευτικό σας για σηµεία στα 

οποία εντοπίζετε έλλειψη κατανόησης.

Ευχόµαστε να βρείτε το βιβλίο χρήσιµο, και σας ευχόµαστε Καλή Νέα Σχολική Χρονιά.

Η Συγγραφική Οµάδα
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ

ΤΑΛΑΝΤΩΣΕΙΣ
Στις Ενότητες 2.1. - 2.14. του Κεφαλαίου 2Α:

	 		  Ανακαλούµε την έννοια της περιοδικής κίνησης.

	 		  Εξηγούµε ότι η ταλάντωση είναι περίπτωση περιοδικής κίνησης. 

	 		  Ορίζουµε την Απλή Αρµονική Ταλάντωση (ΑΑΤ).

	 		  Αναλύουµε διάφορα παραδείγµατα ΑΑΤ.

	 		  Ορίζουµε τα χαρακτηριστικά µεγέθη της ΑΑΤ (πλάτος, περίοδος, συχνότητα, 

			   κυκλική συχνότητα).

	 		  Συζητούµε την κατεύθυνση των διανυσµατικών µεγεθών της ΑΑΤ 

			   (δύναµης επαναφοράς, επιτάχυνσης, ταχύτητας και µετατόπισης).

	 		  �Αποδεικνύουµε ότι η οµαλή κυκλική κίνηση αναλύεται σε δύο κάθετες ΑΑΤ. 

			   Το πλάτος των ΑΑΤ ισούται µε την ακτίνα του κύκλου, και η κυκλική συχνότητα 	

			   ισούται µε το µέτρο της γωνιακής ταχύτητας της κυκλικής κίνησης.

	 		  Με βάση την αντιστοιχία οµαλής κυκλικής κίνησης - ΑΑΤ:

			   •  �Αποδεικνύουµε ότι η περίοδος της ΑΑΤ είναι ανεξάρτητη από το πλάτος.

			   •  �Υπολογίζουµε την περίοδο της ΑΑΤ από τη σταθερά της ταλάντωσης.

			   •  Εξάγουµε τις σχέσεις θέσης - χρόνου και ταχύτητας - χρόνου της ΑΑΤ.

	 		  Σχεδιάζουµε τις γραφικές παραστάσεις επιτάχυνσης - θέσης και ταχύτητας - 

			   θέσης της ΑΑΤ.

Ενότητες 2.1. - 2.14.
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Σε προηγούµενα κεφάλαια µελετήσαµε κινήσεις, όπως: 

•	 Η οµαλή κυκλική κίνηση. 

•	 �Η κίνηση σε κατακόρυφο κύκλο σώµατος στερεωµένου σε 

σχοινί. 

•	 �Η περιφορά της Σελήνης γύρω από τη Γη, και ενός πλανήτη 

γύρω από τον Ήλιο.

•	 �Η περιστροφική κίνηση ενός στερεού σώµατος µε σταθερή 

γωνιακή ταχύτητα ως προς ακλόνητο άξονα. 

Οι κινήσεις αυτές ονοµάζονται περιοδικές, επειδή επαναλαµβάνο-

νται µετά από κάποιο χρονικό διάστηµα. Ένας κύκλος µίας περιοδι-

κής κίνησης ολοκληρώνεται κάθε φορά που το σώµα διέρχεται από 

το ίδιο σηµείο και µε την ίδια ταχύτητα.

2.1.  Η Έννοια της Περιοδικής Κίνησης

Ανάκληση Εννοιών της Περιοδικής Κίνησης 

H περίοδος Τ  είναι το χρονικό διάστηµα, µέσα στο οποίο επαναλαµβάνεται η κίνηση. Για παράδειγ-

µα, η περίοδος της οµαλής κυκλικής κίνησης είναι το χρονικό διάστηµα, στο οποίο το σώµα διαγράφει 

έναν πλήρη κύκλο. 

Η συχνότητα f  είναι ο αριθµός επαναλήψεων της κίνησης ανά µονάδα χρόνου. Σε οποιαδήποτε πε-

ριοδική κίνηση, τα δύο µεγέθη συνδέονται µε τη σχέση:

f  = 
1
 T

Μονάδα µέτρησης της συχνότητας είναι το s-1, το οποίο ονοµάζεται Hertz (Hz).

Η κυκλική συχνότητα ω είναι το µέγεθος

ω = 2π
   T
 = 2πf

Η κυκλική συχνότητα εκφράζεται σε rad/s, όπου rad είναι το ακτίνιο. 

Έλεγχος Κατανόησης Εννοιών:

2.1.1.	 �Η Γη κινείται σε ελλειπτική τροχιά γύρω από τον Ήλιο. Εί-

ναι περιοδική αυτή η κίνηση; Να γράψετε την περίοδο της 

τροχιάς (σε ηµέρες) και τη συχνότητα της τροχιάς (σε (ηµέ-

ρες)-1).

2.1.2.	 �Μία βαλίτσα είναι ξεχασµένη στον κυλιόµενο ιµάντα της αί-

θουσας αποσκευών ενός αεροδροµίου. Είναι περιοδική η 

κίνηση της βαλίτσας;
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2.1.3.	 �Ένας αθλητής του στίβου τρέχει µία διαδροµή 4000 m σε 

µία κυκλική πίστα των 200 m. Είναι περιοδική η κίνηση του 

αθλητή;

2.1.4.	 �Ένα σώµα εκτελεί µεταβαλλόµενη κυκλική κίνηση. Είναι δυ-

νατόν η κίνηση αυτή να είναι περιοδική; Να αναφέρετε ένα 

παράδειγµα σώµατος, που εκτελεί περιοδική µεταβαλλόµε-

νη κυκλική κίνηση.

2.2.  Η Ταλάντωση είναι παράδειγµα Περιοδικής Κίνησης

Η διάταξη της Εικόνας 2-1 απεικονίζει το µαθηµατικό ή απλό εκ-

κρεµές:  Ένα µικρό σώµα µάζας m είναι στερεωµένο στην ελεύθερη 

άκρη ενός αβαρούς, µη εκτατού σχοινιού. Η άλλη άκρη του σχοινιού 

είναι στερεωµένη σε ένα ακλόνητο σηµείο Ο. 

Εάν το σώµα ξεκινήσει µε κάποια αρχική ταχύτητα υ  από το σηµείο 

Β, και δεν υπάρχει αντίσταση του αέρα ή τριβή µε το σηµείο Ο, θα 

εκτελεί µία παλινδροµική1 περιοδική κίνηση ανάµεσα στα δύο ακραία 

σηµεία Α και Γ. Η κίνηση αυτή ονοµάζεται ταλάντωση.

1 �  �Από τις λέξεις πάλιν και δρόµος: κίνηση που εκτελείται σε δύο αντίθετες κατευθύν-

σεις.

Εικόνα 2-1

Η διαδροµή ΒΓΒ δεν είναι πλήρης κύκλος 

ταλάντωσης: το σώµα επιστρέφει στο ίδιο 

σηµείο Β µε αντίθετη ταχύτητα. Η διαδρο-

µή ΒΓΒΑΒ αντιστοιχεί σε έναν πλήρη κύ-

κλο ταλάντωσης: Στην αρχή και στο τέλος 

της διαδροµής το σώµα βρίσκεται στο ίδιο 

σηµείο Β, µε την ίδια ταχύτητα υ .

Σηµείωση 

Όταν οι τριβές στο σηµείο Ο ή/και η αντίσταση του αέρα δεν 

είναι αµελητέες, το µήκος της διαδροµής ελαττώνεται (φθίνει) 

σε κάθε κύκλο. Η κίνηση ονοµάζεται φθίνουσα ταλάντωση. Εάν 

αυτή η µεταβολή είναι µικρή, η παλινδροµική κίνηση είναι κατά 

προσέγγιση περιοδική. 



16 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2A  ΤΑΛΑΝΤΩΣΕΙΣ

Παραδείγµατα ταλαντώσεων στην καθηµερινή ζωή εκτελούν:

•	 �Μία µπάλα, που κινείται κατακόρυφα και αναπηδά ελαστικά 

σε οριζόντιο έδαφος.

•	 �Ο καθαριστήρας του ανεµοθώρακα ενός αυτοκινήτου, όταν 

λειτουργεί. 

•	 Τα έµβολα του κινητήρα ενός αυτοκινήτου. 

•	 Κτίρια και γέφυρες υπό την επίδραση ισχυρού ανέµου. 

•	 �Η στάθµη του νερού της θάλασσας κατά την άµπωτη και την 

παλίρροια.

•	 Το εκκρεµές στο ρολόι του τοίχου. 

•	 Ένα παιδί που κάνει κούνια. 

•	 Ένα σώµα στερεωµένο σε οριζόντιο ή κατακόρυφο ελατήριο.

•	 Οι παλλόµενες χορδές µιας κιθάρας ή ενός βιολιού. 

•	 �Οι πυρήνες των ατόµων ενός µορίου, που ταλαντώνονται 

γύρω από συγκεκριµένες θέσεις. 

•	 �Τα άτοµα ενός µετάλλου, που ταλαντώνονται γύρω από συ-

γκεκριµένες θέσεις. 

Στο παρόν Κεφάλαιο θα µελετήσουµε µια κατηγορία περιοδικών τα-

λαντώσεων, τις Απλές Αρµονικές Ταλαντώσεις (ΑΑΤ).

Έλεγχος Κατανόησης Εννοιών:

2.2.1.	 �Μία µαθήτρια διατυπώνει τον συλλογισµό ότι «όλες οι ταλα-

ντώσεις είναι περιοδικές κινήσεις, αλλά µόνο µερικές περι-

οδικές κινήσεις είναι ταλαντώσεις». Είναι σωστός ο συλλο-

γισµός της; Να εξηγήσετε ποια είναι η διαφορά ανάµεσα σε 

µία ταλάντωση και σε µία γενική περιοδική κίνηση.

2.2.2.	 �Η περιφορά της Γης γύρω από τον Ήλιο είναι περιοδική κί-

νηση. Να εξηγήσετε γιατί η κίνηση αυτή δεν αντιστοιχεί σε 

ταλάντωση.

2.2.3.	 �Στην Εικόνα 2-1, το εκκρεµές φθάνει στα σηµεία Α και Γ µε 

µηδενική ταχύτητα. Ποιες από τις πιο κάτω διαδροµές αντι-

στοιχούν σε πλήρεις κύκλους ταλάντωσης; Να εξηγήσετε 

την απάντησή σας.

	 (α) ΑΒΓ, (β) ΑΒΓΒΑ, (γ) ΓΒΑΒ, (δ) ΓΒΑΒΓ

2.2.4.	 �Εάν υπάρχουν σηµαντικές τριβές στο σηµείο ανάρτησης Ο, 

ή/και η αντίσταση του αέρα είναι σηµαντική, η κίνηση του 

εκκρεµούς δεν είναι περιοδική. Να εξηγήσετε γιατί συµβαί-

νει αυτό.
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2.2.5.	 �Στο πιο κάτω σχήµα, µία µπάλα αφήνεται από ηρεµία από 

το σηµείο Α και αναπηδά ελαστικά στο σηµείο Γ του οριζό-

ντιου εδάφους. Η αντίσταση του αέρα είναι αµελητέα. Να 

εξηγήσετε ποια(ες) από τις ακόλουθες διαδροµές αντιστοι-

χεί(ούν) σε πλήρη κύκλο ταλάντωσης:

	 (α) ΒΓΒ, (β) ΑΓΑ, (γ) ΒΑΒ.

	  

2.2.6.	 �Εάν η κρούση της µπάλας στο σηµείο Γ δεν είναι ελαστική, 

ή/και η αντίσταση του αέρα είναι σηµαντική, η κίνηση της 

µπάλας είναι περιοδική; Να εξηγήσετε την απάντησή σας.

2.3.  Απλή Αρµονική Ταλάντωση

Ένα σώµα εκτελεί Απλή Αρµονική Ταλάντωση (ΑΑΤ) όταν η συνι-

σταµένη δύναµη, που δρα στο σώµα, εξαρτάται µε συγκεκριµένο 

τρόπο από τη θέση του σώµατος. Θα αναδείξουµε αυτή την εξάρτηση 

µε το παράδειγµα του οριζόντιου ελατηρίου.   

Το σώµα µάζας m της Εικόνας 2-2 είναι στερεωµένο στην ελεύθερη 

άκρη ενός αβαρούς οριζόντιου ελατηρίου, και κινείται σε λείο οριζό-

ντιο επίπεδο. Η άλλη άκρη του ελατηρίου είναι στερεωµένη σε ακλό-

νητο τοίχο. 

Εικόνα 2-2

Σώµα στερεωµένο σε οριζόντιο ελατήριο.

(α)

(β)

(γ)
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Περιγράφουµε τη θέση του σώµατος µε τη βοήθεια του οριζόντιου 

άξονα Ox. Αντιστοιχίζουµε την τιµή x = 0 στη θέση της ελεύθερης 

άκρης, όταν το ελατήριο έχει το φυσικό του µήκος. Με αυτή την αντι-

στοιχία, η θέση x ισούται µε τη µεταβολή στο µήκος του ελατηρίου: 

Για θετικές τιµές (x > 0) το ελατήριο είναι τεταµένο (τεντωµένο), και 

για αρνητικές τιµές (x < 0) είναι συσπειρωµένο (συµπιεσµένο).

Όπως µάθαµε στην Α΄ Λυκείου, εάν η µεταβολή στο µήκος του ελα-

τηρίου δεν υπερβαίνει κάποια µέγιστη τιµή, η δύναµη ελατηρίου περι-

γράφεται από τον Νόµο του Hooke: 

F ελ = -k χ

Το µέγεθος k  έχει σταθερή θετική τιµή και ονοµάζεται σταθερά ελα-

τηρίου. Το αρνητικό πρόσηµο δηλώνει ότι η δύναµη F ελ είναι αντίρρο-

πη µε τη µετατόπιση χ  της ελεύθερης άκρης από τη θέση x = 0, στην 

οποία το ελατήριο έχει το φυσικό του µήκος.

Στο σώµα της Εικόνας 2-2 ασκείται επίσης το βάρος του Β  και η κά-

θετη δύναµη N  από το επίπεδο (δεν συµπεριλαµβάνονται στο σχήµα). 

Επειδή οι δυνάµεις Β  και N  είναι συνεχώς αντίθετες, η συνισταµένη 

δύναµη ισούται µε τη δύναµη ελατηρίου:

ΣF  = Β  + N  + F ελ = F ελ = -k χ  

 

Από τον νόµο του Hooke συµπεραίνουµε τα εξής:

•	 �Η θέση x = 0 είναι η θέση ισορροπίας (ΘΙ), στην οποία η συνι-

σταµένη δύναµη µηδενίζεται.

•	 �Για θετικές µετατοπίσεις από τη ΘΙ (x > 0), το ελατήριο εί-

ναι τεταµένο και η συνισταµένη δύναµη έχει αρνητική φορά 

(προς τη ΘΙ).

•	 �Για αρνητικές µετατοπίσεις από τη ΘΙ (x < 0), το ελατήριο 

είναι συσπειρωµένο και η συνισταµένη δύναµη έχει θετική 

φορά (προς τη ΘΙ). 

•	 �Το µέτρο της συνισταµένης δύναµης είναι ανάλογο µε το µέ-

τρο της µετατόπισης: ΙF ελ Ι  Ιχ  Ι.

Συµπέρασµα 

Η θέση x = 0 είναι θέση ευσταθούς ισορροπίας. Η συνισταµένη δύναµη τείνει πάντοτε να επαναφέρει 

το σώµα σε αυτήν (είναι δύναµη επαναφοράς).
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Εάν µετατοπίσουµε το σώµα σε κάποια θέση x  0 και το αφήσουµε 

ελεύθερο, το σώµα θα αρχίσει να κινείται υπό την επίδραση της συνι-

σταµένης δύναµης F ελ. Από τον ∆εύτερο Νόµο του Νεύτωνα, προκύ-

πτει ότι η επιτάχυνση του σώµατος µεταβάλλεται µε τη θέση:

α = 
1

mΣF   = - 
k

m
 χ

 

Συνεπώς, η κίνηση του σώµατος δεν είναι οµαλά επιταχυνόµενη. Υπό 

την επίδραση της συνισταµένης δύναµης F ελ, το σώµα θα αρχίσει να 

εκτελεί παλινδροµική περιοδική κίνηση γύρω από τη θέση ευσταθούς 

ισορροπίας x = 0. Όταν η συνισταµένη δύναµη είναι δύναµη επανα-

φοράς και το µέτρο της είναι ανάλογο µε την απόσταση από τη θέση 

ισορροπίας, η περιοδική ταλάντωση ονοµάζεται απλή αρµονική τα-

λάντωση (ΑΑΤ). 

Συνοψίζουµε:

Ορισµός Απλής Αρµονικής Ταλάντωσης 

Απλή Αρµονική Ταλάντωση είναι η παλινδροµική περιοδική κίνηση που εκτελεί ένα σώµα, όταν η συ-

νισταµένη δύναµη σε αυτό είναι ανάλογη και αντίρροπη µε τη µετατόπιση του σώµατος από τη Θέση 

Ισορροπίας του:

ΣF   = - D χ

Η θετική σταθερά D  εκφράζεται σε N/m. 

Όταν ένα σώµα ή σύστηµα εκτελεί απλή αρµονική ταλάντωση, ονοµάζεται αρµονικός ταλαντωτής.

Έλεγχος Κατανόησης Εννοιών:

2.3.1.	 �Ένας µαθητής διατυπώνει τον εξής συλλογισµό: «Όλες οι 

ΑΑΤ είναι ταλαντώσεις, αλλά µόνο µερικές ταλαντώσεις εί-

ναι ΑΑΤ». Είναι σωστός αυτός ο συλλογισµός; Να εξηγήσε-

τε ποια είναι η διαφορά ανάµεσα σε µία ΑΑΤ και µία γενική 

ταλάντωση.

2.3.2.	 �Να εξετάσετε κατά πόσο η µπάλα του ερωτήµατος 2.2.5 

εκτελεί ΑΑΤ.
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2.3.3.	 �Ο δίσκος του πιο κάτω σχήµατος κινείται πάνω από µία αερο-	

τράπεζα σε λειτουργία, και ανακλάται ελαστικά στα τοιχώ-

µατα Α και Β. Να εξηγήσετε εάν η κίνηση του δίσκου είναι 

(α) περιοδική, (β) ταλάντωση, (γ) ΑΑΤ.

 

2.3.4.	 �Το σώµα του πιο κάτω σχήµατος διέρχεται από τη θέση	

x1 > 0 τη στιγµή t1 και από τη θέση x2 = x1/2 µία µεταγενέ-

στερη στιγµή t2.  

	 Ποι(ο)α από τα επόµενα είναι ορθ(ό)ά;

	 A.	 �Στο χρονικό διάστηµα t1  t2, η µετατόπιση έχει αρνητι-

κή αλγεβρική τιµή. 

	 B.	 �Στο χρονικό διάστηµα t1  t2, η µετατόπιση από τη ΘΙ 

ελαττώνεται συνεχώς. 

	 Γ. �	 �Τη χρονική στιγµή t2, η µετατόπιση από τη ΘΙ έχει αρνη-

τική αλγεβρική τιµή.

	 ∆. 	 �Τη χρονική στιγµή t1, η δύναµη ελατηρίου έχει διπλάσιο 

µέτρο από ό,τι τη χρονική στιγµή t2 .

	 Ε. 	 �Η φορά της δύναµης ελατηρίου είναι αρνητική τη χρονι-

κή στιγµή t1, και θετική τη χρονική στιγµή t2 . 

2.3.5.	 �Να εξετάσετε ποια(ες) από τις ακόλουθες κινήσεις είναι 

ΑΑΤ. Nα αιτιολογήσετε την απάντησή σας:

	 A.	 �Σώµα συνδεδεµένο σε οριζόντιο ελατήριο κινείται σε 

τραχιά επιφάνεια.

	 B.	 �Η συνισταµένη δύναµη σε ένα σώµα, και η µετατόπιση 

του σώµατος από τη θέση ισορροπίας του, συνδέονται 

µε τη σχέση: ΣF   = D χ , όπου D  θετική σταθερά.

	 Γ.	 �Οι αλγεβρικές τιµές της συνισταµένης δύναµης και της 

µετατόπισης ενός σώµατος από τη θέση ισορροπίας 

του συνδέονται µε τη σχέση: ΣF = - C x 2, όπου C  θετι-

κή σταθερά.                           

2.3.6.	 �Ένα σώµα εκτελεί ΑΑΤ κατά µήκος του οριζόντιου άξονα 

Ox. Στο σηµείο Α, το διάνυσµα της συνισταµένης δύναµης 

έχει θετική φορά. Ποιο σηµείο θα µπορούσε να αντιστοιχεί 
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στη θέση ισορροπίας, το Β ή το Γ; Να εξηγήσετε την απά-

ντησή σας.

2.4.  Παραδείγµατα Απλών Αρµονικών Ταλαντώσεων

Παράδειγµα 1

Σώµα συνδεδεµένο µε Οριζόντιο Ελατήριο

Η ελεύθερη άκρη ενός οριζόντιου ελατηρίου, που υπακούει στον Νόµο του Hooke, είναι συνδεδεµέ-

νη µε σώµα µάζας m = 4,00 kg. Το σώµα κινείται σε οριζόντιο δάπεδο χωρίς τριβές. Εάν το ελατήριο 

επιµηκυνθεί κατά 30,0 cm, ασκεί στο σώµα δύναµη µέτρου 120,0 N. Επιµηκύνουµε το ελατήριο κατά 

10,0 cm, και το αφήνουµε ελεύθερο. 

Θα υπολογίσουµε τη δύναµη ελατηρίου και την επιτάχυνση του σώµατος: (i) στην αρχική θέση x1, 

(ii) στη ΘΙ, και (iii) σε µία θέση x2, στην οποία το ελατήριο είναι συσπειρωµένο κατά 5,00 cm.

(i)

(ii)

(iii)

2.3.7.	 �Το σώµα του διπλανού σχήµατος 

εκτελεί ΑΑΤ κατά µήκος του κατα-

κόρυφου άξονα Οy. Το σηµείο Α 

αντιστοιχεί στη θέση ισορροπίας. Να 

σχεδιάσετε (υπό κλίµακα) τα διανύ-

σµατα της συνισταµένης δύναµης και 

της επιτάχυνσης του σώµατος στις 

θέσεις Β και Γ. Σε ποιo από τα δύο 

σηµεία, η συνισταµένη δύναµη έχει: 

(α) µεγαλύτερο µέτρο, (β) µεγαλύτε-

ρη αλγεβρική τιµή;
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Θέτουµε x = 0 τη θέση της ελεύθερης άκρης, όταν το ελατήριο έχει το φυσικό του µήκος. Ορίζουµε 

ως θετική τη φορά, κατά την οποία το ελατήριο επιµηκύνεται.	  

(i)	 	 �H σταθερά ελατηρίου είναι k = ΙF ελ Ι
Ιχ  Ι

 = 
120,0 Ν
0,300 m

  = 4,00 χ 102 Ν
m  . Άρα, στη θέση x1 η δύναµη 

ελατηρίου έχει αλγεβρική τιµή:

Fελ = -kx1 = -(4,00 χ 102 Ν
m) χ (0,100 m) = -40,0 N 

 

	 	 �Το αρνητικό πρόσηµο δηλώνει ότι η δύναµη ελατηρίου είναι αντίρροπη µε τη µετατόπιση. Η 

επιτάχυνση του σώµατος είναι οµόρροπη µε τη συνισταµένη δύναµη, και έχει αλγεβρική τιµή:

α = 
Fελ

 m   = - 
40,0 Ν
4,00 kg

 = -10,0 m
s2

 

(ii)		 Στη ΘΙ, η δύναµη και η επιτάχυνση µηδενίζονται.

(iii)	 Επειδή το ελατήριο είναι συσπειρωµένο, η θέση της ελεύθερης άκρης του είναι αρνητική:	

	 	 x2 = -0,050 m. Άρα, η δύναµη ελατηρίου ισούται µε:

Fελ = -(4,00 χ 102 Ν
m) χ (-0,050 m) = +20,0 N

 

	 	 Η επιτάχυνση του σώµατος ισούται µε α = 
20,0 Ν
4,00 kg

 = 5,00 m
s2

.

Παράδειγµα 2

Σώµα συνδεδεµένο παράλληλα σε δύο Οριζόντια Ελατήρια

Στο σχήµα απεικονίζονται σε κάτοψη δύο οριζόντια αβαρή ελατήρια 1 και 2, µε το ίδιο µήκος ισορρο-

πίας L 0  και σταθερές ελατηρίου k1  και k2. 

Οι άκρες Α και Β των ελατηρίων είναι συνδεδεµένες µε ακλόνητο τοίχο. Οι αντίθετες άκρες είναι 

στερεωµένες σε µία αβαρή κινητή βάση, και µετακινούνται έτσι ώστε τα ελατήρια να παραµένουν 

συνεχώς παράλληλα µεταξύ τους. Θα δείξουµε ότι ο συνδυασµός των ελατηρίων 1 και 2 συµπερι-

φέρεται ως ένα ισοδύναµο ελατήριο, µε σταθερά k
  
που είναι συνάρτηση των k1 

και k2. Αµελούµε 

την όποια περιστροφική κίνηση του συστήµατος.

 

Περιγράφουµε τη θέση της ελεύθερης άκρης των ελατηρίων µε τη βοήθεια του οριζόντιου άξονα 

Οx. Ορίζουµε ως σηµείο αναφοράς x = 0 τη θέση της ελεύθερης άκρης, όταν τα ελατήρια έχουν το 

φυσικό τους µήκος. 
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Συνδέουµε στην κινητή βάση έναν µικρό κύβο µάζας m. Έστω ότι µετακινούµε τη βάση σε µία νέα 

θέση x  0, και την αφήνουµε ελεύθερη. Από τον νόµο του Hooke συµπεραίνουµε ότι το σύστηµα 

βάσης - κύβου θα δέχεται δυνάµεις F ελ,1 = -k1χ   και F ελ,2 = -k2χ   από τα δύο ελατήρια. Στον κύβο 

ασκούνται επίσης το βάρος του Β  και µία κάθετη δύναµη N  = -Β  από την επιφάνεια (δεν συµπεριλαµ-

βάνονται στο σχήµα). Συνεπώς, η συνισταµένη δύναµη στο σύστηµα βάσης - κύβου είναι ανάλογη και 

αντίρροπη της µετατόπισης από τη ΘΙ:

ΣF  = F ελ,1 + F ελ,2 + Β  + N  = F ελ,1 + F ελ,2 = -( k1 + k2 )χ   

 

Η πιο πάνω σχέση ισχύει και αλγεβρικά:

ΣF = -( k1 + k2 )χ

 

Άρα, ο συνδυασµός των δύο ελατηρίων συµπεριφέρεται ως ένα ισοδύναµο ελατήριο µε σταθερά 

k = k1 + k2 . O κύβος θα εκτελεί ΑΑΤ µε σταθερά D = k1 + k2 .  

Έλεγχος Κατανόησης Εννοιών:

2.4.1.	 �Eάν τα παράλληλα ελατήρια έχουν ίσες σταθερές k1 = k2 = 

50,0 N/m, να βρείτε τη σταθερά του ισοδύναµου ελατηρί-

ου. 

2.4.2.	 �Μπορείτε να γενικεύσετε το πιο πάνω συµπέρασµα για N 

πανοµοιότυπα παράλληλα ελατήρια;
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Παράδειγµα 3

Σώµα ανάµεσα σε δύο Οριζόντια Ελατήρια

Σώµα µάζας m είναι συνδεδεµένο µε δύο αβαρή οριζόντια ελατήρια σταθερών k1  και k2, και µπορεί 

να κινείται σε λείο οριζόντιο επίπεδο. Περιγράφουµε τη θέση του σώµατος µε τον οριζόντιο άξονα Ox. 

Η απόσταση L µεταξύ των κατακόρυφων τοίχων είναι ρυθµισµένη, ώστε και τα δύο ελατήρια να 

έχουν το φυσικό τους µήκος, όταν το σώµα βρίσκεται στη θέση x = 0: L = L 0,1 + L 0,2 . Άρα, η θέση	

x = 0  είναι η ΘΙ.

Ορίζουµε τη θετική φορά του άξονα Ox προς τα δεξιά (όταν τείνεται το ελατήριο 1 και συσπειρώνεται 

το ελατήριο 2).

Εάν το σώµα µετακινηθεί σε µία θέση x > 0, το µήκος του αριστερού ελατηρίου αυξάνεται κατά x, και 

το µήκος του δεξιού ελατηρίου ελαττώνεται κατά x.  Οι δυνάµεις F ελ,1 και F ελ,2 έχουν µέτρα ανάλογα 

µε το µέγεθος x, την ίδια κατεύθυνση (προς τη ΘΙ), και είναι αντίρροπες µε τη µετατόπιση χ . 

Άρα:

  Fελ,1 = -k1χ  και  Fελ,2 = -k2χ

Σε µία θέση x < 0, το αριστερό ελατήριο είναι συσπειρωµένο και το δεξί είναι τεταµένο. Οι δυνάµεις 

έχουν πάλι την ίδια κατεύθυνση (προς τη ΘΙ), και θετικές αλγεβρικές τιµές.

Στο σώµα ασκούνται επίσης το βάρος του B  και η κάθετη δύναµη από το επίπεδο N  (δεν περιλαµβά-

νονται στο σχήµα). Οι δυνάµεις αυτές είναι αντίθετες και το άθροισµά τους µηδενίζεται (B  + N  = 0). 

H συνισταµένη δύναµη στο σώµα ισούται µε

ΣF  = F ελ,1 + F ελ,2 + Β  + N  = F ελ,1 + F ελ,2  ΣF = Fελ,1 + Fελ,2 = -( k1 + k2 )x

 

Επειδή η συνισταµένη δύναµη είναι ανάλογη και αντίρροπη της µετατόπισης από τη ΘΙ, το σώµα εκτε-

λεί ΑΑΤ. Η σταθερά της αρµονικής ταλάντωσης ισούται µε το άθροισµα των δύο σταθερών ελατηρίου 

D = k1 + k2 , όπως και στην περίπτωση των ελατηρίων σε παράλληλη σύνδεση.
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Παράδειγµα 4

Σώµα που επιπλέει σε Υγρό

Στo επόµενο σχήµα απεικονίζεται ένα οµογενές ξύλινο ορθογώνιο παραλληλεπίπεδο σώµα µε εµβα-

δόν βάσης S, συνολικό ύψος L  και µάζα m, το οποίο είναι µερικώς βυθισµένο σε υγρό πυκνότητας	

ρυ > ρξ και ισορροπεί. Περιγράφουµε τη θέση του σώµατος µε τη βοήθεια του κατακόρυφου άξονα Οy. 

Θέτουµε τη θέση y = 0 στην επιφάνεια του υγρού, και επιλέγουµε ως θετική τη φορά προς τα κάτω. 

 Παρατήρηση

Στο ίδιο συµπέρασµα καταλήγουµε εάν η απόσταση µεταξύ των κατακόρυφων τοίχων είναι τέ-

τοια, ώστε τα ελατήρια να µην έχουν το φυσικό τους µήκος στη θέση ισορροπίας. Η περίπτωση 

αυτή θα µελετηθεί στις ασκήσεις.

Στην Α΄ Λυκείου µάθαµε ότι ένα σώµα, που είναι µερικά ή ολικά βυθισµένο σε ένα υγρό, δέχεται µια 

κατακόρυφη δύναµη Άνωσης A  από το υγρό, µε φορά προς τα επάνω και µέτρο ίσο µε το βάρος του 

υγρού που εκτοπίζει. Άρα, στο σώµα δρα η δύναµη άνωσης A , και το βάρος του B . Επειδή το σώµα 

ισορροπεί, η συνισταµένη δύναµη µηδενίζεται:

ΣF  =  Β  + A  = 0  mg - ΙA Ι  = 0  mg = ΙA Ι

 Έστω ότι η κάτω βάση του σώµατος βρίσκεται στη θέση y = d, όταν ισορροπεί. Τo βυθισµένο τµήµα 

του σώµατος έχει όγκο V = Sd.  Άρα, το εκτοπιζόµενο υγρό έχει µάζα m υ = ρυ Sd  και βάρος B υ = m υ g =	

ρυ Sdg  . H άνωση έχει µέτρο ίσο µε το βάρος του εκτοπιζόµενου υγρού: ΙA Ι  = m υ g = ρυ Sdg.

Συνδυάζοντας µε τη σχέση ισορροπίας, βρίσκουµε:

ρυ Sdg = mg  d = 
m

ρυ S
 = 

ρξ LS
ρυ S

 = 
ρξ 

ρυ
L

Επειδή ρξ < ρυ , συµπεραίνουµε ότι d < L : το σώµα ισορροπεί µερικώς βυθισµένο στο υγρό.
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Έστω ότι µετατοπίζουµε το σώµα κατακόρυφα, έτσι ώστε η κάτω βάση να βρεθεί στη νέα θέση y  > d. 

Θεωρούµε ότι η µεταβολή στο ύψος της στάθµης του υγρού λόγω της κατακόρυφης µετατόπισης του 

σώµατος είναι αµελητέα. 

Ο όγκος του βυθισµένου τµήµατος αυξάνεται: V ύ = Sy  > Sd. Άρα, το βάρος του εκτοπιζόµενου υγρού 

και το µέτρο της άνωσης επίσης αυξάνονται:

ΙA Ι  = m ύ g = (ρυV ύ )g = ρυ Syg  > ρυ Sdg = mg 

 

Επειδή ΣF = mg - ΙA Ι  < 0, η συνισταµένη δύναµη αποκτά φορά προς τα πάνω και το σώµα αρχίζει να 

κινείται προς τα πάνω. 

Εάν αγνοήσουµε την αντίσταση του υγρού στην κίνηση του σώµατος, η συνισταµένη δύναµη, για µία 

θέση y της κάτω βάσης, ισούται µε:

ΣF = mg - ΙA Ι  = mg - ρυ Syg = ρυ Sdg - ρυ Syg = -ρυ Sg(y - d)  - (y - d) 

 

Να παρατηρήσετε ότι η ποσότητα y - d  είναι η κατακόρυφη µετατόπιση της κάτω βάσης του σώµατος 

από τη ΘΙ y = d. Άρα, η συνισταµένη δύναµη είναι ανάλογη και αντίρροπη µε την κατακόρυφη µε-

τατόπιση του σώµατος από τη ΘΙ. Το σώµα εκτελεί απλή αρµονική ταλάντωση µε σταθερά D = ρυ Sg.

Αριθµητική Εφαρµογή

Έστω ότι το σώµα έχει εµβαδόν διατοµής S = 75,0 cm2 και επιπλέει σε νερό. Η πυκνότητα του νερού 

ισούται µε ρυ = 1,00 g/cm3. H σταθερά της ταλάντωσης είναι

D = ρυ Sg = (1,00 
g

cm3 )x (75,0 cm2 ) x(9,81 
m

s2 )= (75,0 
g

cm )x(9,81 
m

s2 )=

 (75,0 
g

cm
 x 

1 kg

103 g
 x 

102 cm

1 m )x (9,81 
m

s2 )= 73,6 
N
m
  

ΕΝΘΕΤΟ ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 5: ΣΩΜΑ ΣΥΝ∆Ε∆ΕΜΕΝΟ ΣΕ ΣΕΙΡΑ ΜΕ ∆ΥΟ ΟΡΙΖΟΝΤΙΑ ΕΛΑΤΗΡΙΑ

Στο επόµενο σχήµα απεικονίζονται δύο οριζόντια αβαρή ελατήρια 1 και 2, µε φυσικά µήκη L10 και L20, 

και σταθερές ελατηρίου k1 και k2 . Το άκρο Α του ελατηρίου 1 είναι στερεωµένο σε ακλόνητο τοίχο, 

και το άκρο Γ του ελατηρίου 2 είναι ελεύθερο. Τα ελατήρια είναι συνδεδεµένα µεταξύ τους σε σειρά, 

στο κοινό άκρο Β.

Θα µελετήσουµε την ταλάντωση ενός σώµατος, που στερεώνεται στο άκρο Γ. Για τον σκοπό αυτό, 
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θα δείξουµε πρώτα ότι ο συνδυασµός των ελατηρίων 1 και 2 συµπεριφέρεται ως ένα ισοδύναµο 

ελατήριο, µε σταθερά k  που είναι συνάρτηση των k1 και k2 .

Περιγράφουµε τις θέσεις κατά µήκος των ελατηρίων µε τη βοήθεια του οριζόντιου άξονα Οx. Ορί-

ζουµε ως σηµείο αναφοράς x = 0 τη θέση του σηµείου Α. Συµβολίζουµε µε x1 τη θέση του κοινού 

άκρου Β, και µε x2  τη θέση του σηµείου Γ. 

Αρχικά, τα ελατήρια έχουν τα φυσικά τους µήκη. Το κοινό άκρο Β βρίσκεται στη θέση x10 = L10, και 

το άκρο Γ βρίσκεται στη θέση x20 = L10 + L20. Εάν συνδέσουµε ένα σώµα µάζας m στο άκρο Γ, όταν 

βρίσκεται στη θέση x20 , θα δρα στο σώµα µηδενική δύναµη ελατηρίου. Η θέση x20  είναι η θέση ισορ-

ροπίας του σώµατος.

Μετακινούµε το άκρο Γ και το διατηρούµε ακίνητο σε µία νέα θέση x2 > x20, ασκώντας µία δύναµη F .	

Θα εξαγάγουµε µία σχέση ανάµεσα στη δύναµη F  και στη συνολική µετατόπιση τoυ άκρου Γ, 

Δx2 = x2  - x20.

Η εφαρµογή της δύναµης προκαλεί κάποια επιµήκυνση και στο ελατήριο 1. Έστω ότι το κοινό άκρο 

Β µετατοπίζεται στη θέση x1. Aπό το σχήµα προκύπτει ότι το νέο µήκος του ελατηρίου 1 ισούται µε	

L1 = x1. Άρα, το µήκος του ελατηρίου 1 µεταβάλλεται κατά ∆L1 = x1 - x10  = x1 - L10.

Oµοίως, το νέο µήκος του ελατηρίου 2 ισούται µε L2 = x2 - x1. ΄Αρα, το µήκος του ελατηρίου 2 µετα-

βάλλεται κατά ∆L2 = L2 - L20  = x2  - x1 - L20. Να παρατηρήσετε ότι η συνολική µεταβολή των µηκών των 

ελατηρίων ισούται µε τη µετατόπιση του άκρου Γ από τη θέση x20 :

   ∆L1 + ∆L2 = x2 - (L10 + L20) = x2 - x20 = ∆x2                 (Σχέση 1)

Στο άκρο Β του ελατηρίου 2 ασκείται µία δύναµη F 12 από το ελατήριο 1. Στα άκρα Α και Β του ελατη-

ρίου 1 ασκούνται οι δυνάµεις F A1 (από τον τοίχο) και F 21 (από το ελατήριο 2). Όλες αυτές οι δυνάµεις 

έχουν ίσα µέτρα: 
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   F 12 =  -F     ΙF 12Ι  = ΙF  Ι        (επειδή το ελατήριο 2 είναι αβαρές),

  F 21 =  -F 12  = F     ΙF 21Ι  = ΙF 12Ι  = ΙF  Ι        (οι F 12  και F 21  είναι ζεύγος δράσης - αντίδρασης),
  

F Α1 =  -F 21   ΙF Α1Ι  =  ΙF 21Ι  = ΙF  Ι        (επειδή το ελατήριο 1 είναι αβαρές).

Σύµφωνα µε τον νόµο του Hooke, οι δυνάµεις στα άκρα των ελατηρίων 1 και 2 είναι ανάλογες µε τις 

µεταβολές στα µήκη τους:

F21 = k1∆L1  και  F   = k2∆L2  

Eπειδή F 21 = F  , συµπεραίνουµε:

F21 = F     k1∆L1 = k2∆L2    ∆L1 = 
k2

k1

∆L2

 

Να παρατηρήσετε ότι τα ελατήρια αποκτούν διαφορετικές επιµηκύνσεις, εάν οι σταθερές k1  και k2  

δεν είναι ίσες.

Χρησιµοποιώντας τη σχέση 1, συνδέουµε τη συνολική µετατόπιση της άκρης Γ µε την µεταβολή ΔL2:

∆χ2 = ∆L1  + ∆L2  = 
k2

k1

∆L2  + ∆L2  = 
k1 + k2

k1

∆L2    ∆L2  =  
k1

k1 + k2

∆x2

Αντικαθιστούµε στον νόµο του Hooke για το ελατήριο 2, και βρίσκουµε:

F   = k2∆L2  = 
k1 k2

k1 + k2

∆x2

 

H τελευταία σχέση έχει το εξής φυσικό νόηµα: Εάν εφαρµόσουµε µία εξωτερική δύναµη F   στο άκρο 

Γ, προκαλούµε συνολική µετατόπιση του άκρου που είναι ανάλογη και οµόρροπη µε τη δύναµη F . 

Η σταθερά αναλογίας είναι ίση µε:

k   = 
k1 k2

k1 + k2

 

Άρα, ο συνδυασµός των ελατηρίων 1 και 2 συµπεριφέρεται ως ένα ισοδύναµο ελατήριο, που υπα-

κούει στον νόµο του Hooke µε σταθερά k. 

Εάν συνδέσουµε στην άκρη Γ ένα σώµα µάζας m, θα εκτελεί ΑΑΤ µε σταθερά D   = k.

Έλεγχος Κατανόησης Εννοιών:

2.4.3.	 �Eάν τα ελατήρια σε σειρά έχουν ίσες σταθερές, k1  = 

k2  = k, να βρείτε τη σταθερά του ισοδύναµου ελατη-

ρίου. 
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2.4.4.	 �∆ύο ελατήρια A και Β είναι κατασκευασµένα από πα-

νοµοιότυπες σπείρες. Το ελατήριο Β περιέχει διπλά-

σιο αριθµό σπειρών από το Α και έχει µήκος ισορρο-

πίας 2L0, ενώ το ελατήριο Α έχει µήκος ισορροπίας 

L0. (α) Να συγκρίνετε τις σταθερές των δύο ελατηρί-

ων. (β) Εάν συνδέσουµε τα ελατήρια σε σειρά, ποια	

θα είναι η σταθερά του ισοδύναµου ελατηρίου;

ΕΝΘΕΤΟ ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 6: ∆ΥΟ ΣΩΜΑΤΑ ΣΥΝ∆Ε∆ΕΜΕΝΑ ΣΤΙΣ ΑΚΡΕΣ ΕΛΑΤΗΡΙΟΥ

Στο επόµενο σχήµα απεικονίζονται σε κάτοψη δύο σώµατα 1 και 2, µε µάζες m1 και m2, τα οποία είναι 

στερεωµένα στα άκρα ενός οριζόντιου ελατηρίου αµελητέας µάζας, φυσικού µήκους L0  και σταθε-

ράς k. Τα σώµατα µπορούν να κινούνται πάνω σε ένα λείο οριζόντιο επίπεδο.

Σηµείωση 

Το µοντέλο αυτό χρησιµοποιείται συχνά για να περιγράψει τη συµπεριφορά ενός διατοµικού µο-

ρίου, όπως το O2 ή το HCI. Τα δύο σώµατα αντιστοιχούν στα άτοµα του µορίου, και το ελατήριο 

αντιστοιχεί στον χηµικό δεσµό µεταξύ των ατόµων. 

Θα µελετήσουµε την κίνηση των σωµάτων εάν µεταβάλουµε το µήκος του ελατηρίου και αφήσου-

µε τα σώµατα να κινηθούν µε µηδενικές αρχικές ταχύτητες. 

Θα θεωρήσουµε το σύστηµα σωµάτων - ελατηρίου. Περιγράφουµε τις θέσεις των δύο σωµάτων 

µε τον οριζόντιο άξονα Ox, και θεωρούµε ως θετική την κατεύθυνση από το σώµα 1 στο σώµα 2. 

Θέτουµε ως χ = 0 τη θέση του ΚΜ των σωµάτων.
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Οι εξωτερικές δυνάµεις του συστήµατος είναι τα βάρη των σωµάτων και οι κάθετες δυνάµεις από το 

επίπεδο (όλες οι δυνάµεις είναι  κατακόρυφες). Η συνισταµένη των εξωτερικών δυνάµεων µηδενίζε-

ται. Άρα, το ΚΜ παραµένει ακίνητο στη θέση χ = 0. 

Αρχικά τα δύο σώµατα ηρεµούν στις θέσεις χ10 και χ20 , και το ελατήριο έχει το φυσικό του µήκος	

L 0 = χ20 - χ10 . Οι θέσεις χ10 και χ20  συνδέονται µε τη σχέση:

x KM = 0  
m1 x 10 + m2 x 20

m1 + m2

 = 0  m1χ10 + m2χ20 = 0  χ20 = - 
m1

m2
χ10 

Άρα, το φυσικό µήκος µπορεί να γραφεί ως:

L0 = χ20 - χ10  =(1 + 
m2

m1 )χ20

Έστω ότι δρούµε στα σώµατα 1 και 2 µε αντίθετες οριζόντιες δυνάµεις F  και -F , και τα µετακινούµε 

στις θέσεις χ1  και χ2. Οι δυνάµεις F  και  -F  είναι εξωτερικές και έχουν µηδενική συνισταµένη. Άρα, το 

ΚΜ παραµένει συνεχώς ακίνητο στη θέση χ = 0. Οι θέσεις χ1  και χ2  συνδέονται µε τη σχέση:

χ2 = - 
m1

m2
χ1 

 

Η διαφορά θέσεων L  = χ2 - χ1 =(1 + 
m2

m1 )χ2 ισούται µε το µήκος L του ελατηρίου.

Εάν αφήσουµε τα σώµατα ελεύθερα µε µηδενικές αρχικές ταχύτητες, το ελατήριο αρχίζει να συσπει-

ρώνεται. Τα σώµατα επιταχύνονται υπό την επίδραση των εσωτερικών δυνάµεων ελατηρίου F ελ,1	

και F ελ,2. Η συνισταµένη εξωτερική δύναµη είναι ίση µε µηδέν, και το ΚΜ παραµένει συνεχώς ακίνητο. 

Άρα, οι θέσεις των σωµάτων συνδέονται συνεχώς µε την ίδια σχέση, χ2 = - 
m1

m2
χ1. 

Η παραµόρφωση του ελατηρίου ισούται µε L  - L0 =(1 + 
m2

m1
)(χ2 - χ20). 

Όταν L > L0    χ2  > χ20 , το ελατήριο είναι τεταµένο. Τότε η δύναµη από το ελατήριο στο σώµα 2 έχει 

φορά προς το σώµα 1 (προς την αρνητική κατεύθυνση), και αλγεβρική τιµή:

Fελ,2  =  -k  (L  - L0) =  -k(1 + 
m2

m1 )(χ2 - χ20) =  -k 
m1 + m2

m1

(χ2 - χ20)

 

Η δύναµη F ελ,2  είναι η συνισταµένη δύναµη που ασκείται στο σώµα 2. Επειδή είναι ανάλογη και 

αντίρροπη µε τη µετατόπιση του σώµατος 2 από τη ΘΙ του χ20 , το σώµα 2 εκτελεί ΑΑΤ µε σταθερά 

ταλάντωσης k m1 + m2

m1
.

Με βάση τον ∆εύτερο Νόµο του Νεύτωνα, το σώµα 2 κινείται µε επιτάχυνση:
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α2  =  
Fελ,2

m2  =  -k 
m1 + m2

m2 m1

(χ2 - χ20)

Έλεγχος Κατανόησης Εννοιών:

2.4.5.	 �Να εξαγάγετε µία σχέση ανάµεσα στις επιταχύνσεις 

των σωµάτων 1 και 2 του Παραδείγµατος 6. Με βά-

ση αυτή τη σχέση, να δείξετε ότι το σώµα 1 εκτελεί 

επίσης ΑΑΤ. 

2.5.  Ένα σώµα στερεωµένο σε Κατακόρυφο Ελατήριο εκτελεί ΑΑΤ

Η Εικόνα 2-3 απεικονίζει µια σφαίρα µάζας m, που είναι προσδεµένη 

σε αβαρές κατακόρυφο ελατήριο. Περιγράφουµε τη θέση της σφαί-

ρας µε τη βοήθεια του κατακόρυφου άξονα Οy. Επιλέγουµε την τιµή 

y = 0 στη θέση ισορροπίας της σφαίρας και τη θετική φορά του Οy 

προς τα πάνω.  

Εικόνα 2-3

H τιµή y = 0 αντιστοιχεί στη ΘΙ και η θέση 

yΦΜ = mg/k στο φυσικό µήκος του ελατηρί-

ου. Η συνισταµένη δύναµη ΣF = B  + F ελ 

µηδενίζεται στη ΘΙ y = 0. Σε οποιαδήπο-

τε άλλη θέση, η συνισταµένη δύναµη έχει 

πάντοτε κατεύθυνση προς τη ΘΙ, και είναι 

ανάλογη µε τη µετατόπιση y  από τη ΘΙ.

Το ελατήριο έχει το φυσικό του µήκος, και η δύναµη ελατηρίου µη-

δενίζεται, όταν η σφαίρα βρίσκεται στη θέση y = yΦΜ. Για y < yΦΜ  το 

ελατήριο είναι τεταµένο, και για y > yΦΜ  είναι συσπειρωµένο.

Εάν η σφαίρα βρίσκεται σε κάποια θέση y η µετατόπισή της από τη 

θέση yΦΜ  ισούται µε y - yΦΜ . Από τον Νόµο του Hooke προκύπτει ότι 

στη σφαίρα δρα µία δύναµη ελατηρίου
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Fελ = - k(y - yΦΜ)

 

Να παρατηρήσετε ότι η δύναµη ελατηρίου Fελ:

•	 �Μηδενίζεται για y = yΦΜ, όταν το ελατήριο έχει το φυσικό του 

µήκος.

•	 �Είναι αρνητική (έχει φορά προς τα κάτω) για y > yΦΜ , όταν το 

ελατήριο είναι συσπειρωµένο.

•	 �Είναι θετική (έχει φορά προς τα πάνω) για y < yΦΜ , όταν το 

ελατήριο είναι τεταµένο.

Εκτός από τη δύναµη ελατηρίου, στη σφαίρα δρα και το βάρος της. Η 

συνισταµένη δύναµη στη σφαίρα ισούται µε:

ΣF   = F ελ  + Β   ΣF = Fελ  + B = - k(y - yΦΜ) - mg

 

Η συνισταµένη δύναµη µηδενίζεται στη ΘΙ y = 0. Θέτοντας ΣF = 0 για  

y = 0, υπολογίζουµε τη θέση yΦΜ:

- k(0 - yΦΜ) - mg = 0  kyΦΜ = mg  yΦΜ = 
mg

k

 Προσοχή

Η θέση yΦΜ = 
mg

k
, στην οποία το ελατήριο έχει το φυσικό του µήκος, δεν ταυτίζεται µε τη θέση ισορ-

ροπίας y = 0 του σώµατος - κατακόρυφου ελατηρίου.

Εάν αντικαταστήσουµε την τιµή yΦΜ = 
mg

k
 στην έκφραση για τη συνι-

σταµένη δύναµη, βρίσκουµε:

ΣF = - k(y - 
mg

k
) - mg = - ky 

 

Εποµένως, η συνισταµένη δύναµη είναι ανάλογη και αντίρροπη µε τη 

µετατόπιση της σφαίρας από τη ΘΙ. Η σφαίρα εκτελεί ΑΑΤ.

Συµπεράσµατα 

•	 Ένα σώµα στερεωµένο σε κατακόρυφο ελατήριο εκτελεί απλή αρµονική ταλάντωση µε δύναµη 

επαναφοράς τη συνισταµένη δύναµη ΣF   = F ελ  + Β .

•	 Η σταθερά της ΑΑΤ είναι ίση µε τη σταθερά ελατηρίου: D = k.
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•	 Η σταθερά της ΑΑΤ δεν εξαρτάται από το βάρος Β  του σώµατος. 

•	 Λόγω του βάρους Β  του σώµατος, η ΘΙ y = 0 είναι διαφορετική από τη θέση yΦΜ = 
mg

k
, στην οποία 

το ελατήριο έχει το φυσικό του µήκος.

Έλεγχος Κατανόησης Εννοιών:

Ένα σώµα µάζας m είναι αναρτηµένο από ένα αβαρές, κατακό-	

ρυφο ελατήριο.

2.5.1.	 �Όταν η ελεύθερη άκρη βρίσκεται στη θέση yΦΜ = mg/k	

το ελατήριο έχει το φυσικό του µήκος. Σε εκείνη τη θέση, 

ποιο από τα επόµενα µεγέθη µηδενίζεται:

	 (α) η δύναµη ελατηρίου, (β) το βάρος του σώµατος, 

	 (γ) η συνισταµένη δύναµη στο σώµα.

2.5.2.	 �Όταν η ελεύθερη άκρη βρίσκεται στη θέση ισορροπίας	

y = 0, ποιο από τα επόµενα µεγέθη µηδενίζεται:

	 (α) η δύναµη ελατηρίου, (β) το βάρος του σώµατος, 

	 (γ) η συνισταµένη δύναµη στο σώµα.

2.5.3.	 �Εάν αναρτήσουµε ένα σώµα µάζας 2m στο ίδιο ελατήριο, 

θα µεταβληθεί:

	 (α) η σταθερά της ταλάντωσης, (β) η θέση ισορροπίας.

Σηµείωση 

Θα µελετήσουµε πιο εκτεταµένα το σύστηµα σώµατος - κατακόρυφου ελατηρίου στην Ενότητα 2.16. 

Θα δείξουµε ότι οι ακραίες θέσεις ταλάντωσης είναι συµµετρικές ως προς τη ΘΙ, και η ταχύτητα του 

σώµατος καθορίζεται από τη θέση του.

Ερωτήσεις Κατανόησης

Να συµπληρώσετε τον πιο κάτω Πίνακα µε την Ένδειξη Σωστό/Λάθος. Σε κάθε περίπτωση, να αιτιο-

λογήσετε την απάντησή σας στο τετράδιό σας. 

Α/Α     ΠΡΟΤΑΣΗ Σωστό / Λάθος

1 Οποιαδήποτε κυκλική κίνηση είναι περιοδική.

2
Ένας κύκλος µίας περιοδικής κίνησης ολοκληρώνεται όταν το σώµα 
επιστρέφει στο ίδιο σηµείο.
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3 Η σχέση συχνότητας - περιόδου f = 1/T  ισχύει µόνο για κυκλικές κινήσεις.

4 Κάθε ταλάντωση είναι ευθύγραµµη κίνηση.

5 Κάθε ταλάντωση είναι επιταχυνόµενη κίνηση.

6
Ένας µαθητής ισχυρίζεται ότι όλες οι επόµενες κινήσεις είναι 
ταλαντώσεις. Να σηµειώσετε σε ποιες περιπτώσεις ο ισχυρισµός είναι 
σωστός/λανθασµένος.

α Η κίνηση της Σελήνης γύρω από τη Γη.

β Η παλινδροµική κίνηση ενός εκκρεµούς.

γ Η κίνηση του εµβόλου µίας µηχανής αυτοκινήτου.

7 Σε µία ΑΑΤ, η συνισταµένη δύναµη:

α Είναι σταθερή.

β Έχει σταθερή φορά, προς τη ΘΙ.

γ Είναι οµόρροπη και ανάλογη µε τη µετατόπιση από τη ΘΙ.

δ Είναι αντίρροπη και ανάλογη µε τη µετατόπιση από τη ΘΙ.

8
Εάν η συνισταµένη δύναµη είναι αντίρροπη και ανάλογη µε τη µετατόπιση 
από τη ΘΙ, η κίνηση είναι:

α Κυκλική.

β Ευθύγραµµη, οµαλά επιταχυνόµενη.

γ Απλή Αρµονική Ταλάντωση.

9
Μία µαθήτρια ισχυρίζεται ότι τα επόµενα σώµατα εκτελούν ΑΑΤ. Nα ση-
µειώσετε σε ποιες περιπτώσεις ο ισχυρισµός είναι σωστός/λανθασµένος.

α Ένα σώµα στερεωµένο σε οριζόντιο ελατήριο, χωρίς τριβές.

β Η Γη, καθώς περιφέρεται γύρω από τον Ήλιο.

γ
Μία βάρκα που κινείται κατακόρυφα στην ήρεµη επιφάνεια µίας λίµνης. 
Να θεωρήσετε ότι το βυθισµένο µέρος της βάρκας είναι ορθογώνιο 
παραλληλεπίπεδο µε σταθερό εµβαδόν διατοµής.
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10 Η σταθερά D  µίας ΑΑΤ µπορεί να εκφρασθεί σε µονάδες J/m2.

11
Ένα σώµα είναι συνδεδεµένο σε οριζόντιο ελατήριο και εκτελεί ΑΑΤ 
σε λεία επιφάνεια. Όταν το ελατήριο συσπειρώνεται, το µέτρο της 
συνισταµένης δύναµης στο σώµα πάντοτε ελαττώνεται.

12

Ένα σώµα είναι συνδεδεµένο σε οριζόντιο ελατήριο και κινείται σε τραχιά 
επιφάνεια µε σταθερή κινητική τριβή. Η συνισταµένη δύναµη είναι ανάλογη 
και αντίρροπη µε τη µετατόπιση από τη θέση x = 0, στην οποία το ελατήριο 
έχει το φυσικό του µήκος.

13
∆ύο οµογενείς ξύλινοι κύλινδροι επιπλέουν στο ίδιο υγρό και εκτελούν 
ΑΑΤ. Οι σταθερές της ταλάντωσης είναι πάντοτε ίδιες, ανεξάρτητα από τη 
µάζα τους.

14
Ένα σώµα επιπλέει µερικώς βυθισµένο σε υγρό, και εκτελεί ΑΑΤ. Η άνωση 
από το υγρό είναι η συνισταµένη δύναµη επαναφοράς.

15
Σφαίρα είναι αναρτηµένη σε κατακόρυφο αβαρές ελατήριο και εκτελεί 
ΑΑΤ. Η δύναµη ελατηρίου είναι πάντοτε αντίρροπη µε τη µετατόπιση της 
σφαίρας από:

α Τη ΘΙ.

β Τη θέση, στην οποία το ελατήριο έχει το φυσικό του µήκος.

16
Ένα σώµα κρέµεται από αβαρές κατακόρυφο ελατήριο και ισορροπεί. 
Εάν αποκολληθεί ένα τµήµα του σώµατος, το ύψος της ΘΙ από το έδαφος 
ελαττώνεται. 

17
Ένα σώµα κρέµεται από αβαρές κατακόρυφο ελατήριο και ισορροπεί. 
Εάν η ίδια διάταξη σώµατος - ελατηρίου µεταφερθεί στη Σελήνη:

α Η ΘΙ µετατοπίζεται.

β Η σταθερά της ταλάντωσης ελαττώνεται.

γ
Κατά την ταλάντωση του σώµατος, η συνισταµένη δύναµη δεν µπορεί να 
µηδενισθεί σε καµία θέση.
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Ασκήσεις

Προβλήµατα µε ένα αστεράκι (*) απαιτούν σύνθεση εννοιών. Προβλήµατα µε δύο αστεράκια 

(**) απαιτούν χειρισµό σύνθετων µαθηµατικών σχέσεων.

1 	 �Το πιο κάτω σχήµα δείχνει σε κάτοψη ένα σώµα µικρού πάχους, συνδεδεµένο µε τρία ελατήρια. 

Τα ελατήρια έχουν το ίδιο φυσικό µήκος L0, και σταθερές k1, k2, k3. H απόσταση µεταξύ των 

κατακόρυφων τοίχων είναι 2L0.

 

	 A.	 �Να εξηγήσετε γιατί στη Θέση Ισορροπίας του συστήµατος σώµατος - ελατηρίων, όλα τα ελα-

τήρια έχουν ταυτόχρονα το φυσικό τους µήκος.

	 B.	 �Nα θέσετε ως σηµείο αναφοράς χ = 0  του άξονα Ox τη θέση ισορροπίας. Να υπολογίσετε τη 

συνισταµένη δύναµη επαναφοράς, όταν το σώµα βρίσκεται σε µία θέση χ  0.

2 *	�Ένα σώµα είναι συνδεδεµένο ανάµεσα στα δύο οριζόντια ελατήρια 1 και 2, µε φυσικά µήκη	

L10, L20  και σταθερές ελατηρίου k1, k2. Η απόσταση µεταξύ των κατακόρυφων τοίχων είναι	

L  > L10  + L20. Το σώµα µπορεί να κινείται σε λείο οριζόντιο επίπεδο.

	 A.	 �Να εξηγήσετε γιατί στη Θέση Ισορροπίας του συστήµατος σώµατος-ελατηρίων, και τα δύο 

ελατήρια είναι τεταµένα.

	 B.	 �Να θεωρήσετε ως σηµείο αναφοράς του άξονα Οx το σηµείο Α, και ως θετική τη φορά από 

το Α προς το Β. Nα αποδείξετε ότι η ΘΙ ικανοποιεί τη σχέση

xΘΙ  = 
k1 L10 + k2(L  -L20)

k1 + k2

	 Γ.	 �Να αποδείξετε ότι η συνισταµένη δύναµη σε µία τυχαία θέση χ ισούται µε

ΣF = -(k1 + k2)(x  - xΘΙ) 

3 *	�Ένας κύβος µάζας m είναι στερεωµένος ανάµεσα σε δύο αβαρή οριζόντια ελατήρια, όπως στο 

σχήµα, και µπορεί να κινείται πάνω σε µία λεία οριζόντια επιφάνεια. Όταν ο κύβος ισορροπεί, οι 

επιµηκύνσεις των ελατηρίων συνδέονται µε τη σχέση ∆L1 = ∆L2.

	 Α.	 �Να σχεδιάσετε όλες τις δυνάµεις στον κύβο.
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	 B.	 �Να εξαγάγετε τη σχέση ανάµεσα στις σταθερές k1, k2  των δύο ελατηρίων.	  

	 Γ.	 �Εάν ο κύβος αποµακρυνθεί από τη ΘΙ και αφεθεί ελεύθερος, να δείξετε ότι θα εκτελεί ΑΑΤ.

	 ∆.	 �Να εκφράσετε τη σταθερά D της ταλάντωσης σαν συνάρτηση της σταθεράς ελατηρίου k1.

4 	 �Ένα σώµα είναι ολικά βυθισµένο σε ένα υγρό και ισορροπεί. Είναι δυνατόν εάν µετατοπισθεί 

κατακόρυφα να εκτελέσει ΑΑΤ;

5 	 �Ένα σώµα Α, µάζας m, κρέµεται από κατακόρυφο ελατήριο σταθεράς k και ισορροπεί. Περιγρά-

φουµε τη θέση του σώµατος µε τη βοήθεια του κατακόρυφου άξονα Οy. Η τιµή y = 0 αντιστοιχεί 

στη ΘΙ του σώµατος Α, και η θετική φορά ορίζεται προς τα επάνω.
 

	 Αντικαθιστούµε το σώµα Α µε ένα νέο σώµα Β µάζας 2m. Να υπολογίσετε τη ΘΙ του σώµατος Β.

6 	 �Ένα σώµα µάζας m είναι συνδεδεµένο µε ένα κατακόρυφο 

ελατήριο σταθεράς k, όπως στο σχήµα. Μετρούµε τη θέση 

του σώµατος µε τη βοήθεια του κατακόρυφου άξονα Oy. Θέ-

τουµε ως y = 0 τη θέση ισορροπίας του σώµατος και θετική 

τη φορά προς τα επάνω.

	 A.	 �Να εξαγάγετε µία έκφραση για τη δύναµη ελατηρίου, όταν 

το σώµα βρίσκεται σε µία τυχαία θέση y. 

	 B.	 �Nα προσδιορίσετε τη θέση yΦΜ  του σώµατος, όταν το ελα-

τήριο έχει το φυσικό του μήκος.	  

	 Γ.	 �Να υπολογίσετε τη συνισταµένη δύναµη επαναφοράς, 

όταν το σώµα βρίσκεται σε µία τυχαία θέση y. Το σώµα 

εκτελεί ΑΑΤ;

7 **�	�Ένα σώµα µάζας m είναι συνδεδεµένο µε δύο κατακόρυφα 

ελατήρια µε φυσικά µήκη L10, L20, και σταθερές k1, k2, όπως 

στο σχήµα. Τα άλλα άκρα των ελατηρίων είναι συνδεδεµένα 

µε ακλόνητους oριζόντιους τοίχους. Μετρούµε τη θέση του 

σώµατος µε τη βοήθεια του κατακόρυφου άξονα Oy. Θέτου-

µε ως y = 0 τη θέση του σηµείου Α και θετική τη φορά προς 

τα επάνω.

	 A.	�Στη Θέση Ισορροπίας του συστήµατος σώµατος - ελατη-	
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ρίων, το ελατήριο 1 είναι συσπειρωµένο και το 2 είναι τεταµένο. Nα δείξετε ότι η ΘΙ ισούται µε:

yΘΙ  = 
k1 L10 + k2(L  -L20) -mg

k1 + k2

	 B.	 �Nα δείξετε ότι όταν το σώµα βρίσκεται σε µία τυχαία θέση, η συνισταµένη δύναµη στο σώµα 

είναι:

ΣF = -(k1 + k2)(y  - yΘΙ)

2.6.  Χαρακτηριστικά Μεγέθη της Απλής Αρµονικής Ταλάντωσης

Σε µία ΑΑΤ, ο ταλαντωτής κινείται ανάµεσα σε δύο ακραίες θέσεις 

±x0, οι οποίες είναι συµµετρικές ως προς τη θέση ισορροπίας. Η µέ-

γιστη µετατόπιση από τη ΘΙ ονοµάζεται πλάτος της ταλάντωσης. Η τα-

χύτητα του ταλαντωτή παίρνει τη µέγιστη και την ελάχιστη αλγεβρική 

τιµή ±υ0 (ανάλογα µε την κατεύθυνση της κίνησης), όταν ο ταλαντωτής 

διέρχεται από τη ΘΙ.

Όπως για κάθε περιοδική κίνηση, ένας κύκλος ταλάντωσης ολοκλη-

ρώνεται όταν το σώµα επανέλθει για πρώτη φορά στην ίδια θέση µε 

την ίδια ταχύτητα. Η χρονική διάρκεια ενός κύκλου ταλάντωσης είναι 

ίση µε την περίοδο Τ. Ο αριθµός κύκλων ταλάντωσης ανά µονάδα 

χρόνου, f = 1/Τ, είναι η συχνότητα της ταλάντωσης. Η κυκλική συ-

χνότητα της ταλάντωσης ισούται µε ω = 2π/Τ = 2πf.

2.7.  ∆ιανύσµατα ∆ύναµης Επαναφοράς, Επιτάχυνσης, Ταχύτητας 
                             και Μετατόπισης στην Απλή Αρµονική Ταλάντωση 

Σε αυτή την ενότητα συνοψίζουµε όσα µάθαµε για τα διανύσµατα της 

δύναµης επαναφοράς, επιτάχυνσης, ταχύτητας και µετατόπισης ενός 

ΑΑΤ, σε διάφορα σηµεία της τροχιάς του. 

Επιλέγουµε ως σηµείο αναφοράς τη ΘΙ του ΑΑΤ. Με αυτή τη θεώρη-

ση, το διάνυσµα θέσης και το διάνυσµα της µετατόπισης από τη ΘΙ 

ταυτίζονται.

•	 �Το βέλος του διανύσµατος θέσης x  (ισοδύναµα της µετατόπι-

σης απο τη ΘΙ) έχει αρχή τη ΘΙ και τέλος το σηµείο, στο οποίο 

βρίσκεται ο ΑΑΤ. Το διάνυσµα θέσης κατευθύνεται πάντοτε 

µακριά από τη ΘΙ.
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•	 �Η συνισταµένη δύναµη επαναφοράς ΣF   και η θέση του ΑΑΤ 

συνδέονται µε τη σχέση:

ΣF   = -Dx  

 

	 �Άρα, η δύναµη επαναφοράς ΣF   µηδενίζεται στη ΘΙ. Σε 

οποιαδήποτε άλλη θέση, η δύναµη επαναφοράς έχει κατεύ-

θυνση προς τη ΘΙ. Το µέτρο της ΣF   µεταβάλλεται ανάλογα 

µε το µέτρο της θέσης x   του ΑΑΤ.

•	 �Η επιτάχυνση α  του ΑΑΤ συνδέεται µε τη συνισταµένη δύναµη 

επαναφοράς ΣF   µε τον ∆εύτερο Νόµο του Νεύτωνα:

α   = 
1

m ΣF   = -  
D
m

x

 

	 �Άρα, η επιτάχυνση µεταβάλλεται παρόµοια µε τη δύναµη επα-

ναφοράς:

•	 �Η επιτάχυνση α  µηδενίζεται στη ΘΙ, και σε οποιαδήποτε άλλη 

θέση έχει κατεύθυνση προς τη ΘΙ. Το µέτρο της α  µεταβάλ-

λεται ανάλογα µε το µέτρο της θέσης x   του ΑΑΤ. Στις ακραί-

ες θέσεις ±x0, η αλγεβρική τιµή της επιτάχυνσης παίρνει τις 

ακραίες τιµές 
±
 D
m

x0. Η θετική θέση συνδυάζεται µε αρνητική 

επιτάχυνση και αντιστρόφως, επειδή τα διανύσµατα α  και x   

είναι πάντοτε αντίρροπα.

•	 �Όταν ο ΑΑΤ κινείται προς τη ΘΙ, η ταχύτητα είναι οµόρροπη 

µε την επιτάχυνση και το µέτρο της αυξάνεται. Όταν ο ΑΑΤ 

αποµακρύνεται από τη ΘΙ, η ταχύτητα είναι αντίρροπη µε 

την επιτάχυνση, και το µέτρο της ελαττώνεται. Η ταχύτητα 

αποκτά µέγιστο µέτρο στη ΘΙ και µηδενίζεται στα ακραία ση-

µεία της τροχιάς.

 

•	 �Η αλγεβρική τιµή της ταχύτητας µειώνεται όταν η αλγεβρική 

τιµή της επιτάχυνσης είναι αρνητική (η µετατόπιση από τη ΘΙ 

είναι θετική): ∆υ = α∆t < 0. Οµοίως, η αλγεβρική τιµή της 

ταχύτητας αυξάνεται όταν η αλγεβρική τιµή της επιτάχυνσης 

είναι θετική (η µετατόπιση από τη ΘΙ είναι αρνητική).

Θα χρησιµοποιήσουµε ως παράδειγµα το σύστηµα σώµατος - οριζό-

ντιου ελατηρίου. Στην Εικόνα 2-4 περιγράφουµε τον πλήρη κύκλο τα-

λάντωσης ΘΙ  Α  ΘΙ  Β  ΘΙ. Η θετική ακραία θέση αντιστοιχεί 

στο σηµείο Α και η αρνητική ακραία θέση στο σηµείο Β.
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Εικόνα 2-4

Τέσσερα στιγµιότυπα ενός κύκλου ταλάντω-	

σης του σώµατος - οριζόντιου ελατηρίου. 

Το σώµα διέρχεται από τη ΘΙ στα σχήµατα 

(α), (γ) και από τις ακραίες θέσεις στα (β), 

(δ). 

Σχήµα (α)

Τη χρονική στιγµή t = 0, το σώµα βρίσκεται στη ΘΙ και κινείται µε τα-

χύτητα υ0 προς τη θετική κατεύθυνση. Η δύναµη ελατηρίου και η επι-

τάχυνση έχουν µηδενικές τιµές. Το ελατήριο αρχίζει να επιµηκύνεται. 

Σχήµα (β)

Το σώµα φθάνει στη µέγιστη δυνατή µετατόπιση χ0 > 0 µε µηδενι-

κή ταχύτητα. Η δύναµη ελατηρίου έχει αρνητική κατεύθυνση (προς 

τη ΘΙ) και η επιτάχυνση αποκτά την πιο αρνητική αλγεβρική τιµή: 	

α = 
Fελ

 m  = -
k
m

χ0.

Σχήµα (γ)

Το σώµα διέρχεται από τη ΘΙ προς την αρνητική κατεύθυνση,  µε τα-

χύτητα -υ0. Η δύναµη ελατηρίου και η επιτάχυνση µηδενίζονται. Εξαι-

τίας της ταχύτητάς του, το σώµα συνεχίζει να κινείται προς την αρνη-

τική κατεύθυνση, συσπειρώνοντας το ελατήριο.

Σχήµα (δ)

Το σώµα φθάνει στο δεύτερο ακραίο σηµείο Β (χ  = -χ0),  µε µηδενική 

ταχύτητα. Η δύναµη ελατηρίου έχει θετική κατεύθυνση (προς τη ΘΙ). 

Το σώµα αρχίζει να κινείται προς τη ΘΙ µε τη µέγιστη θετική επιτάχυν-

ση α = k
m

χ0.

Σχήµα (α)

Τη χρονική στιγµή t = T, το σώµα επιστρέφει στη ΘΙ µε ταχύτητα υ0. Ο 

κύκλος ταλάντωσης ολοκληρώνεται.
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Έλεγχος Κατανόησης Εννοιών:

2.7.1.	 �Το γράφηµα θέσης - χρόνου ενός ΑΑΤ απεικονίζεται στο 

πιο κάτω σχήµα.

	 A.	 �Από τη φορά κίνησης του ΑΑΤ, να προσδιορίσετε και να 

ερµηνεύσετε το πρόσηµο της ταχύτητάς του στα σηµεία 

Α, Β, Γ, ∆ και Ε.	  

	 B.	 �Από τη φορά της µετατόπισης του ΑΑΤ ως προς τη ΘΙ, 

να προσδιορίσετε και να ερµηνεύσετε το πρόσηµο της 

επιτάχυνσής του στα ίδια σηµεία.

	 Γ. 	 �Σε ποια σηµεία αυξάνεται και σε ποια µειώνεται το µέ-

τρο της ταχύτητας;

2.7.2.	 �Το σώµα των σχηµάτων α-γ είναι στερεωµένο σε οριζόντιο 

ελατήριο και εκτελεί ΑΑΤ σε λεία επιφάνεια. Να σχεδιάσετε 

υπό κλίµακα τα διανύσµατα της θέσης (µετατόπισης από τη 

ΘΙ), της δύναµης επαναφοράς και της επιτάχυνσης του σώ-

µατος. Είναι δυνατόν να ζωγραφίσετε και το διάνυσµα της 

ταχύτητας, χωρίς επιπρόσθετες πληροφορίες;

2.7.3.	 �Ποιο(α) από τα επόµενα µεγέθη µηδενίζεται στις ακραίες 

θέσεις της ΑΑΤ;

	 (α) Η θέση, (β) η ταχύτητα, (γ) η δύναµη επαναφοράς, 

	 (δ) η επιτάχυνση.
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2.7.4.	 �Ποιο(α) από τα επόµενα µεγέθη µηδενίζεται στη ΘΙ;

	 (α) Η θέση, (β) η ταχύτητα, (γ) η δύναµη επαναφοράς,

	 (δ) η επιτάχυνση.

2.7.5.	 �Το σώµα των σχηµάτων (α) - (γ) είναι στερεωµένο σε οριζό-

ντιο ελατήριο και εκτελεί ΑΑΤ σε λείο τραπέζι. Σε ποιό από 

τα σχήµατα η αλγεβρική τιµή της ταχύτητας (i) αυξάνεται, 

(ii) ελαττώνεται, (iii) είναι στιγµιαία σταθερή;

2.8.  �Η Οµαλή Κυκλική Κίνηση αναλύεται σε δύο κάθετες 
Απλές Αρµονικές Ταλαντώσεις 

Το υλικό σηµείο Μ του επόµενου σχήµατος κινείται αριστερόστροφα 

στην περιφέρεια κύκλου ακτίνας R  µε σταθερή γωνιακή ταχύτητα ω. 

Θα αποδείξουµε ότι η οµαλή κυκλική κίνηση του σηµείου Μ µπο-

ρεί να αναλυθεί σε δύο κάθετες απλές αρµονικές ταλαντώσεις. Από 

την αντιστοιχία µεταξύ της κυκλικής κίνησης και των ταλαντώσεων, 

θα εξαγάγουµε τις εξισώσεις θέσης - χρόνου και ταχύτητας - χρόνου 

της ΑΑΤ. 

Θα µελετήσουµε την κίνηση της προβολής του Μ στις κάθετες µεταξύ 

τους διαµέτρους Β∆ και ΑΓ.

Επιλέγουµε ένα ορθογώνιο σύστηµα αξόνων Οx και Oy, κατά µήκος 

των ΑΓ και Β∆. Στο σύστηµα αυτό, το διάνυσµα θέσης r M   του σηµείου 

Μ έχει συνιστώσες x και y, και µέτρο:

Ιr MΙ  =   x 2 + y 2  = R

 

Η θέση του Μ περιγράφεται επίσης από τη γωνία θ ανάµεσα στο διά-

νυσµα r M  και τον άξονα Οx. 
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Oι συνιστώσες x  και y  συνδέονται µε τη γωνία θ µε τις πιο κάτω σχέ-

σεις:

 x = Rσυνθ , y = Rηµθ
    

Η συνιστώσα y  εκφράζει τη θέση της προβολής Κ του σηµείου Μ 

στον άξονα Οy. Στα επόµενα, εστιάζουµε την προσοχή µας στη συ-

νιστώσα y.

Έστω ότι τη χρονική στιγµή t = 0, το υλικό σηµείο M έχει γωνία θέσης	

θ = 0o, και συµπίπτει µε το σηµείο Γ. Η προβολή Κ του σηµείου Μ 

συµπίπτει µε το σηµείο Ο του άξονα Οy. Σε χρονικό διάστηµα µίας 

περιόδου T, το Μ διέρχεται διαδοχικά από τα σηµεία Γ, Β, Α και ∆ 

της περιφέρειας, και επανέρχεται στο Γ. Στο ίδιο χρονικό διάστη-

µα, η προβολή Κ διαγράφει τη διαδροµή ΟΒO∆Ο πάνω στη διάµετρο 

ΒΔ.	  

Στο υλικό σηµείο Μ δρα η κεντροµόλος συνισταµένη δύναµη FK , η 

οποία έχει σταθερό µέτρο ΙFK Ι  = mω2R, ακτινική διεύθυνση και φορά 

προς το σηµείο Ο. Σύµφωνα µε την Αρχή της Ανεξαρτησίας των Κι-

νήσεων, η κίνηση της προβολής Κ στον άξονα Οy καθορίζεται από τη 

συνιστώσα FK,y   της FK   κατά µήκος του άξονα Οy. 

Η ανάλυση της δύναµης FK   στις συνιστώσες  FK,x   και FK,y   απεικονίζε-

ται στο διπλανό σχήµα. Υπολογίζουµε την αλγεβρική τιµή της συνιστώ-

σας FK,y   από το ορθογώνιο τρίγωνο ΟΜΚ:

FK,y  = -ΙFK Ιηµθ = -(mω2R) ηµθ = -mω2(Rηµθ) = -mω2y

 

όπου χρησιµοποιήσαµε την έκφραση y  = Rηµθ. To αρνητικό πρόσηµο 

δηλώνει ότι τα µεγέθη FK,y και ηµθ έχουν αντίθετα πρόσηµα. 	  

Για παράδειγµα, το ηµθ είναι θετικό για γωνίες 0o < θ ≤ 90o, ενώ η συνι-

στώσα FK,y  έχει φορά προς την αρνητική κατεύθυνση του Οy. 

Από την τελευταία σχέση συµπεραίνουµε ότι η αλγεβρική τιµή FK,y εί-

ναι ανάλογη και αντίρροπη µε τη µετατόπιση y, και µηδενίζεται όταν η 

προβολή Κ συµπίπτει µε το σηµείο Ο, όπου y = 0.

Συµπέρασµα 

Η προβολή Κ του σηµείου Μ στον άξονα Οy εκτελεί Απλή Αρµονική Ταλάντωση ανάµεσα σε δύο αντιδι-

αµετρικά σηµεία του κύκλου, µε ΘΙ το κέντρο Ο του κύκλου, πλάτος ίσο µε την ακτίνα y 0 = R  και περίοδο 

ίση µε την περίοδο T  της οµαλής κυκλικής κίνησης. 
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Η σταθερά της ταλάντωσης είναι D = mω2 = 
4π 2m

Τ 2
 . 

Nα παρατηρήσετε ότι η σταθερά D είναι ανεξάρτητη από το πλάτος y 0 = R  της ταλάντωσης.

Με παρόµοιο τρόπο, µπορούµε να δείξουµε ότι η προβολή του σηµεί-

ου Μ στον άξονα Ox εκτελεί απλή αρµονική ταλάντωση κατά µήκος 

της διαµέτρου ΑΓ, µε την ίδια περίοδο και πλάτος (η απόδειξη αφήνε-

ται ως άσκηση). 

Συνοψίζουµε:

•	 Όταν ένα υλικό σηµείο Μ εκτελεί οµαλή κυκλική κίνηση µε περίοδο Τ, οι προβολές του σηµείου σε 

δύο κάθετες διαµέτρους του κύκλου εκτελούν Απλή Αρµονική Ταλάντωση. 

•	 Οι ταλαντώσεις των προβολών του σηµείου Μ έχουν την ίδια περίοδο Τ  µε την οµαλή κυκλική 

κίνηση, και πλάτος ίσο µε την ακτίνα του κύκλου. 

•	 Η σταθερά D των ταλαντώσεων είναι ανεξάρτητη του πλάτους και αντιστρόφως ανάλογη µε το τε-

τράγωνο της περιόδου, για δεδοµένη µάζα. 

2.9.  Η Περίοδος της ΑΑΤ είναι ανεξάρτητη από το Πλάτος της Ταλάντωσης

Εάν µελετήσουµε πειραµατικά την ΑΑΤ σώµατος σε κατακόρυφο ή 

οριζόντιο ελατήριο, διαπιστώνουµε ότι η περίοδος της ταλάντωσης 

δεν εξαρτάται από το πλάτος. Μπορούµε να εξηγήσουµε γραφικά 

αυτή την παρατήρηση, χρησιµοποιώντας την προβολή της οµαλής κυ-

κλικής κίνησης σε µία διάµετρο του κύκλου. 

Το επόµενο σχήµα απεικονίζει σε κάτοψη ένα σώµα µάζας m, στε-

ρεωµένο σε οριζόντιο ελατήριο. Το σώµα ταλαντώνεται στο οριζόντιο 

επίπεδο xy (το επίπεδο της σελίδας). Σχεδιάζουµε τον άξονα Οy κατά 

µήκος του ελατηρίου, όπως στο σχήµα. Το σώµα βρίσκεται στη θέση 

y  = 0 όταν το ελάτηριο έχει το φυσικό του µήκος.

Θεωρούµε ένα υλικό σηµείο Μ, το οποίο έχει την ίδια µάζα m µε το 

σώµα, και εκτελεί οµαλή κυκλική κίνηση.

Αντιστοιχίζουµε τη θέση του σώµατος µε την προβολή Κ στον άξονα 

Οy του σηµείου Μ. Από την Ενότητα 2.8 γνωρίζουµε ότι:
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•	 Το πλάτος της ταλάντωσης ισούται µε την ακτίνα του κύκλου.

	

•	 �Η περίοδος της ταλάντωσης ισούται µε την περίοδο της οµα-

λής κυκλικής κίνησης.

•	 �Η ΘΙ της ταλάντωσης αντιστοιχεί µε το κέντρο του κύκλου.

Στο διπλανό σχήµα, τo σηµείo Μ περιστρέφεται µε περίοδο Τ σε κυ-

κλική τροχιά ακτίνας R, και η προβολή του Κ εκτελεί ΑΑΤ µε περίοδο 

Τ και πλάτος R. Τo σηµείo Λ περιστρέφεται µε την ίδια περίοδο Τ, σε 

κυκλική τροχιά ακτίνας 2R. Η προβολή Ν του σηµείου Λ εκτελεί ΑΑΤ 

µε περίοδο Τ  και πλάτος 2R. 

 

Συµπεραίνουµε:

Η περίοδος της Απλής Αρµονικής Ταλάντωσης δεν εξαρτάται από το πλάτος της ταλάντωσης.

2.10.  Yπολογισµός της Περιόδου της ΑΑΤ από τη Σταθερά της ΑΑΤ

Tο υλικό σηµείο Μ εκτελεί οµαλή κυκλική κίνηση υπό τη δράση κε-

ντροµόλου δύναµης  µε µέτρο:

ΙFK Ι  = mω2R

 

Στην Ενότητα 2.8 αποδείξαµε ότι η συνιστώσα της κεντροµόλου δύ-

ναµης στη διεύθυνση Οy ισούται µε:

FK,y  = -(mω2R) ηµθ = -mω2(Rηµθ) = -mω2y

 

Εξαιτίας αυτής της µορφής, συµπεράναµε ότι η προβολή του σηµείου 

στη διεύθυνση Οy εκτελεί ΑΑΤ, µε σταθερά ταλάντωσης mω2.

Σε µια γενική ΑΑΤ, η συνισταµένη δύναµη στο σώµα είναι ανάλογη και 

αντίρροπη µε τη µετατόπιση του σώµατος από τη ΘΙ:

ΣF   = -Dy     ΣF  = -Dy

Αντιστοιχίζοντας τις δύο σταθερές ταλάντωσης D  και mω2, καταλή-

γουµε στην εξής σχέση µεταξύ της περιόδου ταλάντωσης και της στα-

θεράς ΑΑΤ:
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Σχέση ανάµεσα στην Περίοδο και τη Σταθερά της ΑΑΤ

D = mω2 = 
4π 2m

Τ 2
     T = 2π  m

 D
  

Εφαρµογή στο Οριζόντιο και Κατακόρυφο Ελατήριο

Στην περίπτωση της ταλάντωσης σώµατος σε οριζόντιο ή κατακόρυ-

φο ελατήριο, αποδείξαµε στις Ενότητες 2.4 και 2.5 ότι η σταθερά D 

είναι ίση µε τη σταθερά ελατηρίου: D = k. Άρα:

T = 2π  m
 k
 

 

Σηµείωση

Η σχέση αυτή ισχύει για αβαρές ελατήριο, που ταλαντώνεται χωρίς 

τριβές.

Να παρατηρήσετε ότι η περίοδος ταλάντωσης σώµατος συνδεδεµέ-

νου σε οριζόντιο ή κατακόρυφο ελατήριο:

•	 Αυξάνεται, εάν αυξηθεί η µάζα του σώµατος.

•	 Ελαττώνεται, εάν αυξηθεί η σταθερά ελατηρίου.

•	 ∆εν εξαρτάται από το πλάτος της ταλάντωσης.

•	 ∆εν εξαρτάται από την επιτάχυνση της βαρύτητας. 

Εφαρµογές της Σχέσης για την Περίοδο Ταλάντωσης Σώµατος - Ελατηρίου

Μπορούµε να χρησιµοποιήσουµε τη σχέση για την περίοδο ταλάντωσης σώµατος - ελατηρίου µε τους 

εξής τρόπους:

1.	 �Εάν γνωρίζουµε τη σταθερά ελατηρίου k και τη µάζα m του σώµατος, υπολογίζουµε την περί-

οδο T. Άρα, η πιο πάνω σχέση χρησιµεύει για τη µέτρηση του χρόνου (κάθε κύκλος ταλάντω-

σης διαρκεί χρονικό διάστηµα ∆t = T ).

2.	 �Εάν γνωρίζουµε τη σταθερά ελατηρίου, µπορούµε από την περίοδο ταλάντωσης να προσδι-

ορίσουµε τη µάζα ενός σώµατος:

T = 2π  m
 k
    m = 

Τ 2

4π 2
 k

 

	 �(Η σχέση είναι σωστή, εάν η µάζα του ελατηρίου και δυνάµεις τριβών µπορούν να θεωρηθούν 

αµελητέες).
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3.	 Εάν γνωρίζουµε τη µάζα του σώµατος, µπορούµε να υπολογίσουµε τη σταθερά ελατηρίου:

T = 2π  m
 k
    k = 

4π 2

T 2
 m

Έλεγχος Κατανόησης Εννοιών:

2.10.1.	 �Ένα σφαιρίδιο µάζας 5,00 g είναι αναρτηµένο σε οριζόντιο 

ελατήριο σταθεράς k = 8,0 N/m, και µπορεί να κινείται χω-

ρίς τριβές πάνω σε λείο επίπεδο. Να υπολογίσετε την περίο-

δο ταλάντωσης του σώµατος, εάν αποµακρύνουµε το σώµα 

από την ΘΙ κατά (α) 5,00 cm, (β) 10,0 cm.

2.10.2.	 �Ένας µαθητής διατυπώνει τον εξής συλλογισµό: «Όταν το 

πλάτος της ταλάντωσης αυξάνεται, το σώµα χρειάζεται να 

διανύσει µεγαλύτερη απόσταση µεταξύ των ακραίων ση-

µείων ταλάντωσης. Άρα, η περίοδος της ταλάντωσης του 

ελατηρίου αυξάνεται µε το πλάτος ». Είναι σωστός αυτός ο 

συλλογισµός;

2.10.3.	 �Πώς θα µεταβληθεί η συχνότητα ταλάντωσης ενός σώµα-

τος συνδεδεµένου σε αβαρές ελατήριο, εάν:

	 Α. 	 Τετραπλασιασθεί η µάζα του σώµατος;

	 Β. 	 Τετραπλασιασθεί η σταθερά ελατηρίου;

	 Γ. �	 �Μεταφέρουµε το σύστηµα σώµατος-ελατηρίου σε µία 

περιοχή του µακρινού διαστήµατος, όπου η βαρύτητα 

είναι αµελητέα;

Ερωτήσεις Κατανόησης

Να συµπληρώσετε τον πιο κάτω Πίνακα µε την Ένδειξη Σωστό/Λάθος. Σε κάθε περίπτωση, να αιτιο-

λογήσετε την απάντησή σας στο τετράδιό σας. 

Α/Α     ΠΡΟΤΑΣΗ Σωστό / Λάθος

1 Σε µία ΑΑΤ, η συνισταµένη δύναµη:

α Αποκτά µέγιστο µέτρο στη ΘΙ.

β Έχει πάντοτε κατεύθυνση προς τη ΘΙ (εκτός εάν το σώµα βρίσκεται στη ΘΙ).

γ Έχει πάντοτε την ίδια κατεύθυνση µε την ταχύτητα του σώµατος. 
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δ Μηδενίζεται στις ακραίες θέσεις της κίνησης.

2 Σε µία ΑΑΤ, η ταχύτητα του σώµατος:

α Μηδενίζεται στις ακραίες θέσεις ταλάντωσης.

β Είναι πάντοτε αντίρροπη από την επιτάχυνση.

γ Είναι πάντοτε οµόρροπη µε την επιτάχυνση.

δ Αυξάνεται κατά µέτρο, όταν το σώµα κινείται προς τη ΘΙ.

ε Ελαττώνεται κατά µέτρο, όταν το σώµα αποµακρύνεται από τη ΘΙ.

3 Στη ΘΙ της ΑΑΤ µηδενίζεται:

α Η ταχύτητα.

β Η επιτάχυνση.

γ Η συνισταµένη δύναµη.

4 Στις ακραίες θέσεις της ΑΑΤ µηδενίζεται:

α Η ταχύτητα.

β Η επιτάχυνση.

γ Η συνισταµένη δύναµη.

5 H  περίοδος οποιασδήποτε ταλάντωσης δεν εξαρτάται από το πλάτος της.

6
Εάν ένα υλικό σηµείο εκτελεί κυκλική κίνηση µε σταθερή γωνιακή 
επιτάχυνση, η προβολή του σε µία διάµετρο του κύκλου εκτελεί ΑΑΤ.

7
Η οµαλή κυκλική κίνηση ενός υλικού σηµείου Μ αναλύεται σε δύο ΑΑΤ, 
τις οποίες εκτελούν οι προβολές του σηµείου σε δύο κάθετες διαµέτρους 
του κύκλου.

8
Όταν το υλικό σηµείο Μ ολοκληρώνει µία περιφέρεια κύκλου, η προβολή 
του σε µία διάµετρο του κύκλου συµπληρώνει µισό κύκλο ταλάντωσης. 

9
Εάν αυξήσουµε το πλάτος της ταλάντωσης ενός ΑΑΤ, αυξάνεται και 
η περίοδός του. 

10
Σε µία ΑΑΤ, εάν η µάζα του ταλαντωτή είναι αµετάβλητη, πρέπει να τετρα-
πλασιασθεί η σταθερά της ταλάντωσης για να διπλασιασθεί η συχνότητα. 
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11
Σε οποιαδήποτε ΑΑΤ, η σταθερά της ταλάντωσης διπλασιάζεται εάν 
διπλασιασθεί η µάζα του ταλαντωτή.

12
Ένα σώµα είναι αναρτηµένο σε οριζόντιο ελατήριο και κινείται σε λείο 
επίπεδο. Μπορούµε να αυξήσουµε την περίοδο της ταλάντωσής του εάν:

α Αυξήσουµε τη µάζα του.

β Χρησιµοποιήσουµε πιο µαλακό ελατήριο (µε µικρότερη σταθερά).

γ Συνδέσουµε παράλληλα ένα πανοµοιότυπο ελατήριο.

13
Ένα σώµα είναι αναρτηµένο σε κατακόρυφο ελατήριο. Εάν µεταφέρουµε 
το σώµα στην επιφάνεια της Σελήνης, όπου η επιτάχυνση της βαρύτητας 
είναι µικρότερη, θα µεταβληθεί:

α Η ΘΙ του σώµατος.

β Η περίοδος της ταλάντωσης.

14

Εάν συνδέσουµε ένα σώµα ξεχωριστά σε δύο οριζόντια αβαρή ελατήρια 

1 και 2, εκτελεί ΑΑΤ µε κυκλικές συχνότητες ω1 και ω2, αντίστοιχα. Εάν 

συνδέσουµε το σώµα ανάµεσα στα ελατήρια, θα εκτελεί ΑΑΤ µε κυκλική 

συχνότητα ω =   ω 2
1  + ω 2

2 .

Ασκήσεις

Προβλήµατα µε αστεράκι (*) απαιτούν σύνθεση εννοιών.

1 	 �Ένα σώµα µάζας m = 0,500 kg είναι συνδεδεµένο σε οριζόντιο ελατήριο σταθεράς k = 100,0 N/m,	

και µπορεί να µετακινείται πάνω σε λείο οριζόντιο επίπεδο.

	 Να υπολογίσετε την κυκλική συχνότητα ω και την περίοδο Τ  της ταλάντωσης του σώµατος.

2 	 �Θέλετε να κατασκευάσετε ένα σύστηµα, που να λειτουργεί ως ρολόι µε περίοδο ταλάντωσης	

Τ  1,0 s. Έχετε στη διάθεσή σας ένα σώµα µάζας m = 0,100 kg και ελατήρια µε σταθερές 	

k 1 = 2,0 N/m, k 2 = 4,0 N/m και k 3 = 8,0 N/m. Ποιο από τα ελατήρια θα επιλέγατε να συνδέσετε 

µε το σώµα; 

3 	 �Στη Φυσική περιγράφουµε συχνά τoυς χηµικούς δεσµούς ως αβαρή «ελατήρια», που ικανο-

ποιούν τον νόµο του Hooke. Ένα άτοµο άνθρακα είναι προσκολληµένο µε χηµικό δεσµό σε µία 

µεταλλική επιφάνεια, και ταλαντώνεται µε κυκλική συχνότητα ω = 1014 rad
s
 . Να υπολογίσετε τη 

σταθερά ελατηρίου του δεσµού άνθρακα - επιφάνειας. ∆ίδεται ότι η µάζα του ατόµου άνθρακα 

είναι m = 2,0 x 10-23 g. 
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4 	 �Έχετε στη διάθεσή σας ένα κουτί µάζας 0,25 kg και δύο ελατήρια µε το ίδιο φυσικό µήκος και µε 

σταθερές k 1 = 8,0 N/m και k 2 = 12,0 N/m. Να υπολογίσετε την κυκλική συχνότητα της ταλάντω-

σης του κουτιού, εάν το συνδέσετε παράλληλα στα ελατήρια, ή ανάµεσα στα ελατήρια.

 

5 *	�Ένας οµογενής ξύλινος κύβος ακµής L = 0,15 m επιπλέει σε ένα δοχείο µε νερό. Πιέζουµε 

ελαφρά τον κύβο προς τα κάτω, και τον αφήνουµε ελεύθερο. Να υπολογίσετε την περίοδο της 

ταλάντωσης του κύβου, θεωρώντας την αντίσταση του νερού αµελητέα. Η πυκνότητα του νερού 

στους 25o C είναι ρν = 1,00 g/cm3. Να θεωρήσετε ότι η πυκνότητα του ξύλου είναι ρξ = 0,80 g/cm3.

6 *	�Ένα πλοίο επιπλέει στη θάλασσα. Να προσεγγίσετε το βυθισµένο τµήµα του πλοίου σαν ένα ορ-

θογώνιο παραλληλεπίπεδο, µε επιφάνεια διατοµής S   και ύψος h .  

	 A.	Να δείξετε ότι η περίοδος της κατακόρυφης ταλάντωσης που εκτελεί το πλοίο ισούται µε	

	 	 T  = 2π   h/g.  

	 Β.	Nα υπολογίσετε την περίοδο της ταλάντωσης για h  = 10,0 m. 

8 	 �Ένα σηµειακό σώµα µάζας m  ισορροπεί στερεωµένο στην ελεύθερη άκρη κατακόρυφου ελατη-

ρίου σταθεράς k και αµελητέας µάζας. Η άλλη άκρη του ελατηρίου είναι στερεωµένη σε ακλό-

νητο ταβάνι. Θέτουµε ως y = 0 τη θέση του σώµατος, και θεωρούµε ως θετική τη φορά προς τα 

επάνω.

	 �Ξαφνικά αποκολλάται από το σώµα ένα τµήµα Α µάζας m/2. Το υπόλοιπο σώµα (τµήµα Β) παρα-

µένει συνδεδεµένο στο ελατήριο.  

	 A.	 �Να προσδιορίσετε τη νέα θέση ισορροπίας του συστήµατος, που αποτελείται από το ελατήριο 

και το τµήµα Β.   

	 B.	Να περιγράψετε την κίνηση του τµήµατος Β.  

	 Γ.	 Να προσδιορίσετε τη συχνότητα και το πλάτος της ταλάντωσης.

Σηµείωση 

Προτού λύσετε τις επόµενες ασκήσεις, σας προτείνουµε να συµβουλευθείτε ξανά τις Ενότη-

τες 2.4 - 2.5.

7 	 �Το µόριο του οξυγόνου (Ο2) αποτελείται από δύο άτοµα οξυγόνου, που συνδέονται µεταξύ 

τους µε χηµικό δεσµό. Σε ένα τυπικό µοντέλο του µορίου Ο2, θεωρούµε ότι τα δύο άτοµα 

είναι υλικά σηµεία, που συνδέονται µεταξύ τους µε αβαρές ελατήριο. H συχνότητα ταλά-

ντωσης των ατόµων οξυγόνου στο µόριο Ο2 ισούται µε f  = 4,9 x 1013 Hz. Να υπολογίσετε 

τη σταθερά ελατηρίου του δεσµού. ∆ίδεται ότι η µάζα του ατόµου του οξυγόνου ισούται µε 

2,66 x 10-23 g.
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2.11.  Σχέση Θέσης - Χρόνου στην Απλή Αρµονική Ταλάντωση

Aπό τον ορισµό της ΑΑΤ προκύπτει ότι η επιτάχυνση της ΑΑΤ µετα-

βάλλεται µε τον χρόνο. Γι’ αυτό, η εξίσωση θέσης - χρόνου της ΑΑΤ 

είναι διαφορετική από τις αντίστοιχες εξισώσεις της ευθύγραµµης 

οµαλής κίνησης και της οµαλά επιταχυνόµενης κίνησης.

Βασιζόµενοι στις γνώσεις µας για την οµαλή κυκλική κίνηση, θα απο-

δείξουµε ότι η εξίσωση θέσης - χρόνου της ΑΑΤ έχει την ηµιτονοειδή 

µορφή:

y = y0ηµ(ωt + θ0)

 

Το µοντέλο του επόµενου σχήµατος µπορεί να χρησιµοποιηθεί για 

εποπτική αναπαράσταση της εξίσωσης θέσης - χρόνου της ΑΑΤ.

Το µοντέλο αποτελείται από µια σφαίρα στερεωµένη σε µία οριζόντια 

πλατφόρµα. Η πλατφόρµα περιστρέφεται µε σταθερή γωνιακή ταχύ-

τητα, και η σφαίρα εκτελεί οµαλή κυκλική κίνηση. Εάν φωτίσουµε τη 

σφαίρα µε µία οριζόντια δέσµη φωτός και παρατηρήσουµε τη σκιά της 

σε έναν κατακόρυφο τοίχο, θα διαπιστώσουµε ότι εκτελεί περιοδι-

κή παλινδροµική κίνηση. Στην Ενότητα 2.8 αποδείξαµε ότι η κίνηση 

αυτή είναι ΑΑΤ.	 

Εάν προβάλλουµε τη σκιά σε φιλµ που κινείται κατακόρυφα µε σταθε-

ρή ταχύτητα, θα διαπιστώσουµε ότι το ίχνος της σκιάς είναι ηµιτονοει-

δής συνάρτηση της µορφής y = y0ηµ(ωt + θ0). Ο κατακόρυφος άξονας 

αντιστοιχεί στον χρόνο, και ο οριζόντιος άξονας Οy καταγράφει τη 

θέση της σκιάς. 

Η παρατήρηση αυτή επεξηγείται από τους νόµους της κυκλικής κίνη-

σης, ως εξής:
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Η σφαίρα αντιστοιχεί στο σηµείο Μ, που εκτελεί οµαλή κυκλική κίνη-

ση, και η σκιά της στην προβολή Κ του σηµείου σε µία διάµετρο του 

κύκλου. Ταυτίζουµε τη διεύθυνση, στην οποία κινείται η προβολή Κ, 

µε τον άξονα Οy. Η θέση y  της προβολής Κ ισούται µε

y = y0ηµθ
 

όπου θ είναι η γωνία θέσης του σηµείου Μ ως προς τον Οx και y0 = R 

είναι το πλάτος της ταλάντωσης. Η εξίσωση γωνίας θέσης - χρόνου 

της οµαλής κυκλικής κίνησης είναι:

θ = θ0 + ωt

 Άρα, η θέση y  έχει την ακόλουθη εξάρτηση από τον χρόνο:

y = y0ηµ(ωt + θ0) 

 

Η πιο πάνω σχέση ισχύει γενικά για οποιαδήποτε Απλή Αρµονική Τα-

λάντωση µε κυκλική συχνότητα ω και πλάτος y0.

Συµπέρασµα 

Η θέση του απλού αρµονικού ταλαντωτή (ως προς τη ΘΙ) είναι ηµιτονοειδής συνάρτηση του χρόνου.

Το όρισµα του ηµιτόνου θ(t ) = ωt  + θ0 ονοµάζεται φάση της ταλάντω-

σης. Η γραφική παράσταση φάσης - χρόνου είναι ευθεία, µε κλίση ίση 

µε την κυκλική συχνότητα της ταλάντωσης, ω = 2π/Τ . Η αρχική φάση   

καθορίζει τη µετατόπιση του σώµατος για t  = 0:

y(t  = 0) = y0ηµθ0

 

Για να υπολογίσουµε τη φάση ενός ταλαντωτή, ή τη µεταβολή φάσης 

σε κάποιο χρονικό διάστηµα, µπορούµε να φανταζόµαστε ένα υλικό 

σηµείο Μ, που εκτελεί οµαλή κυκλική κίνηση. Μπορούµε να αντιστοι-

χίζουµε τον ταλαντωτή µε την προβολή Κ του σηµείου Μ σε µία διάµε-

τρο κατά τη διεύθυνση Οy:

•	 Η φάση θ της προβολής Κ ισούται µε τη γωνία θέσης θ του σηµείου Μ.

•	 Η µεταβολή ∆θ στη φάση της προβολής Κ, σε ένα χρονικό διάστηµα ∆t , ισούται µε τη µεταβολή στη 

γωνία θέσης του σηµείου Μ στο ίδιο χρονικό διάστηµα.
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Στην Εικόνα 2-5 απεικονίζονται στιγµιότυπα ενός υλικού σηµείου Μ, 

που εκτελεί οµαλή κυκλική κίνηση. Στην ίδια εικόνα απεικονίζεται η 

προβολή Κ του σηµείου Μ στον άξονα Οy. Η προβολή Κ εκτελεί ΑΑΤ 

πάνω στη διάµετρο του κύκλου. Για να απεικονίζουµε σχηµατικά την 

ΑΑΤ της προβολής Κ, σχεδιάζουµε σε κάτοψη ένα σώµα, που συνδέε-

ται µε οριζόντιο ελατήριο και εκτελεί ΑΑΤ κατά µήκος του  Oy. Η θέση 

του σώµατος στον άξονα Οy συµπίπτει µε τη θέση της προβολής Κ. 

Σε κάθε στιγµιότυπο, η γωνία θέσης του σηµείου Μ συµπίπτει µε τη 

φάση ταλάντωσης του σηµείου Κ. 

Ξεκινούµε από το πάνω αριστερά σχήµα και πηγαίνουµε δεξιό-

στροφα, όπως οι δείκτες του ρολογιού. Σε κάθε χρονικό διάστηµα	

∆t = Τ/4, το σηµείο Μ διαγράφει 1/4 της περιφέρειας του κύκλου, και 

η γωνία θέσης του αυξάνεται κατά π/2 rad. Η προβολή Κ του σηµείου 

Μ στον άξονα Οy συµπληρώνει 1/4 του κύκλου ταλάντωσης, και η 

φάση της αυξάνεται κατά π/2 rad.

Εικόνα 2-5

To σηµείο Μ εκτελεί οµαλή κυκλική κίνη-

ση, και η προβολή Κ στον άξονα Οy εκτε-

λεί ΑΑΤ. Η γωνία θέσης του σηµείου Μ 

ισούται µε τη φάση της προβολής Κ.
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Στην Εικόνα 2-6 απεικονίζεται η γραφική παράσταση θέσης - χρόνου 

της ΑΑΤ στον πρώτο κύκλο ταλάντωσης (διάστηµα 0 -Τ ), για την περί-

πτωση που η αρχική φάση θ0 = 0. Στον Πίνακα 2-1 καταγράφονται οι 

τιµές της φάσης και της θέσης του ταλαντωτή, για διάφορες χρονικές 

στιγµές στο ίδιο διάστηµα 0 -Τ .

Τη στιγµή t = 0, ο ταλαντωτής βρίσκεται στη ΘΙ y = 0 και κινείται προς 

τη θετική κατεύθυνση. Σε διαδοχικά διαστήµατα T/4, η φάση του αυ-

ξάνεται κατά π/2 rad.

Άρα:

 

•	 �Τη χρονική στιγµή T/4, o ταλαντωτής φθάνει για πρώτη φορά 

στην ακραία θέση y = y0. 

•	 �Τη στιγµή T/2 επιστρέφει στη ΘΙ και συνεχίζει να κινείται προς 

την αρνητική κατεύθυνση. 

•	 Τη στιγµή 3T/4 φθάνει στη δεύτερη ακραία θέση y = -y0. 

•	 �Τη στιγµή T  επανέρχεται στη ΘΙ, συµπληρώνοντας έναν πλή-

ρη κύκλο. 

Πίνακας 2-1 Εικόνα 2-6

Χρονική Στιγµή

t
Φάση

θ = (2π/Τ )t ηµθ
Θέση

y  = y0ηµωt

0 0 0 0

Τ /4 π/2 1 y0

Τ /2 π 0 0

3Τ /4 3π/2 -1 -y0

Τ 2π 0 0

Έλεγχος Κατανόησης Εννοιών:

2.11.1.	 ��Πώς µεταβάλλεται η φάση ενός ταλαντωτή σε χρονικό διά-

στηµα T/4, T/2, 3T/4 και T;

2.11.2.	 ��Ένας ΑΑΤ έχει αρχική φάση θ0 = π/4 τη χρονική στιγµή t = 0. 

	 A.	 �Ποια είναι η αρχική θέση σαν συνάρτηση του πλάτους 

ταλάντωσης;

	 B.	 �Ποια είναι η φάση του ταλαντωτή τις στιγµές T/4, T/2, 

3T/4 και T;

	 Γ. 	 �Ποια θα είναι η θέση του ταλαντωτή, σαν συνάρτηση 
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	 	 �του πλάτους ταλάντωσης y0 τις χρονικές στιγµές T/4, 

T/2, 3T/4 και T;

2.11.3.	 �Στα πιο κάτω σχήµατα απεικονίζονται οι γραφικές παραστά-

σεις διαφόρων περιοδικών κινήσεων. Ποια/ες από αυτές 

αντιστοιχεί/ούν σε ΑΑΤ;	  

Στo πιο κάτω σχήµα απεικονίζουµε τη γραφική παράσταση θέσης 

- χρόνου του ίδιου ταλαντωτή στο µεγαλύτερο χρονικό διάστηµα	

0 - 5Τ
2
 .

Η αρχική φάση είναι ίση µε µηδέν, και η κίνηση επαναλαµβάνεται 

σε ακέραια πολλαπλάσια της περιόδου, ∆t = nT, όπου n = 1, 2,... 

θετικός ακέραιος. Άρα:

	  

•	 �Τις στιγµές T, 2T, ..., nT , η φάση είναι άρτιο πολλαπλάσιο του π :	

ο ταλαντωτής διέρχεται από τη ΘΙ και κινείται προς τη θετική 

κατεύθυνση.

•	 �Τις στιγµές T/4 + T = 5T/4, ..., T/4 + nT = (1 + 4n )T/4, ο ταλα-

ντωτής φθάνει στην ακραία θέση y = y0. 
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•	 �Τις στιγµές T/2 + T = 3T/2, ..., T/2 + nT = (1 + 2n )T/2, η φάση 

είναι περιττό πολλαπλάσιο του π : ο ταλαντωτής διέρχεται από 

τη ΘΙ και κινείται προς την αρνητική κατεύθυνση. 

•	 �Τις στιγµές 3T/4 + T = 7T/4, ..., 3T/4 + nT = (3 + 4n )T/4, ο τα-

λαντωτής φθάνει στην ακραία θέση y = -y0.

Έλεγχος Κατανόησης Εννοιών:

2.11.4.	Ένας ΑΑΤ έχει αρχική φάση θ 0 = π/6  τη χρονική στιγµή	

	 t = 0. 

	 A.	 �Να προσδιορίσετε την αρχική θέση του ταλαντωτή σαν 

συνάρτηση του πλάτους y0.

	 B.	 �Nα προσδιορίσετε τη φάση του ταλαντωτή, τη θέση του 

(σαν συνάρτηση του πλάτους y0) και την κατεύθυνση 

της κίνησής του τις στιγµές:

	 	 (i)	 T, 2T  και 3T.

	 	 (ii)	  T/2, 3T/2 και 5T/2.

	 	 (iii)	  T/4, 5T/4 και 9T/4.

	 	 (iv)	   3T/4 και 7T/4.

2.11.5.	 �(α) 	Τι απόσταση διανύει ένας ΑΑΤ σε χρονικό διάστηµα	

	 ∆t =Τ ;

	 (β) 	�Ποια είναι η αντίστοιχη µετατόπιση; Εξαρτώνται οι απα-

ντήσεις σας από τη φορά κίνησης του ταλαντωτή, στην 

αρχή του χρονικού διαστήµατος;

Παράδειγµα 1

Ένα υλικό σηµείο Μ κινείται µε σταθερή γωνιακή ταχύτητα ω > 0 σε 

κυκλική τροχιά ακτίνας R. Τη χρονική στιγµή t = 0, το σηµείο έχει 

συντεταγµένες χ = 0 και y = R. Θα προσδιορίσουµε την εξίσωση  

θέσης - χρόνου της προβολής του σηµείου Μ στον άξονα Οy.

Η αρχική γωνία θέσης του του σηµείου Μ είναι ίση µε θ 0 = π/2. 

Συνεπώς, η προβολή του Μ στον άξονα Οy εκτελεί απλή αρµονική 

ταλάντωση, µε κυκλική συχνότητα ω, πλάτος R  και αρχική φάση 	

θ 0 = π/2. Η εξίσωση θέσης - χρόνου της προβολής είναι

y = Rηµ(ωt + θ0) = Rηµ(ωt + 
π
2

) = Rσυν(ωt ) 

 

Στο επόµενο σχήµα απεικονίζεται η γραφική παράσταση της θέ-

σης - χρόνου για έναν πλήρη κύκλο ταλάντωσης.
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Τις στιγµές t = T/4 και  t = 3T/4, η προβολή διέρχεται από τη ΘΙ και κινείται προς την αρνητική και τη 

θετική κατεύθυνση, αντίστοιχα. Τη στιγµή t = T/2 βρίσκεται στην αρνητική ακραία θέση και σε χρόνο 

µίας περιόδου, επανέρχεται στη θετική ακραία θέση.	  

Παράδειγµα 2

H προβολή Λ του υλικού σηµείου Μ στον άξονα Οx εκτελεί επίσης ΑΑΤ. Η θέση χ της προβολής 

συνδέεται µε τη γωνία θέσης θ µε τη σχέση χ = Rσυνθ . Από την εξίσωση γωνίας θέσης - χρόνου, 

προκύπτει:

χ = Rσυν(ωt + θ0) = Rηµ(ωt + θ0  + 
π
2

)

Παρατηρούµε ότι η ταλάντωση της προβολής στον άξονα Ox έχει 

µεγαλύτερη φάση κατά π/2 από την ταλάντωση της προβολής 

στον άξονα Οy.

Στην πιο πάνω εικόνα σχεδιάζουµε τις δύο προβολές για αρχική φάση θ0 = 0. 

Στο αριστερό σχήµα απεικονίζεται το στιγµιότυπο t = 0: Η προβολή του Μ στον Οy συµπίπτει µε το 

Ο, και κινείται προς τη θετική κατεύθυνση του Οy. Η προβολή του Μ στον Οx βρίσκεται στην ακραία 

θέση χ = R  και είναι ακίνητη.
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Στο δεξί σχήµα απεικονίζονται οι γραφικές παραστάσεις θέσης - χρόνου των προβολών στο διάστηµα  

0 -T.

2.12.  Σχέση Ταχύτητας - Χρόνου στην Απλή Αρµονική Ταλάντωση

Mε βάση την οµαλή κυκλική κίνηση, σε αυτή την ενότητα θα προσ-

διορίσουµε τη σχέση ταχύτητας - χρόνου στην απλή αρµονική ταλά-	

ντωση. 

Το σηµείο Μ του διπλανού σχήµατος εκτελεί αριστερόστροφη οµα-

λή κυκλική κίνηση, µε γωνιακή ταχύτητα ω. Αναλύουµε το διάνυσµα 

της γραµµικής ταχύτητας υΜ σε συνιστώσες υΜχ και υΜy , στο σύστηµα 

αξόνων Οx και Οy. Η συνιστώσα υΜy  ισούται µε την ταχύτητα υ  της 

προβολής Κ πάνω στον Οy.

Η γραµµική ταχύτητα υΜ του σηµείου Μ εφάπτεται συνεχώς στην κυ-

κλική τροχιά, και είναι κάθετη στην ακτίνα ΟΜ. Οµοίως, η συνιστώ-

σα υΜy  είναι κάθετη στο ευθύγραµµο τµήµα ΚΜ. Συνεπώς, οι γωνίες 

OMK και ΓM∆ έχουν κάθετες πλευρές, µία προς µία, και είναι ίσες 

µεταξύ τους. Aπό το τρίγωνο ΓΜ∆ συµπεραίνουµε ότι η συνιστώσα    

υΜy  έχει αλγεβρική τιµή:

υΜy  = ΙυΜΙ συνθ = ωRσυνθ
 

Χρησιµοποιώντας την εξίσωση γωνίας θέσης - χρόνου, θ = θ0 + ωt, 

φθάνουµε στην τελική σχέση: 

υΜy  = ωRσυν(θ0 + ωt )

 

Το µέγεθος ωR  = ωy 0  είναι η µέγιστη τιµή της ταχύτητας υΜy , όπου	

y 0 = R   είναι το πλάτος της ταλάντωσης.

Η συνιστώσα υΜy    ισούται µε την ταχύτητα υ   της προβολής Κ πάνω 

στον Οy. Άρα, η ταχύτητα υ   ικανοποιεί την ίδια σχέση:

υ = ωy0συν(ωt  + θ0)

 

Από την τριγωνοµετρία γνωρίζουµε ότι συνφ = ηµ(φ + π
2 ), για οποιαδή-

ποτε γωνία φ. Άρα, µπορούµε να γράψουµε την ταχύτητα της προβο-

λής Κ σαν συνάρτηση ηµιτόνου:



59ΤΑΛΑΝΤΩΣΕΙΣ  ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2A

υ = ωy0ηµ(ωt  + θ0 + 
π
2)

 

Το συµπέρασµα αυτό γενικεύεται σε οποιαδήποτε απλή αρµονική τα-

λάντωση, µε κυκλική συχνότητα ω, πλάτος y 0 και αρχική φάση θ0.  

Σχέση Ταχύτητας - Χρόνου του Απλού Αρµονικού Ταλαντωτή 

  y  = y0ηµ(ωt  + θ0)  υ = (ωy0)ηµ(ωt  + θ0 + 
π
2)

ή, ισοδύναµα:

y  = y0ηµθ  υ = ωy 0 ηµ(θ + 
π
2) = ωy0 συνθ

 

Να παρατηρήσετε ότι:

•	 Η µέγιστη τιµή της ταχύτητας ισούται µε το γινόµενο της κυκλικής συχνότητας επί το πλάτος της 

ταλάντωσης:

υ0  = ωy0

•	 H φάση της ταχύτητας είναι µεγαλύτερη από τη φάση της θέσης κατά  
π
2  
 .

Στο διπλανό σχήµα απεικονίζονται οι γραφικές παραστάσεις θέσης - 

χρόνου και ταχύτητας - χρόνου, για αρχική φάση της θέσης θ0 = 0
ο. 

Με βάση τη διαφορά φάσης θέσης - ταχύτητας π/2, προκύπτουν τα 

ακόλουθα συµπεράσµατα:

•	 �Όταν ο ταλαντωτής διέρχεται από τη ΘΙ y   = 0 προς τη θετι-

κή κατεύθυνση, η ταχύτητα παίρνει τη µέγιστη θετική τιµή	

υ0  = ωy0.

•	 �Τη στιγµή που ο ταλαντωτής φθάνει στη µέγιστη θετική θέση  

y0 , η ταχύτητά του µηδενίζεται.

•	 �Όταν διέρχεται από τη ΘΙ και κινείται προς την αρνητική κα-

τεύθυνση, η ταχύτητα παίρνει την ελάχιστη αρνητική τιµή 

-ωy0.

•	 �Τη στιγµή που φθάνει στην ελάχιστη αρνητική θέση -y0, η 

ταχύτητα µηδενίζεται.
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Παράδειγµα 1

Μία σφαίρα είναι στερεωµένη στην ελεύθερη άκρη ενός οριζόντιου ελατηρίου. Η σφαίρα εκτελεί ΑΑΤ 

κατά µήκος του άξονα Οy γύρω από τη θέση ισορροπίας y  = 0, µε κυκλική συχνότητα ω και πλάτος 

y0. Τη χρονική στιγµή t  = 0 η σφαίρα βρίσκεται στη θέση y0/2 και έχει θετική ταχύτητα. Θα προσδιορί-

σουµε (i) τις εξισώσεις θέσης - χρόνου και ταχύτητας - χρόνου της σφαίρας, (ii) την ταχύτητα της 

σφαίρας τη στιγµή t  = 0.

(i) 	�Τη χρονική στιγµή t  = 0, η µετατόπιση και η ταχύτητα της σφαίρας υπολογίζονται σαν συναρτήσεις 

της αρχικής φάσης θ0  από τις σχέσεις:

y (0) = y0ηµθ0 , υ(0) = υ0συνθ0 

 

	 όπου υ0  = ωy0  η µέγιστη τιµή της ταχύτητας.

	 �Εάν η αρχική µετατόπιση της σφαίρας είναι ίση µε y0/2, προκύπτει η ακόλουθη τριγωνοµετρική 

εξίσωση:

 
y0 
2
 = y0ηµθ0    ηµθ0 = 

1
2

 

	 �Η τελευταία εξίσωση ικανοποιείται στο διάστηµα (0,2π) από τις φάσεις θ0 = π/6 = 30ο και θ0 = 5π/6 =	

150ο. Η τιµή θ0 = 5π/6 απορρίπτεται επειδή αντιστοιχεί σε αρνητική αρχική ταχύτητα: συν(5π/6) =	

- 3/2   υ(0) = -( 3/2)υ0. Άρα, η αρχική φάση του σώµατος ισούται µε θ0 = π/6. Καταλήγουµε στις 

εξισώσεις θέσης - χρόνου και ταχύτητας - χρόνου:

y  = y0ηµ(ωt  + 
π
6), υ = ωy0συν(ωt  + 

π
6)

(ii)	Τη χρονική στιγµή t  = 0 η ταχύτητα της σφαίρας ισούται µε

υ(0) = ωy0συν π
6
 = 

3
2
 ωy0 

Να προσέξετε ότι η γνώση της θέσης σε µία χρονική στιγµή δεν επαρκεί για τον προσδιορισµό 

της αρχικής φάσης: Χρειάζεται να γνωρίζουµε και την κατεύθυνση της κίνησης, ή την ταχύτητα 

την ίδια στιγµή.

Παράδειγµα 2

Χρησιµοποιώντας την αντιστοιχία της ΑΑΤ µε την προβολή της οµαλής κυκλικής κίνησης στον άξονα 

Οy, να προσδιορίσετε τη χρονική στιγµή, στην οποία η σφαίρα του Παραδείγµατος 1 επιστρέφει για 

πρώτη φορά στην αρχική της θέση. Με ποια ταχύτητα κινείται εκείνη τη στιγµή;
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Στο πιο πάνω σχήµα απεικονίζεται σε κάτοψη η ταλάντωση της σφαίρας Σ και η αντίστοιχη κυκλική 

κίνηση του σηµείου Μ. Η θέση της σφαίρας περιγράφεται µε τη βοήθεια του άξονα Οy. Η τιµή y  = 0	

αντιστοιχεί στη ΘΙ της σφαίρας. Τη χρονική στιγµή t  = 0 η σφαίρα βρίσκεται στη θέση y0/2 και κινείται 

µε θετική ταχύτητα υ 
 
> 0. Το σηµείο Μ έχει αρχική γωνία θέσης θ  = θ0 = π/6, ίση µε την αρχική φάση 

του ταλαντωτή. Η προβολή Κ του σηµείου Μ εκτελεί ΑΑΤ στη διάµετρο ΑΒ του κύκλου, µε αρχική 

φάση θ0 = π/6. 

Όταν η σφαίρα επιστρέψει στην ίδια θέση για πρώτη φορά, η φάση της ισούται µε θ0 = 5π/6  και η 

µεταβολή φάσης είναι θ  - θ0  = 4π/6 = 2π/3. Οµοίως, η γωνία θέσης του υλικού σηµείου Μ αυξάνεται 

κατά 2π/3. Το απαιτούµενο χρονικό διάστηµα γι΄ αυτή την αύξηση είναι ίσο µε ∆t  = T/3. 

Εκείνη τη στιγµή, η σφαίρα κινείται µε ταχύτητα:

υ = ωy0συν 5π
6
 = -ωy0συν π

6
  = -υ(0) 

 

Να παρατηρήσετε ότι η σφαίρα έχει αντίθετη ταχύτητα, σε σχέση µε την στιγµή t  = 0. Ανάµεσα στις 

στιγµές t  = 0  και t  = T/3  δεν ολοκληρώνεται ένας κύκλος ταλάντωσης.

Παράδειγµα 3

Ένα σώµα εκτελεί ΑΑΤ γύρω από τη θέση ισορροπίας y  = 0, µε κυκλική συχνότητα ω και πλάτος y0. 

Tη χρονική στιγµή t 1  το σώµα βρίσκεται στη θέση y1, και κινείται µε ταχύτητα υ1. Να προσδιορίσετε τη 

θέση και την ταχύτητα του σώµατος µετά από χρονικό διάστηµα: α) T/4 και β) T/2. 

(α)	 �Τη χρονική στιγµή t 1, η φάση του σώµατος ισούται µε θ1 = ωt 1 + θ0. Με βάση τις εξισώσεις θέσης 

- χρόνου και ταχύτητας - χρόνου της ΑΑΤ, ισχύει

y1  = y0ηµθ1 , υ1  = ωy0συνθ1
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	 �Μετά από χρονικό διάστηµα ∆t  = T/4, η φάση της ταλάντωσης µεταβάλλεται κατά 

	 ∆θ  = ω∆t  = 
2π 
 T
 
T
4
 = 

π 
2

. Η θέση του σώµατος γίνεται:

y  = y0ηµ(θ1 + 
π
2) = y0συνθ1 = y0 υ1

ωy0
 = 

υ1

ω

 	 όπου χρησιµοποιήσαµε την τριγωνοµετρική ταυτότητα ηµ(φ + π
2) = συνφ.

	 Η ταχύτητα του σώµατος γίνεται:

υ  = ωy0 συν(θ1 + 
π
2) = - ωy0ηµθ1 = - ωy1

	 όπου χρησιµοποιήσαµε την τριγωνοµετρική ταυτότητα συν(φ + π
2) = -ηµφ.

(β) 	 Μετά από χρονικό διάστηµα ∆t  = T/2, η µεταβολή φάσης είναι ∆θ  = π. Άρα, η θέση γίνεται:

 y  = y0ηµ(θ1 + π) = -y0ηµθ1 = -y1

 

	 και η ταχύτητα γίνεται:

υ  = ωy0 συν(θ1 + π) = - ωy0συνθ1 = -υ1 

 

	� Να παρατηρήσετε ότι µετά από χρονικό διάστηµα ∆t  = T/2, η θέση και ταχύτητα έχουν το ίδιο 

µέτρο αλλά αντίθετη κατεύθυνση.

2.13.  Σχέση Επιτάχυνσης - Χρόνου στην Απλή Αρµονική Ταλάντωση

Από τον ορισµό της ΑΑΤ, µπορούµε να εξαγάγουµε τη σχέση επιτά-

χυνσης - χρόνου της ΑΑΤ:

α  = - 
Dy
m

 = - ω2y  = - ω2y0ηµ(ωt + θ0) = -α0ηµ(ωt + θ0)

 

όπου χρησιµοποιήσαµε τη σχέση D = mω2. H ποσότητα α0 = ω2y0 είναι 

η µέγιστη τιµή της επιτάχυνσης του ταλαντωτή.

Από την τριγωνοµετρία γνωρίζουµε ότι ηµ(φ + π) = -ηµφ, για οποια-

δήποτε γωνία φ. Άρα, µπορούµε να γράψουµε την επιτάχυνση στη 

µορφή:

α  = α0ηµ(ωt + θ0+ π) 
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Σχέση Eπιτάχυνσης – Χρόνου του Απλού Αρµονικού Ταλαντωτή 

  y  = y0ηµ(ωt  + θ0)  α  = (ω2y0)ηµ(ωt  + θ0 + π)

ή, ισοδύναµα:

y  = y0ηµθ  α  = ω2y 0 ηµ(θ + π)
 

Να παρατηρήσετε ότι:

•	 Η µέγιστη τιµή της επιτάχυνσης ισούται µε το γινόµενο του τετραγώνου της κυκλικής συχνότητας επί 

το πλάτος της ταλάντωσης:

α0  = ω2y 0

Προσοχή

Η επιτάχυνση δηλώνεται σε m/s2. Στη χρήση της πιο πάνω σχέσης αγνοούµε τη µονάδα rad της 

γωνιακής ταχύτητας.

•	 H φάση της επιτάχυνσης είναι µεγαλύτερη από τη φάση της θέσης κατά π.

•	 Η µέγιστη επιτάχυνση και η µέγιστη ταχύτητα της ΑΑΤ συνδέονται µε τη σχέση:

α0  = ω(ωy 0) = ωυ0 

Στο διπλανό σχήµα απεικονίζονται οι γραφικές παραστάσεις θέσης - 

χρόνου και επιτάχυνσης - χρόνου. Η αρχική φάση της θέσης είναι	

θ0  = 0, και της επιτάχυνσης είναι θ0  + π = π. Με βάση τις πιο πάνω πα-

ρατηρήσεις, προκύπτουν τα ακόλουθα συµπεράσµατα:

•	 	 �Όταν ο ταλαντωτής διέρχεται από τη ΘΙ, η επιτάχυνσή του µη-

δενίζεται.

•	 	 �Τη στιγµή που φθάνει στη µέγιστη θετική θέση, η επιτάχυνση 

παίρνει την ελάχιστη αρνητική τιµή αελαχ  = -ω2y 0.

•	 	 �Τη στιγµή που φθάνει στην ελάχιστη αρνητική θέση -y 0, η 

επιτάχυνση παίρνει τη µέγιστη θετική τιµή αµεγ  = ω2y 0.
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Παράδειγµα 1

Ένα σώµα εκτελεί ΑΑΤ µε κυκλική συχνότητα ω και πλάτος y0 . Τη χρονική στιγµή t  = 0, το σώµα ξεκινά 

από τη ΘΙ µε ταχύτητα υ0, και κινείται προς τη θετική κατεύθυνση. Θα προσδιορίσουµε: (α) τη µέση 

(διανυσµατική) ταχύτητα και τη µέση επιτάχυνση του σώµατος στο χρονικό διάστηµα 0 - T/4, και (β) τη 

µέση αριθµητική ταχύτητα κατά τη διάρκεια ενός κύκλου ταλάντωσης.

(α)	 �Τη χρονική στιγµή t  = T/4 το σώµα φθάνει στη θετική ακραία θέση µε µηδενική ταχύτητα. Η µέση 

διανυσµατική ταχύτητα του σώµατος έχει αλγεβρική τιµή:

υµ = 
∆y
∆t

 = 
y0 - 0 

T/4
 = 

y0 

π/2ω
 = 

2ωy0 

π
 = 

2υ0 

π
 > 0

 

	 Το διάνυσµα υµ  βλέπει προς τη θετική κατεύθυνση του άξονα Οy.

	 Η µέση επιτάχυνση του σώµατος έχει αλγεβρική τιµή:

αµ = 
∆υ
∆t

 = 
0 - υ0 

T/4
 = - 

ωy0 

π/(2ω)
 = - 

2ω2y0 

π
 = - 

2αµεγ 

π
 < 0

 	 Το διάνυσµα αµ  βλέπει προς την αρνητική κατεύθυνση του άξονα Οy.

(β) 	 �Σε έναν κύκλο ταλάντωσης το σώµα διαγράφει διαδροµή συνολικού µήκους 4y0. Εποµένως η 

µέση αριθµητική ταχύτητα του σώµατος ισούται µε

υµα  = 
4y0 

T
 = 

2ωy0 

π
 = 

2 

π
 υ0

 

Έλεγχος Κατανόησης Εννοιών:

2.13.1.	 �Ένα σώµα εκτελεί ΑΑΤ. Είναι δυνατόν το σώµα να έχει ταυ-

τόχρονα:

	 �(α) µηδενική ταχύτητα και µη µηδενική επιτάχυνση; (β) µη-

δενική ταχύτητα και µηδενική επιτάχυνση; (γ) θετική ταχύ-

τητα και αρνητική επιτάχυνση; (δ) αρνητική ταχύτητα και 

αρνητική επιτάχυνση;

2.13.2.	 �Το πιο κάτω σχήµα απεικονίζει το γράφηµα θέσης-χρόνου 

ενός ΑΑΤ.

	 �Τι πρόσηµο έχει η ταχύτητα και η επιτάχυνση στα σηµεία α - ε;	
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2.14.  Γραφικές Παραστάσεις Επιτάχυνσης - Θέσης και Ταχύτητας - Θέσης στην ΑΑΤ

Σχέση Επιτάχυνσης - Θέσης

Στην ΑΑΤ, η επιτάχυνση είναι ανάλογη και αντίρροπη της µετατόπισης:

α = -ω2y 
 

Όπως φαίνεται στο διπλανό σχήµα, η γραφική παράσταση επιτάχυν-

σης - θέσης είναι ευθεία. Η κλίση της ευθείας είναι αρνητική, και ισού-

ται µε το αντίθετο τετράγωνο της κυκλικής συχνότητας της ταλάντω-

σης.	

Από την ευθεία επιτάχυνσης - θέσης ενός ΑΑΤ, υπολογίζουµε την κυ-

κλική συχνότητα ως εξής: Επιλέγουµε δύο σηµεία (y 1, α1) και (y 2, α2)	

της ευθείας, και υπολογίζουµε την κλίση λ = (α2  - α1)/(y 2  - y 1). Η κυκλι-

κή συχνότητα ισούται µε ω  = -λ. 

 Προσοχή

To αποτέλεσµα αντιστοιχεί σε rad/s. 

Έλεγχος Κατανόησης Εννοιών:

2.14.1.	 �Να υπολογίσετε τη γωνιακή ταχύτητα του ΑΑΤ, από το πιο 

πάνω διάγραµµα επιτάχυνσης - θέσης.

Σχέση Ταχύτητας - Θέσης

Από τις σχέσεις θέσης - χρόνου και ταχύτητας - χρόνου της ΑΑΤ, µπο-

ρούµε να εκφράσουµε την ταχύτητα σαν συνάρτηση της θέσης:

y  = y0ηµθ    

y
y0
  = ηµθ   

y 2

y 20
  = ηµ2θ

υ  = υ0συνθ    
υ
υ0
  = συνθ   

υ2

υ 20
  = συν 2θ
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Προσθέτουµε τις πιο πάνω εξισώσεις κατά µέλη, και χρησιµοποιούµε 

την τριγωνοµετρική ταυτότητα ηµ2θ + συν 2θ = 1:

ηµ2θ + συν 2θ = 1    
y 2

y 20
 +  υ

2

υ 20
 = 1

 

Η τελευταία εξίσωση είναι της µορφής

χ 2

α2
 +  

y 2

β2  = 1

και περιγράφει έλλειψη µε άξονες τη θέση y  και την ταχύτητα υ του 

ΑΑΤ, και ηµιάξονες α  = y0, β  = υ0 = ωy0. 

Η γραφική παράσταση ταχύτητας - θέσης του ΑΑΤ έχει την εξής 

ερµηνεία: Τη χρονική στιγµή t1, o ταλαντωτής βρίσκεται στη θέση 

y(t1) και έχει ταχύτητα υ(t1). Οι συντεταγµένες (y(t1), υ(t1)) ορίζουν 

ένα σηµείο A1 στο σύστηµα αξόνων y - υ. Εάν σχεδιάσουµε πολλά 

τέτοια σηµεία

A1  = (y(t1), υ(t1)), A2  = (y(t2), υ(t2)),..., AΚ  = (y(tk), υ(tk)),...
 

για διαφορετικές χρονικές στιγµές t1, t2,..., tk,... και τα ενώσουµε, 

σχηµατίζεται η έλλειψη της πιο πάνω εξίσωσης.

Έλεγχος Κατανόησης Εννοιών:

2.14.2.	 �Να προσδιορίσετε το πλάτος, τη µέγιστη ταχύτητα και την 

κυκλική συχνότητα του ΑΑΤ, που περιγράφεται από το πιο 

κάτω διάγραµµα ταχύτητας - θέσης.
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Ερωτήσεις Κατανόησης

Να συµπληρώσετε τον πιο κάτω Πίνακα µε την Ένδειξη Σωστό/Λάθος. Σε κάθε περίπτωση, να αιτιο-

λογήσετε την απάντησή σας στο τετράδιό σας. 

Α/Α     ΠΡΟΤΑΣΗ Σωστό / Λάθος

1
Τη χρονική στιγµή t  = 0 ένας ΑΑΤ διέρχεται από τη ΘΙ και κινείται προς 
την αρνητική κατεύθυνση. Η αρχική φάση είναι:

α 0.

β  π/2. 

γ π.

2
Ένα σώµα εκτελεί ΑΑΤ µε πλάτος y0 και κυκλική συχνότητα ω. 
Εάν γνωρίζουµε την αρχική φάση της ταλάντωσης, µπορούµε να 
προσδιορίσουµε την αρχική θέση του σώµατος.

3
Ένα σώµα εκτελεί ΑΑΤ µε πλάτος y0 και κυκλική συχνότητα ω. Εάν 
γνωρίζουµε την αρχική θέση του σώµατος, µπορούµε να προσδιορίσουµε 
την αρχική φάση της ταλάντωσης.

4 Σε µία ΑΑΤ, η ταχύτητα και η επιτάχυνση έχουν την ίδια φάση.

Για να απαντήσετε τις Ερωτήσεις 5 και 6, µπορείτε να φαντασθείτε ότι ο ΑΑΤ είναι η προβολή 
στον άξονα Οy ενός σηµείου Μ, που εκτελεί αριστερόστροφη οµαλή κυκλική κίνηση. 

5
Ένα σώµα εκτελεί ΑΑΤ µε πλάτος y0, κυκλική συχνότητα ω και αρχική 
φάση 3π/2. Ποιο(α) από τα επόµενα ισχύει, τη χρονική στιγµή t  = 0;

α O ταλαντωτής βρίσκεται στη θέση y  = -y0.

β Η ταχύτητα του ταλαντωτή είναι ίση µε µηδέν.

γ Η επιτάχυνση του ταλαντωτή είναι ίση µε µηδέν.

δ Η επιτάχυνση του ταλαντωτή είναι ίση µε -ω2y0.

6
Ένα σώµα εκτελεί ΑΑΤ µε πλάτος y0, κυκλική συχνότητα ω και αρχική 
φάση π. Ποιο(α) από τα επόµενα ισχύει, τη χρονική στιγµή t  = 0;

α Ο ταλαντωτής διέρχεται από τη ΘΙ µε αρνητική ταχύτητα.

β Ο ταλαντωτής διέρχεται από τη ΘΙ µε µηδενική ταχύτητα.

γ Η επιτάχυνση του ταλαντωτή µηδενίζεται.
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7 Όταν η θέση του ταλαντωτή έχει φάση π/4, η ταχύτητα έχει φάση:

α π/4.

β  π/2.

γ 3π/4.

8
Ένα σώµα εκτελεί ΑΑΤ. Όταν η θέση έχει φάση π/2, η επιτάχυνση 
έχει φάση:

α  π.

β 3π/2.

9 Ένα σώµα εκτελεί ΑΑΤ. Ποιο(α) από τα επόµενα ισχύει:

α
Μετά από χρονικό διάστηµα T/4 η φάση της ταχύτητας µεταβάλλεται 
κατά π.

β
Μετά από χρονικό διάστηµα T/4 η φάση της επιτάχυνσης µεταβάλλεται 
κατά π/2.

10
Σε µία ΑΑΤ, το µέτρο της ταχύτητας αυξάνεται όταν η ταχύτητα είναι 
αντίρροπη µε τη µετατόπιση από τη ΘΙ.

11 Σε µία ΑΑΤ, µεγιστοποιείται η επιτάχυνση όταν ελαχιστοποιείται η θέση.

12
Ένα σώµα εκτελεί ΑΑΤ µε πλάτος y0  και κυκλική συχνότητα ω. Ποιό από τα 
επόµενα ισχύει: 

α Η µέγιστη ταχύτητα είναι ω2y0.

β Η µέγιστη επιτάχυνση είναι ω2y0.

13 Σε µία ΑΑΤ, η µέγιστη ταχύτητα διπλασιάζεται όταν διπλασιάζεται:

α Η περίοδος.

β Το πλάτος.

14
Σε µία ΑΑΤ, η µέση διανυσµατική ταχύτητα σε διάστηµα T/4  είναι 
ανεξάρτητη από το πλάτος της ταλάντωσης.
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Ασκήσεις

1 	 �Ένα σώµα εκτελεί ΑΑΤ. Τη χρονική στιγµή t  = 0 βρίσκεται στη θέση ισορροπίας και κινείται προς 

τη θετική κατεύθυνση. Μετά από χρονικό διάστηµα ∆t  = 2,0 s, το σώµα επανέρχεται στη θέση 

ισορροπίας για τρίτη φορά, κινούµενο προς την αρνητική κατεύθυνση. Το πλάτος της ταλάντω-

σης ισούται µε x 0 = 3,0 cm.

	 A.	Να υπολογίσετε την περίοδο της ταλάντωσης.

	 B.	Nα γράψετε την εξίσωση θέσης - χρόνου της ταλάντωσης.

2 	 �Ένα σώµα Α εκτελεί ΑΑΤ µε πλάτος x 0 = 0,50 m, περίοδο T  = 3,0 s και αρχική φάση θ0 = π/2. Ένας 

δεύτερος ταλαντωτής Β κινείται µε πλάτος 2x 0, περίοδο 2T  και αρχική φάση π. Να σχεδιάσετε 

στο ίδιο διάγραµµα τη γραφική παράσταση θέσης - χρόνου των δύο ταλαντωτών, για το διάστηµα	

0 - 2T.

3 	 �Το διπλανό σχήµα απεικονίζει τις γραφικές παραστάσεις φά-

σης - χρόνου δύο ταλαντωτών Α και Β. Οι ταλαντωτές έχουν 

το ίδιο πλάτος.

	 �Να σχεδιάσετε τις γραφικές παραστάσεις θέσης - χρόνου των 

δύο ταλαντωτών, στο ίδιο διάγραµµα για το διάστηµα 0 - 2T.

4 	 ���Η εξίσωση θέσης - χρόνου ενός ΑΑΤ είναι x  = 0,2ηµ(πt  + π/2). Η θέση υπολογίζεται σε m και ο 

χρόνος σε s. 

	 A.	Nα προσδιορίσετε:

	 	 �(α) Το πλάτος, (β) την κυκλική συχνότητα, (γ) την περίοδο και (δ) την αρχική φάση της ταλά-

ντωσης.

	 B.	 �Να σχεδιάσετε τη γραφική παράσταση θέσης - χρόνου του ταλαντωτή στο χρονικό διάστηµα 

0 - 2T.

5 	 ���Ένας ΑΑΤ ταλαντώνεται µε κυκλική συχνότητα ω. Χρησιµοποιώντας την αναλογία της ΑΑΤ µε 

την οµαλή κυκλική κίνηση, να προσδιορίσετε τα χρονικά διαστήµατα, στα οποία η φάση του 

ταλαντωτή µεταβάλλεται κατά (α) π/4, (β) π/2, (γ) 5π/4 και (δ) 7π/4. Να εκφράσετε αυτά τα δια-

στήµατα σαν συνάρτηση της περιόδου του ταλαντωτή.

6 	 Η εξίσωση θέσης - χρόνου ενός ΑΑΤ είναι x  = x 0ηµ(ωt  + π/4).

	 A.	 �Να προσδιορίσετε την αρχική φάση του ταλαντωτή. Προς ποια κατεύθυνση κινείται ο ταλα-

ντωτής τη στιγµή t  = 0;

	 Β.	 �Να προσδιορίσετε τη φάση του ταλαντωτή, όταν διέρχεται για πρώτη φορά από τη θέση	

x  = x 0 2/2 και κινείται προς την αρνητική κατεύθυνση. Σε ποια χρονική στιγµή συµβαίνει 

αυτό;
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7 	 �Ένα σώµα προσδεδεµένο σε oριζόντιο ελατήριο εκτελεί ΑΑΤ µε περίοδο T  = 0,50 s και πλάτος	

x 0 = 0,20 m. Τη χρονική στιγµή t  = 0, το σώµα βρίσκεται στη θέση x  = +0,10 m και κινείται προς 

την αρνητική κατεύθυνση.

	 A.	 � Να γράψετε την εξίσωση θέσης - χρόνου του σώµατος.

	 B.	 �Να προσδιορίσετε τη χρονική στιγµή, στην οποία το σώµα: (α) διέρχεται για πρώτη φορά από 

τη ΘΙ, (β) φθάνει για πρώτη φορά στη θέση x  = -0,10 m.

8 	 �Στο επόµενο σχήµα απεικονίζεται η γραφική παράσταση θέσης - χρόνου µιας απλής  αρµονικής 

ταλάντωσης.

 

	 A.	 � Να προσδιορίσετε το πλάτος, την αρχική φάση και την κυκλική συχνότητα. 

	 B.	 � Να γράψετε την εξίσωση θέσης - χρόνου.

	 Γ.	 Να προσδιορίσετε τις φάσεις στα σηµεία Α, Β, Γ, ∆, Ε και Ζ.	  

	 ∆.	 �Να περιγράψετε την κίνηση του ΑΑΤ στα σηµεία Α - Ζ (πού βρίσκεται, και προς ποια κατεύ-

θυνση κινείται).

	 Ε.	 Να υπολογίσετε τη θέση του ταλαντωτή, όταν η φάση του γίνει ίση µε 
23π  

2
 rad.

	 ΣΤ.	Να υπολογίσετε τη µέγιστη τιµή της ταχύτητας του ταλαντωτή.

9 	 Η εξίσωση θέσης - χρόνου ενός ΑΑΤ είναι y  = y 0ηµ(ωt  + π) όπου y 0 = 0,2 m και ω = 2π rad s-1   

	 Α.	 � Να υπολογίσετε την περίοδο, τη συχνότητα και την αρχική φάση της ταλάντωσης.

	 B.	 � Να γράψετε τις εξισώσεις της ταχύτητας - χρόνου και της επιτάχυνσης - χρόνου. 

	 Γ.	 � Να υπολογίσετε τη µέγιστη ταχύτητα και τη µέγιστη επιτάχυνση της ταλάντωσης.

	 ∆.	 � Να σχεδιάσετε τις γραφικές παραστάσεις θέσης - χρόνου, ταχύτητας - χρόνου και επιτάχυν-

σης - χρόνου.

10 	 Tο επόµενο σχήµα απεικονίζει τις γραφικές παραστάσεις θέσης - χρόνου για δύο ΑΑΤ Α και Β.

	 Α.	 � Σε ποιες χρονικές στιγµές t   > 0 µηδενίζεται για πρώτη φορά 

	 	 (i) η ταχύτητα και (ii) η επιτάχυνση των δύο ταλαντωτών;

	 B.	 � Να υπολογίσετε τον λόγο aA0/aB0 των µεγίστων επιταχύνσεων των δύο ΑΑΤ.	  
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11 	 �Το επόµενο σχήµα απεικονίζει τη γραφική παράσταση επιτάχυνσης - θέσης ενός σώµατος, που 

εκτελεί ΑΑΤ.

 

	 Να υπολογίσετε:

	 (α) την κυκλική συχνότητα της ταλάντωσης. 

	 (β) το πλάτος της ταλάντωσης. 

	 (γ) το µέγιστο µέτρο της ταχύτητας του σώµατος.

	  

12 	 �Το επόµενο σχήµα απεικονίζει τη γραφική παράσταση ταχύτητας - θέσης ενός σώµατος, που 

εκτελεί ΑΑΤ. 

	 Α.	 � Να προσδιορίσετε το πλάτος της ταλάντωσης και το µέγιστο µέτρο της ταχύτητας. Να υπολο-

γίσετε την κυκλική συχνότητα της ταλάντωσης.

	 B.	 � Να σχεδιάσετε το αντίστοιχο διάγραµµα επιτάχυνσης - θέσης. 	  

Συνδυασµός Εξισώσεων

13 	 �Ένα σώµα εκτελεί AAΤ µε πλάτος x 0 = 0,50 m και κυκλική συχνότητα π/2 rad/s. Τη χρονική 
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στιγµή t  = 0 βρίσκεται στη θέση x 0 3/2 και κινείται προς τη θετική κατεύθυνση. Να γράψετε τις 

εξισώσεις ταχύτητας - xρόνου και επιτάχυνσης - χρόνου του σώµατος.

14 	 �Η εξίσωση ταχύτητας - χρόνου µίας ΑΑΤ είναι υ = 4,0συν(3,14t ) (σε cm/s). Να προσδιορίσετε το 

πλάτος της ταλάντωσης και να γράψετε τις εξισώσεις θέσης - χρόνου και επιτάχυνσης - χρόνου 

της ίδιας ΑΑΤ.

15 	 Στο επόµενο σχήµα απεικονίζεται η γραφική παράσταση θέσης - χρόνου µιας ΑΑΤ. 

	 Α.	 Να προσδιορίσετε το πλάτος, την αρχική φάση και την κυκλική συχνότητα. 

	 B.	 Να γράψετε την εξίσωση θέσης - χρόνου.

	 Γ.	 Να υπολογίσετε τις φάσεις στα σηµεία Α, Β, Γ, ∆, και Ε.

	 ∆.	 Να υπολογίσετε τη µέγιστη τιµή της ταχύτητας.	  

	 Ε.	 Να γράψετε την εξίσωση ταχύτητας - χρόνου.

	 ΣΤ.	Να υπολογίσετε τη θέση του ταλαντωτή, όταν η φάση του γίνει ίση µε 
21π  

4
 .

16 	 Το επόµενο σχήµα απεικονίζει τη γραφική παράσταση θέσης - χρόνου µίας ΑΑΤ. 

	 Α.	 �  Να προσδιορίσετε το πλάτος και την κυκλική συχνότητα της ταλάντωσης.

	 Β.	 �  Να υπολογίσετε τη µέγιστη ταχύτητα και τη µέγιστη επιτάχυνση του ταλαντωτή.

	 Γ.	 �  �Να σχεδιάσετε σε βαθµολογηµένους άξονες τις γραφικές παραστάσεις ταχύτητας - χρό-

νου και επιτάχυνσης - χρόνου του ταλαντωτή.

	  

17 	 �Ένα σώµα αναρτηµένο σε οριζόντιο ελατήριο εκτελεί ΑΑΤ. Το επόµενο σχήµα απεικονίζει τη 

γραφική παράσταση επιτάχυνσης - χρόνου του σώµατος.
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	 Α.	 � �Να προσδιορίσετε την περίοδο και την κυκλική συχνότητα της κίνησης, και να γράψετε την 

εξίσωση επιτάχυνσης-χρόνου.

	 Β.	 � �Από το σχήµα της γραφικής παράστασης, να προσδιορίσετε τη θέση του σώµατος στην αρχή 

των χρόνων, και όταν το σώµα διέρχεται από τα σηµεία Α, Β και Γ.	  

	 Γ.	 � Να γράψετε τις εξισώσεις θέσης - χρόνου και ταχύτητας-χρόνου.

	 ∆.	 � �Να υπολογίσετε την ταχύτητα του σώµατος, εάν κινείται προς την αρνητική κατεύθυνση µε 

επιτάχυνση -7,5 m/s2. 

	 Ε.	 � �Να αναφέρετε πώς θα µεταβληθεί η συχνότητα ταλάντωσης του σώµατος, εάν διπλασιασθεί:

	 	  (i) 	 το πλάτος της ταλάντωσης.

	 	  (ii) 	 η µάζα του σώµατος. 

	 	  (iii) 	 η σταθερά ελατηρίου. 



74 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2A  ΤΑΛΑΝΤΩΣΕΙΣ

Συσχέτιση Εννοιών των Ενοτήτων 2.1 - 2.14 

2.1.  Περιοδικές Κινήσεις

2.2.  Ταλαντώσεις

2.3.  Κριτήριο Απλής Αρµονικής Ταλάντωσης (ΑΑΤ): ΣF  = -Dx  

2.6.  Xαρακτηριστικά Μεγέθη της ΑΑΤ   2.7.   ∆ιανύσµατα της ΑΑΤ: ΣF, α , x , υ  

2.4. - 2.5.  Παραδείγµατα της ΑΑΤ:
Σώµα σε οριζόντιο ή κατακόρυφο ελατήριο,
Σώµα συνδεδεµένο σε παράλληλα ελατήρια,
Σώµα που επιπλέει µερικώς βυθισµένο σε υγρό.

  

2.8.   Συσχέτιση Οµαλής Κυκλικής Κίνησης - ΑΑΤ  

2.9. - 2.10.  Περίοδος Τ.
Σχέση περιόδου Τ - Σταθεράς D 
της ΑΑΤ  

2.11.  Σχέση Θέσης - Χρόνου 

2.12.  Σχέση Ταχύτητας - Χρόνου 

2.13.  Επιτάχυνσης - Χρόνου 2.14.  Σχέση Ταχύτητας - Θέσης
Γραφικές Παραστάσεις 
Ταχύτητας - Θέσης
Επιτάχυνσης - Θέσης  
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Αλγεβρικές Τιµές ∆ιανυσµάτων της Απλής Αρµονικής Ταλάντωσης

Χαρακτηριστικά Μεγέθη της Απλής Αρµονικής Ταλάντωσης

Μέγεθος Εξίσωση

Περίοδος Τ = 2π   m  D

Κυκλική Συχνότητα ω = 2π  
 T  

=   
D  
m

Φάση θ  = ωt  + θ0 

Θέση y = y0ηµθ

Ταχύτητα υ = (ωy
0
)συνθ = (ωy

0
)ηµ(θ + 

π  
2 )
 

Επιτάχυνση α = -ω2y = ω2y0ηµ(θ + π)

Περίοδος Οριζόντιου/Κατακόρυφου Ελατηρίου Τ = 2π   m  k

Περίοδος Απλού Εκκρεµούς Τ = 2π   L  
g
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Απαντήσεις Ελέγχου Κατανόησης Εννοιών

2.1.1. 	 Ναι. Περίοδος = 365 ηµέρες, συχνότητα = 0,00274 (ηµέρες)-1.

2.1.2. 	 �Ναι: Μετά από συγκεκριµένο χρονικό διάστηµα, η βαλίτσα διέρχεται από το ίδιο σηµείο µε την ίδια 

ταχύτητα (αυτή του ιµάντα).

2.1.3. 	 �Όχι: Ο αθλητής επαναλαµβάνει (κατά προσέγγιση) την ίδια κυκλική διαδροµή, αλλά όχι µε την ίδια 

ταχύτητα.

2.1.4. 	 �Ναι. Για παράδειγµα, µία σφαίρα αναρτηµένη σε τεντωµένο σχοινί, που διαγράφει κατακόρυφο 

κύκλο, εκτελεί µεταβαλλόµενη κυκλική κίνηση. Εάν δεν υπάρχουν απώλειες λόγω τριβών και αντί-

στασης του αέρα, η µηχανική ενέργεια του συστήµατος σφαίρας - Γης διατηρείται. Άρα, σε ένα 

συγκεκριµένο ύψος η σφαίρα έχει συγκεκριµένο µέτρο ταχύτητας.

2.2.1. 	 �Ναι. Οι ταλαντώσεις είναι παλινδροµικές περιοδικές κινήσεις. Όµως, µία γενική περιοδική κίνηση 

(π.χ. η οµαλή κυκλική κίνηση) δεν χρειάζεται να είναι παλινδροµική.

2.2.2. 	 �∆εν είναι παλινδροµική.

2.2.3. 	 �Οι διαδροµές ΑΒΓ και ΓΒΑΒ δεν είναι πλήρεις κύκλοι: το εκκρεµές ξεκινά και καταλήγει σε διαφο-

ρετικό σηµείο. Οι ΑΒΓΒΑ και ΓΒΑΒΓ είναι πλήρεις κύκλοι: το εκκρεµές ξεκινά και καταλήγει στο ίδιο 

σηµείο µε την ίδια ταχύτητα. Αµέσως µετά, το εκκρεµές επαναλαµβάνει ακριβώς την ίδια κίνηση.

2.2.4. 	 �Λόγω των τριβών ή/και της αντίστασης του αέρα, το πλάτος της ταλάντωσης µειώνεται, άρα η κίνη-

ση δεν επαναλαµβάνεται.

2.2.5. 	 �Επειδή η αναπήδηση είναι ελαστική και η αντίσταση του αέρα αµελητέα, η µηχανική ενέργεια διατη-

ρείται. Άρα η µπάλα έχει το ίδιο µέτρο ταχύτητας στο ίδιο ύψος. Η διαδροµή ΑΓΑ είναι ένας πλήρης 

κύκλος ταλάντωσης. Οι διαδροµές ΒΓΒ και ΒΑΒ δεν είναι, επειδή η µπάλα ξεκινά και επιστρέφει 

στο ίδιο σηµείο Β µε διαφορετικές (αντίθετες µεταξύ τους) ταχύτητες.

2.2.6. 	 �Όχι, επειδή το µέγιστο ύψος της κίνησης µειώνεται.

2.3.1. 	 �Ναι. Η ΑΑΤ είναι ειδική περίπτωση ταλαντωτικής κίνησης, στην οποία η συνισταµένη δύναµη είναι 

ανάλογη και αντίρροπη µε τη µετατόπιση από τη θέση ισορροπίας.

2.3.2. 	 �Όχι. Στη µπάλα ασκείται συνεχώς η σταθερή δύναµη του βάρους της, και (κατά τη διάρκεια της 

πρόσκρουσης στο έδαφος) µία µεταβαλλόµενη δύναµη από το έδαφος. Η συνισταµένη δύναµη δεν 

ικανοποιεί το κριτήριο της ΑΑΤ.
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2.3.3. 	 �Η κίνηση είναι παλινδροµική περιοδική, δηλαδή ταλαντωτική. Στον δίσκο ασκείται το βάρος του, µία 

αντίθετη δύναµη από τον αέρα, και µία δύναµη από τα τοιχώµατα (κατά τη διάρκεια της πρόσκρου-

σης). Η συνισταµένη δύναµη δεν ικανοποιεί το κριτήριο της ΑΑΤ.

2.3.4. 	 �Α. Σωστό: ∆χ = χ1/2 - χ1 = -χ1/2 < 0. B. Λάθος (δεν γνωρίζουµε την ακριβή κίνηση). 

	 Γ. Λάθος: ∆χ = χ1/2 - 0 = χ1/2 > 0. ∆. Σωστό. Ε. Λάθος (αρνητική και τις δύο στιγµές).

2.3.5. 	 �Α. Όχι. Η κινητική τριβή είναι συνεχώς αντίθετη µε την κίνηση, και το πλάτος της παλινδροµικής 

κίνησης ελαττώνεται. Β. Όχι, η δύναµη είναι οµόρροπη µε την µετατόπιση από τη ΘΙ χ = 0. Γ. Όχι. Η 

δύναµη δεν είναι ανάλογη µε την µετατόπιση από τη ΘΙ.

2.3.6. 	 �Η συνισταµένη δύναµη πρέπει να κατευθύνεται προς τη ΘΙ. Άρα, το σηµείο Γ είναι η ΘΙ. 

2.3.7. 	 �Το διάγραµµα φαίνεται στο επόµενο σχήµα.

 

	 �Το διάνυσµα δύναµης στο σηµείο Β σχεδιάζεται µε διπλάσιο µέτρο από ό,τι στο σηµείο Γ. Το ιδιο 

ισχύει για τα διανύσµατα επιτάχυνσης. 

	 �Τα διανύσµατα κατευθύνονται προς τη ΘΙ. Τα µήκη των διανυσµάτων δύναµης και επιτάχυνσης δεν 

σχετίζονται µεταξύ τους, επειδή εκφράζονται σε διαφορετικές µονάδες.

 

	 �Η δύναµη έχει µεγαλύτερο µέτρο στο σηµείο Β και µεγαλύτερη αλγεβρική τιµή στο σηµείο Γ.	  

2.4.1. 	 k = k1 + k2 = 1,00 χ 102 N/m.

2.4.2.	 k = Nk1 = N x (50,0 N/m). 	

2.4.3. 	 k ισοδ = 
k1k2

k1 + k2

 = 
k 2

2k
 = 

k
2
 .	

2.4.4.	  �Το ελατήριο Β είναι κατά προσέγγιση ισοδύναµο µε δύο ελατήρια Α σε σειρά. Εάν το ελατήριο Α 

έχει σταθερά kΑ = k, το Β έχει σταθερά kΒ = k/2. Εάν συνδέσουµε τα ελατήρια σε σειρά, η ισοδύνα-

µη σταθερά θα είναι 

k ισοδ = 
kΑkΒ

kΑ + kΒ
 = 

k  x(k/2)

k + (k/2)
 =  

k
3
 .
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2.4.5.	 Από την εξίσωση του ΚΜ: αΚΜ = 0   
m1α1 + m2α2

m1 + m2

 = 0  m1α1 + m2α2 = 0  α1 = - 
m2

m1
 α2 .

  

	 Επειδή χ2 - χ20 = - 
m1

m2
 (χ1 - χ10)  (χ1 - χ10) = - 

m2

m1
 (χ2 - χ20) , η επιτάχυνση του 1 γίνεται:

	 α1 = - 
m2

m1
 α2 = -k 

m1 + m2

m1m2
 (- m2

m1
 (χ2 - χ20))= -k 

m1 + m2

m1m2
 (χ1 - χ10).

	 Άρα, η επιτάχυνση είναι ανάλογη και αντίρροπη µε τη µετατόπιση απο τη ΘΙ, και το 1 εκτελεί ΑΑΤ.

2.5.1.	 Η δύναµη ελατηρίου.

2.5.2.	 Η συνισταµένη δύναµη στο σώµα.

2.5.3.	 �Η σταθερά της ταλάντωσης δεν εξαρτάται από τη µάζα του σώµατος. Η θέση ισορροπίας θα µε-

ταβληθεί: Επειδή το σώµα έχει διπλάσιο βάρος, η συνισταµένη δύναµη µηδενίζεται όταν η δύναµη 

ελατηρίου διπλασιασθεί. Άρα, το ελατήριο επιµηκύνεται (η νέα ΘΙ χαµηλώνει).

2.7.1.	 �(Α) Από Α προς Ε: +, -, -, -, + . (Β) -, -, 0, +, + . (Γ) Στα Β και Ε αυξάνεται (το σώµα κινείται προς τη 

ΘΙ). Στα Α και ∆ µειώνεται (το σώµα αποµακρύνεται από τη ΘΙ). Στο Γ µένει (στιγµιαία) σταθερό.

2.7.2.	

	 	 Όχι γιατί δεν γνωρίζουµε τη φορά της κίνησης του σώµατος.

2.7.3.	 Η ταχύτητα.

2.7.4.	 �Η δύναµη επαναφοράς, η επιτάχυνση και η θέση (εάν η ΘΙ είναι το σηµείο αναφοράς, ως προς το 

οποίο µετράµε τις θέσεις).

2.7.5.	 �Στο (α) µειώνεται (το σώµα αποµακρύνεται από τη ΘΙ µε αρνητική επιτάχυνση, οπότε ∆υ = α∆t < 0). 

Στο (β) παραµένει στιγµιαία σταθερή (το σώµα διέρχεται από τη ΘΙ, και έχει µηδενική στιγµιαία επι-

τάχυνση). Στο (γ) αυξάνεται (το σώµα κινείται προς τη ΘΙ µε θετική επιτάχυνση).

2.10.1.	 �Η περίοδος δεν εξαρτάται από το πλάτος (εάν δεν έχουµε παραµορφώσει υπερβολικά το ελατήριο, 

και ο νόµος του Hooke ισχύει). Άρα:

	 T = 2π   m/k = 2π   (5,00 x 10-3 kg) / (8,00 N/m) = 0,157 s.  
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2.10.2.	 �Όταν αυξάνεται το πλάτος, αυξάνεται το µέτρο της δύναµης επαναφοράς και το µέτρο της επιτάχυν-

σης. Τελικά, στην ΑΑΤ η περίοδος είναι ανεξάρτητη του πλάτους.

2.10.3.	 Α. Υποδιπλασιάζεται. Β. ∆ιπλασιάζεται. Γ. ∆εν επηρεάζεται.

2.11.1.	 �Το αντίστοιχο σηµείο Μ, που εκτελεί οµαλή κυκλική κίνηση, διαγράφει γωνία θ = 2π σε χρονικό 

διάστηµα Τ.  Άρα, στα χρονικά διαστήµατα Τ/4, Τ/2, 3Τ/4 και Τ, οι γωνίες που διαγράφει είναι	

2π/4 = π/2, 2π/2 = π, 3π/2, 2π. Ο ταλαντωτής έχει την ίδια µεταβολή φάσης.

2.11.2.	 �Α. y = y0
ηµ π

4 
 = y0

 2

2 
 . Β. Σε κάθε διαδοχικό χρονικό διάστηµα Τ/4, η φάση αυξάνεται κατά π/2.	

	 Γ. y ( Τ4 ) = y0
ηµ(  2π
 Τ 
 Τ
4 

 + 
π
4 )= y0

ηµ 3π
4  

 = y0
 2

2 
 , y ( Τ2 ) = y0

ηµ 5π
4  

 = -y
0
 2

2 
 ,  

	 y (  3Τ
4 ) = y0

ηµ 7π
4  

 = -y
0
 2

2 
 , y(Τ ) = y0

ηµ 9π
4  

 = y0
 2

2 
 

2.11.3.	 Mόνο η (γ).

2.11.4.	 �Α. y = y0
ηµ π

6 
 = 

y
0

2 
. Ο ταλαντωτής κινείται προς τη θετική κατεύθυνση. Β. Σε χρονικό διάστηµα µίας 

περιόδου, η φάση αυξάνεται κατά 2π, σε χρονικό διάστηµα Τ/2 κατά (2π)/2 = π, και σε χρονικό διά-

στηµα Τ/4 κατά  (2π)/4 = π/2. Άρα:

 

	 �(i)   θ(0) = 
π
6 

 ,   θ(Τ ) = 
π
6 

 + 2π = 
13π

6  
,   θ(2Τ ) = 

13π
6  

 + 2π = 
25π

6  
,   θ(3Τ ) = 

25π
6  

 + 2π = 
37π

6  
 . 

Τη στιγµή t = 0, ό ταλαντωτής κινείται προς τη θετική κατεύθυνση. Μετά από παρέλευση κάθε περι-

όδου, ο ταλαντωτής συµπληρώνει έναν κύκλο και κινείται πάλι προς τη θετική κατεύθυνση.

 

	 (ii)  �θ(
 Τ
2 

) = 
π
6 

 + π = 
7π
6  

,  θ(
 3Τ
2 

) = 
7π
6  

 + 2π = 
19π

6  
,  θ(

 5Τ
2 

) = 
19π

6  
 + 2π = 

31π
6  

 .  Τη στιγµή t = 
 Τ
2 
	

ό ταλαντωτής κινείται προς την αρνητική κατεύθυνση. Μετά από παρέλευση κάθε περιόδου, ο 

ταλαντωτής συµπληρώνει έναν κύκλο και κινείται πάλι προς την αρνητική κατεύθυνση.

  

	 (iii)  θ(
 Τ
4 

) = 
π
6 

 + 
π
2 

 = 
4π
6  

,  θ(
 5Τ
4 

) = 
4π
6  

 + 2π = 
16π

6  
,   θ(

 9Τ
4 

) = 
16π

6  
 + 2π = 

28π
6  

 , Αρνητική κατεύθυνση.

	 (iv)  θ(
 3Τ
4 

) = 
π
6 

 + 
3π
2  

 = 
10π

6  
,  θ(

 7Τ
4 

) = 
10π

6  
 + 2π = 

22π
6  

 , Θετική κατεύθυνση. 

2.11.5.	 �(α) Απόσταση = 4y
0
  , όπου y

0  
είναι το πλάτος της ΑΑΤ. (β) ∆ιανυσµατική µετατόπιση ∆y = 0. Τα απο-

τελέσµατα δεν εξαρτώνται από τη φορά της κίνησης.
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2.13.1.	 �(α) Ναι, (β) Όχι, (γ) Ναι, (δ) Ναι.

2.13.2.	 Ταχύτητα: 0, -, +, 0,  - . Επιτάχυνση: -, 0, 0, -, 0.

2.14.1.	 Από το σχήµα προκύπτει ότι για y = 2,0 m, η επιτάχυνση α = -0,50 m/s2. Άρα

	 ω =    - α
y  

 =    -
-0,50 m/s2

2,0 m  
 = 0,50 

rad
s    .

2.14.2.	 Πλάτος y 0 = 70,0 cm, µέγιστη ταχύτητα υ0 = 30,0 cm/s, 

	 κυκλική συχνότητα ω = 
υ0

y 0  
 = 

30,0 cm/s
70,0 cm  

 = 0,430 
rad
s    .
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ

ΤΑΛΑΝΤΩΣΕΙΣ
Στις Ενότητες 2.15. - 2.21. του Κεφαλαίου 2B:

	 	 Συζητούµε τις ενεργειακές µετατροπές στο οριζόντιο ελατήριο.

	 	 Από τη ∆ιατήρηση της Μηχανικής Ενέργειας σώµατος - οριζόντιου ελατηρίου:

		  •	� Αποδεικνύουµε ότι οι ακραίες θέσεις ταλάντωσης είναι συµµετρικές 

			   ως προς τη ΘΙ.

		  •	 �Υπολογίζουµε την ταχύτητα του ταλαντωτή σαν συνάρτηση της θέσης του.

	 	 ��Συζητούµε τις ενεργειακές µετατροπές στο κατακόρυφο ελατήριο.

	 	 Από τη ∆ιατήρηση της Μηχανικής Ενέργειας σώµατος - κατακόρυφου 

		  ελατηρίου:

		  •	 �Αποδεικνύουµε ότι οι ακραίες θέσεις ταλάντωσης είναι συµµετρικές 

			   ως προς τη ΘΙ.

		  •	 �Εκφράζουµε τις ακραίες θέσεις ταλάντωσης σαν συνάρτηση 

			   της Μηχανικής Ενέργειας.

	 	 Μελετούµε το απλό (µαθηµατικό) εκκρεµές:

		  •	 Αποδεικνύουµε ότι εκτελεί ΑΑΤ για µικρές αποµακρύνσεις από τη ΘΙ.

		  •	 Υπολογίζουµε την περίοδο ταλάντωσης.

		  •	 Εξηγούµε πώς χρησιµοποιείται για τη µέτρηση της επιτάχυνσης της βαρύτητας.

	 	 �Συζητούµε την επίδραση της τριβής/αντίστασης του περιβάλλοντος µέσου 

		  στο πλάτος και τη συχνότητα των ταλαντώσεων.

	 	 �Ορίζουµε τις εξαναγκασµένες ταλαντώσεις, και συζητούµε το φαινόµενο 

		  του συντονισµού.

Ενότητες 2.15. - 2.21.
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2.15.  Ενεργειακές Μετατροπές στην Απλή Αρµονική Ταλάντωση
         - Εφαρµογή στο Οριζόντιο Ελατήριο 

Σ’ αυτήν την ενότητα θα µελετήσουµε τις ενεργειακές µετατροπές 

που παρουσιάζονται σε µια ΑΑΤ. Θα αξιοποιήσουµε το παράδειγµα 

σώµατος συνδεδεµένου σε οριζόντιο ελατήριο, που εκτελεί ΑΑΤ. 

Από τη ∆ιατήρηση της Μηχανικής Ενέργειας του συστήµατος σώ-

µατος - οριζόντιου ελατηρίου, θα εξαγάγουµε βασικά χαρακτηριστικά 

της ΑΑΤ ενός σώµατος συνδεδεµένου σε οριζόντιο ελατήριο. Ανα-

σκόπηση του Έργου ∆ύναµης Ελατηρίου και της Μηχανικής Ενέργει-

ας του συστήµατος σώµατος - οριζόντιου ελατηρίου γίνεται στο τέλος 

της Ενότητας.

A.	Οι ακραίες θέσεις της Απλής Αρµονικής Ταλάντωσης 
είναι συµµετρικές ως προς τη ΘΙ

Η Εικόνα 2-7 απεικονίζει ένα σώµα, το οποίο είναι συνδεδεµένο σε 

αβαρές οριζόντιο ελατήριο και µπορεί να κινείται σε λείο οριζόντιο 

τραπέζι. Στο σώµα δρουν το βάρος του B , µία κάθετη δύναµη N από 

το τραπέζι (N = -B ), και η δύναµη ελατηρίου F ελ. Η συνισταµένη δύ-

ναµη είναι η δύναµη ελατηρίου F ελ.

Εικόνα 2-7

Πάνω σχήµα: Η Μηχανική ενέργεια σώ- 

µατος σε οριζόντιο ελατήριο, όταν διέρ-

χεται από τις ακραίες θέσεις της ταλά-

ντωσης ±χ0 και από τη θέση ισορροπίας 

χ = 0. Κάτω σχήµα: Γραφική παράσταση 

της Κινητικής Ενέργειας, ∆υναµικής Ενέρ-

γειας και Μηχανικής Ενέργειας του σώµα-

τος-οριζόντιου ελατηρίου, σαν συνάρτηση 

της θέσης.



85ΤΑΛΑΝΤΩΣΕΙΣ  ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2B

Εάν αποµακρύνουµε το σώµα µέχρι µία θέση x 0 > 0 και το κρατή-

σουµε ακίνητο, το σύστηµα σώµατος - ελατηρίου αποκτά Μηχανική 

Ενέργεια:

 E µηχ(x 0) = U ελ(x 0) = 
1
2

kx  2
0   

Εάν αφήσουµε το σώµα ελεύθερο από τη θέση x 0  µε µηδενική ταχύ-

τητα, θα κινηθεί προς τη ΘΙ x  = 0 µε αυξανόµενη ταχύτητα, εξαιτίας 

της δύναµης επαναφοράς F ελ. Το σώµα θα φθάσει στη ΘΙ µε ταχύτητα 

µέτρου υ0, και θα συνεχίσει να κινείται προς την αρνητική κατεύθυν-

ση. Λόγω της δύναµης επαναφοράς F ελ, το µέτρο της ταχύτητας του 

σώµατος θα αρχίσει να ελαττώνεται, και θα µηδενισθεί σε µία ακραία 

θέση x 1 < 0. Στη θέση x 1, το σύστηµα έχει Μηχανική Ενέργεια:

E µηχ(x 1) = 
1
2

kx  2
1

 

Από τη ∆ιατήρηση της Μηχανικής Ενέργειας, υπολογίζουµε την 

ακραία θέση x 1:

E µηχ(x  = x 1) = E µηχ(x  = x 0)    
1
2

kx  2
1 = 

1
2

kx  2 
0   x 1 = ±x 0

 

Eπειδή η αλγεβρική τιµή x 1 είναι αρνητική, επιλέγουµε την αρνητική 

ρίζα:

x 1 = -x 0

Συµπεράσµατα 

•	 Στην Απλή Αρµονική Ταλάντωση, οι ακραίες θέσεις της ταλάντωσης είναι συµµετρικές ως προς τη 

θέση ισορροπίας: Ιx 1Ι = Ιx 0Ι . 

•	 Από τη ∆ιατήρηση της Μηχανικής Ενέργειας, συµπεραίνουµε ότι η Μηχανική Ενέργεια σώµατος - 

οριζόντιου ελατηρίου είναι ανάλογη µε το τετράγωνο του πλάτους της ταλάντωσης.

E µηχ = E µηχ(x 0) = 
1
2

kx  2 
0  x  2 

0

B.	Η Ταχύτητα του Απλού Αρµονικού Ταλαντωτή καθορίζεται από 

τη Θέση του

Σε µία ενδιάµεση θέση x, η ταχύτητα του σώµατος έχει αλγεβρική 

τιµή υ, και η Μηχανική Ενέργεια του συστήµατος σώµατος - οριζόντι-

ου ελατηρίου είναι:

E µηχ(x ) = 
1
2

mυ2 + 
1
2

kx 2 
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Από τη ∆ιατήρηση της Μηχανικής Ενέργειας, υπολογίζουµε την αλ-

γεβρική τιµή της ταχύτητας του σώµατος σαν συνάρτηση της θέσης:

E µηχ(x ) = E µηχ(x 0)  
1
2

mυ2 + 
1
2

kx 2 = 
1
2

kx  2  0  υ2 = 
k
m

(x  2  0 - x 2) 

υ = ±    
k
m
   (x  2  0 - x 2) = ±ω   (x  2  0 - x 2) 

  

όπου αντικαταστήσαµε την κυκλική συχνότητα του ταλαντωτή, ω =    k/m. 

Να παρατηρήσετε ότι οι ακραίες τιµές της ταχύτητας είναι συµµετρι-

κές µεταξύ τους:

υ = ±ω   (x  2  0 - x 2)      
υµεγ = ωx 0 = υ0

υελ = -ωx 0 = -υ0

  

 

Συµπεράσµατα 

•	 Η ταχύτητα του σώµατος καθορίζεται από τη θέση του. Σε µία συγκεκριµένη θέση x, η ταχύτητα 

είναι

υ = ±ω   (x  2  0 - x 2)

 

Η ταχύτητα του σώµατος είναι θετική εάν κινείται προς τη θετική κατεύθυνση, και αρνητική εάν κινεί-

ται προς την αρνητική κατεύθυνση. Η σχέση αυτή ισχύει γενικά για οποιαδήποτε ΑΑΤ.

•	 Η αλγεβρική τιµή της ταχύτητας µεταβάλλεται ανάµεσα στις συµµετρικές ακραίες τιµές ±ωx 0.	

Ο ταλαντωτής κινείται µε τη µέγιστη ή ελάχιστη ταχύτητα (ανάλογα µε την κατεύθυνση της κίνησης), 

όταν διέρχεται από τη ΘΙ.

•	 Η Μηχανική Ενέργεια του σώµατος - οριζόντιου ελατηρίου είναι ανάλογη µε το τετράγωνο της 

µέγιστης ταχύτητας:

E µηχ(x ) = E µηχ(0 ) = 
1
2

mυ 2 0  υ 2 0

Η προηγούµενη σχέση µεταξύ ταχύτητας - θέσης, γράφεται και στη 

µορφή:

υ = ±ω   (x  2  0 - x 2)  
υ2

ω2 = x
 2  
0 - x 2   x 2  + 

υ2

ω2
 = x  2  0  

x 2

x  2  0

 + 
υ2

υ 2  0

 = 1

 

Στην ίδια σχέση ταχύτητας - θέσης, που περιγράφει έλλειψη, είχαµε 

καταλήξει στην Ενότητα 2.14.
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Γ. Eξάρτηση της ∆υναµικής και της Κινητικής Ενέργειας
από τον χρόνο

Από τις εξισώσεις θέσης-χρόνου και ταχύτητας-χρόνου της ΑΑΤ συ-

µπεραίνουµε ότι η δυναµική ενέργεια και η κινητική ενέργεια του σώ-

µατος - οριζόντιου ελατηρίου εξαρτώνται από το χρόνο σύµφωνα µε 

τις πιο κάτω σχέσεις:

U ελ = 
1
2

kx 2 = 
1
2

k(x 0ηµ(ωt  + θ0))2  = Ε µηχηµ2 (ωt  + θ0)

E κιν = 
1
2

mυ2 = 
1
2

m(υ0συν(ωt  + θ0))2  = Ε µηχσυν2 (ωt  + θ0)

 

όπου θέσαµε  Ε µηχ = 
1
2

kx  2  0 = 
1
2

mυ 2  0 .

Οι γραφικές παραστάσεις των ενεργειών απεικονίζονται σαν συναρ-

τήσεις του χρόνου στο αριστερό σχήµα. Η αντίστοιχη γραφική παρά-

σταση θέσης - χρόνου του σώµατος απεικονίζεται στο δεξιό σχήµα. 

Να παρατηρήσετε ότι:

•	 Η ∆υναµική και η Κινητική Ενέργεια είναι πάντοτε θετικές.

•	 Το άθροισµα των δύο ενεργειών είναι πάντα σταθερό:

U ελ + Ε κιν = Ε µηχ[ηµ2 (ωt  + θ0) + συν2 (ωt  + θ0)] = Ε µηχ 

 

•	 �Η ∆υναµική και η Κινητική ενέργεια επαναλαµβάνονται µετά 

από χρονικό διάστηµα ∆t  = Τ/2, όπου Τ  είναι η περίοδος της 

ταλάντωσης.	  
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Ανασκόπηση Έργου ∆ύναµης Ελατηρίου και Μηχανικής Ενέργειας 
Σώµατος - Οριζόντιου Ελατηρίου

Α. Έργο ∆ύναµης Ελατηρίου
Το σώµα του πιο κάτω σχήµατος είναι συνδεδεµένο µε οριζόντιο, αβαρές ελατήριο. Όταν το ελατήριο 

έχει το φυσικό του µήκος, το σώµα βρίσκεται στη θέση x = 0. 

 

Έστω ότι το σώµα µετακινείται από µία αρχική θέση x1 σε µία τελική θέση x2 . Στην Α΄ Λυκείου µάθαµε 

ότι το έργο της δύναµης ελατηρίου ισούται µε:

 

Επειδή το έργο εξαρτάται µόνο από την αρχική και την τελική θέση του σώµατος, η δύναµη ελατη-

ρίου είναι διατηρητική. 

Β. ∆υναµική Ενέργεια Συστήµατος Σώµατος - Ελατηρίου
 

Η ∆υναµική Ενέργεια του συστήµατος σώµατος - ελατηρίου ορίζεται από τη σχέση:

Το έργο της δύναµης ελατηρίου ισούται µε την αρνητική µεταβολή στη δυναµική ενέργεια του συστή-

µατος σώµατος - ελατηρίου:

Wx 1 x 2 = - 
1
2

kx 2  2 + 
1
2

kx 2  1  = -[U ελ(x 2) -U ελ(x 1)] = -∆U ελ

 

Γ. Μηχανική Ενέργεια Συστήµατος Σώµατος - Οριζόντιου Ελατηρίου
Για οριζόντιο, αβαρές ελατήριο, ορίζουµε ως Μηχανική Ενέργεια του συστήµατος σώµατος - ελα-

Έργο ∆ύναµης Ελατηρίου για Μετακίνηση του Σώµατος από αρχική θέση x1 σε τελική θέση x2:

Wx 1 x 2 = - 
1
2

k(x 2  2 -x 2  1 )

∆υναµική Ενέργεια Συστήµατος Σώµατος - Ελατηρίου, όταν το µήκος του ελατηρίου διαφέ-

ρει κατά x από το φυσικό του µήκος:
 

 U ελ(x ) = 
1
2

kx 2
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τηρίου το άθροισµα της κινητικής ενέργειας του σώµατος και της δυναµικής ενέργειας σώµατος – 

ελατηρίου:

Από το Θεώρηµα Έργου - Κινητικής Ενέργειας, γνωρίζουµε ότι η µεταβολή στην Κινητική Ενέργεια 

του σώµατος ισούται µε το έργο της συνισταµένης δύναµης:

W ΣF  = E
 τελ
κιν  - E

 αρχ
κιν  

 

Εάν το έργο της συνισταµένης δύναµης ισούται µε το έργο της δύναµης ελατηρίου, W ΣF  = W Fελ
,	

η Μηχανική Ενέργεια του συστήµατος σώµατος - ελατηρίου διατηρείται:

W Fελ
 = E

 τελ
κιν  - E

 αρχ
κιν   U

 αρχ
ελ  - U

 τελ
ελ  = E

 τελ
κιν  - E

 αρχ
κιν   E  αρχ

κιν + U
 αρχ
ελ  = E

 τελ
κιν + U

 τελ
ελ  E  τελ

µηχ  = E
 αρχ
µηχ

Παράδειγµα 1

Στο επόµενο σχήµα απεικονίζεται η γραφική παράσταση θέσης - ∆υναµικής Ενέργειας για ένα σύστη-

µα σώµατος - οριζόντιου ελατηρίου.

Α. Από τη γραφική παράσταση, να προσδιορίσετε τη σταθερά ελατηρίου.

Μηχανική Ενέργεια Συστήµατος Σώµατος - Οριζόντιου Ελατηρίου:

E µηχ = E κιν + Uελ  = 
1
2

mυ2 + 
1
2

kx 2

Όταν το σώµα αποµακρύνεται από τη ΘΙ, η δύναµη 

ελατηρίου είναι αντίρροπη µε τη µετατόπιση και 

καταναλώνει έργο. Κινητική Ενέργεια µετατρέ-

πεται σε ∆υναµική Ενέργεια σώµατος - ελατηρίου.	

Η Κινητική Ενέργεια ελαττώνεται, και η ∆υνα-

µική Ενέργεια σώµατος - ελατηρίου αυξάνεται:	

∆E κιν = -∆U ελ < 0.

 

Αντίθετα, όταν το σώµα κινείται προς τη ΘΙ, η δύ-

ναµη ελατηρίου είναι οµόρροπη µε τη µετατόπιση 

και παράγει έργο. ∆υναµική Ενέργεια του συστή-

µατος σώµατος - ελατηρίου µετατρέπεται σε Κινη-

τική Ενέργεια του σώµατος. Η Κινητική Ενέργεια 

αυξάνεται, και η ∆υναµική Ενέργεια ελαττώνεται:	

∆E κιν = -∆U ελ > 0.
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	 H ∆υναµική Ενέργεια είναι:

U ελ = 
1
2

kx 2

 

	 Λύνουµε την πιο πάνω σχέση ως προς τη σταθερά ελατηρίου:

k  = 
2U ελ

x 2

 

	 Για x  = 1,00 m, η ∆υναµική Ενέργεια ισούται µε 5,00 J.  Άρα:

k  = 
2U ελ

x 2
 = 

2 x (5,00 J)

(1,00 m)2
 = 10,0 

N
m

 

Β. �Το σώµα ακινητεί στη ΘΙ, και του δίδεται µία αρχική ταχύτητα υ0 = +3,0 m/s, µε κατεύθυνση 

προς τα δεξιά. Ποιό είναι το πλάτος της ταλάντωσης, που θα εκτελέσει; Η µάζα του σώµατος 

είναι m = 0,100 kg.

	 Στη θέση x  = 0, η ∆υναµική Ενέργεια είναι U ελ = 0 J, και η Μηχανική Ενέργεια ισούται µε την Κινητική:	

E µηχ(0) = E κιν(0) = 
1
2

mυ 2 0

	 �Έστω ότι η ταχύτητα του σώµατος µηδενίζεται στη θέση x 0 > 0. Σε εκείνη τη θέση, η Μηχανική 

Ενέργεια ισούται µε τη ∆υναµική:

E µηχ(x 0) = U ελ(x 0) = 
1
2

kx 2  0

	 Από τη διατήρηση της Μηχανικής Ενέργειας συµπεραίνουµε:

E µηχ(x 0) = E µηχ(0 )  
1
2

kx 2  0  = 
1
2

mυ 2 0  x 0 = υ0  
   

m
k
 =

(3,0 
m
s ) x    

0,100 kg

10,0 N/m
 = (3,0 

m
s ) x (0,100 s) = 0,30 m
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Γ. 	�Το σώµα αφήνεται από ηρεµία από τη θέση x0 = 0,40 m. Ποια είναι η ταχύτητά του, όταν διέρχε-

ται από τις θέσεις (α) x  = 0,00 m και (β) x  = -0,30 m; (γ) Σε ποια θέση θα µηδενισθεί η ταχύτητα 

του σώµατος για πρώτη φορά;

	 Από τη ∆ιατήρηση της Μηχανικής Ενέργειας, συµπεραίνουµε:

	 (α)	                           E µηχ(0) = E µηχ(x 0)  
1
2

mυ2(0) = 
1
2

kx 2  0   υ(0) = ±x 0  
   

k
m
 =

±(0,40 m) x    
10,0 N/m

0,100 kg
 = ±(0,40 m) x (10,0 s-1) = ±4,0 

m
s

	 (β)                  E µηχ(x ) = E µηχ(x 0)  
1
2

mυ2  + 
1
2

kx 2  = 
1
2

kx 2  0   υ = ±   
k
m
  x 2  0 -x 2  =

±(10,0 s-1) x   (0,40 m)2 - (-0,30 m)2 = ±2,6 
m
s

	 (γ) Το σώµα θα φθάσει µέχρι τη συµµετρική θέση x  = -0,40 m.

Παράδειγµα 2

Στο επόµενο σχήµα απεικονίζεται η γραφική παράσταση θέσης - ∆υναµικής Ενέργειας για ένα σύστη-

µα σώµατος - οριζόντιου ελατηρίου.

Α. �	Εάν η συνολική Μηχανική Ενέργεια του συστήµατος είναι Ε μηχ = 2,0 J, να προσδιορίσετε το 	

	πλάτος της ταλάντωσης, (α) γραφικά, (β) από τη σχέση της Μηχανικής Ενέργειας.

	 (α) Γραφικός προσδιορισµός

	 �Φέρουµε την οριζόντια ευθεία y = E µηχ = 2,0 J, και προσδιορίζουµε τα σηµεία στα οποία τέµνει την 

καµπύλη της ∆υναµικής Ενέργειας. Οι τετµηµένες αυτών των σηµείων είναι οι ακραίες θέσεις της 

ταλάντωσης, ±x 0 = ±1,0 m.
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	 (β)	Από τη σχέση της ∆υναµικής Ενέργειας	  

	 �H σταθερά ελατηρίου συνδέεται µε τη ∆υναµική Ενέργεια µε τη σχέση k  = 2Uελ /x 2. Παρατηρούµε 

ότι για x  = 1,5 m, η ∆υναµική Ενέργεια ισούται µε 4,5 J.

	 Άρα:       		                              

k  = 
2U ελ

x 2
 = 

2 x (4,5 J)

(1,5 m)2
 = 4,0 

N
m
 

	 Η Μηχανική Ενέργεια είναι ανάλογη µε το τετράγωνο του πλάτους της ταλάντωσης. Άρα:

E µηχ = 
1
2

kx 2  0   x 0 =   
2E µηχ

k  =   
2 x (2,0 J)

4,0 N/m
 = 1,0 m

 

Β. �Να προσδιορίσετε τη µέγιστη ταχύτητα του σώµατος, όταν διέρχεται από τη ΘΙ. Η µάζα του 

σώµατος είναι m = 0,010 kg.

	 �Στη θέση x  = 0, η ∆υναµική Ενέργεια µηδενίζεται, και η Μηχανική Ενέργεια ισούται µε την Κινη-	

τική:

E κιν = E µηχ  
1
2

mυ 2 0 = E µηχ   υ0 =    
2E µηχ

m  =   
2 x (2,0 J)

0,010 kg
 = 2,0 x 101 m

s
 

2.16.  Ενεργειακές Μετατροπές στο Σύστηµα Σώµατος - Κατακόρυφου Ελατηρίου 

Η Εικόνα 2-8 απεικονίζει µια σφαίρα µάζας m, που είναι προσδεµένη 

σε αβαρές κατακόρυφο ελατήριο σταθεράς k. 

Εικόνα 2-8

(α) H τιµή y = 0 αντιστοιχεί στη ΘΙ, όπου	

ΣF = Β  + F ελ = 0. Σε οποιαδήποτε άλλη 

θέση, η συνισταµένη δύναµη έχει πάντοτε 

κατεύθυνση προς τη ΘΙ. (β) Εάν αφήσου-

µε τη σφαίρα από µία θέση y 0 µε µηδενική 

αρχική ταχύτητα, θα εκτελεί ΑΑΤ ανάµε-

σα στις ακραίες θέσεις y 0 και -y 0. Το µέ-

τρο της ταχύτητας γίνεται µέγιστο στη ΘΙ. 
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Όπως δείξαµε στην Ενότητα 2.5, η σφαίρα εκτελεί ΑΑΤ µε δύναµη 

επαναφοράς ΣF  = Fελ + B  και σταθερά AAT D = k. Σε αυτή την ενό-

τητα θα µελετήσουµε την ΑΑΤ του σώµατος σε κατακόρυφο ελατήριο, 

χρησιµοποιώντας ενεργειακές µεθόδους.

∆υναµική Ενέργεια Σώµατος - Κατακόρυφου Ελατηρίου

Στο οριζόντιο ελατήριο, η δύναµη ελατηρίου και η αντίστοιχη ∆υναµι-

κή Ενέργεια σώµατος - ελατηρίου δίνονται από τις σχέσεις.

F ελ = -kx,  U ελ(x ) = 
1
2

kx 2

 

όπου x  είναι η αποµάκρυνση της ελεύθερης άκρης του ελατηρίου 

από τη θέση x = 0, στην οποία το ελατήριο έχει το φυσικό του µήκος. 

Στο κατακόρυφο ελατήριο, η δύναµη ελατηρίου ισούται µε

F ελ = -k(y  - 
mg

k ) = -k(y  -y ΦΜ)

  

Κατ’ αναλογία µε το οριζόντιο ελατήριο, η ∆υναµική Ενέργεια σώµα-

τος - κατακόρυφου ελατηρίου δίνεται από τη σχέση:

U ελ = 
1
2

k(y  - 
mg

k )2
 = 

1
2

k(y  -y ΦΜ)2

 

Nα παρατηρήσετε ότι η ∆υναµική Ενέργεια σώµατος - κατακόρυφου 

ελατηρίου παίρνει την ελάχιστη τιµή U ελ = 0 όταν η ελεύθερη άκρη 

(και το σώµα) βρίσκεται στη θέση y ΦΜ = mg/k, όπου το ελατήριο έχει 

το φυσικό του µήκος. Σε οποιαδήποτε άλλη θέση, η ∆υναµική Ενέρ-

γεια Ελατηρίου είναι θετική.

Συνολική ∆υναµική Ενέργεια Σώµατος - Κατακόρυφου 
Ελατηρίου - Γης

Θεωρούµε ως µηδέν της ∆υναµικής Ενέργειας Βαρύτητας τη θέση 

ισορροπίας y  = 0. Η συνολική ∆υναµική Ενέργεια του συστήµατος 

σώµατος - κατακόρυφου ελατηρίου - Γης ισούται µε το άθροισµα των 

∆υναµικών Ενεργειών ελατηρίου και Βαρύτητας:

U ελ + U βαρ = 
1
2

k(y  - 
mg

k )2
 + mgy  = 

1
2

ky 2 - mgy + 
(mg)2

2k
 + mgy  =

1
2

ky 2 + 
(mg)2

2k
 = 

1
2

k(y 2 + y  2ΦΜ )
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Nα παρατηρήσετε ότι η συνολική ∆υναµική Ενέργεια παίρνει την ελά-

χιστη τιµή

(mg)2

2k
 = 

1
2

ky  2ΦΜ

 

στη ΘΙ y  = 0. 

Η γραφική παράσταση θέσης - συνολικής ∆υναµικής Ενέργειας είναι 

παραβολή, όπως φαίνεται στο πιο πάνω σχήµα. 	  

Μηχανική Ενέργεια Σώµατος - Κατακόρυφου 
Ελατηρίου - Γης

Το ελατήριο θεωρείται αβαρές και δεν έχει Κινητική Ενέργεια.  Άρα, η 

συνολική Μηχανική Ενέργεια του συστήµατος σώµατος - ελατηρίου - 

Γης ισούται µε το άθροισµα της Κινητικής Ενέργειας του σώµατος και 

της συνολικής ∆υναµικής Ενέργειας:

Μηχανική Ενέργεια = Κινητική Ενέργεια + ∆υναµική Ενέργεια Eλατηρίου + ∆υναµική 
Ενέργεια Βαρύτητας

Ε µηχ = Ε κιν + U ελ + U βαρ = 
1
2

mυ2 + 
1
2

ky 2 + 
(mg)2

2k
 = 

1
2

mυ2 + 
1
2

k(y 2 + y  2ΦΜ )

Η Μηχανική Ενέργεια Σώµατος - Κατακόρυφου 
Ελατηρίου - Γης διατηρείται

Θεωρούµε αµελητέες τις τριβές του ελατηρίου και την αντίσταση 

του αέρα. Σύµφωνα µε το θεώρηµα Έργου - Κινητικής Ενέργειας, το 

άθροισµα των έργων του βάρους και της δύναµης ελατηρίου ισούται 

µε τη µεταβολή στην Κινητική Ενέργεια:
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W βαρ + W ελ = ∆E κιν

Ταυτόχρονα, το έργο του βάρους ισούται µε την αρνητική µεταβολή 

της βαρυτικής δυναµικής Ενέργειας:

W βαρ = -∆U βαρ

 

Οµοίως, το έργο δύναµης ελατηρίου ισούται µε την αρνητική µεταβο-

λή της δυναµικής Ενέργειας ελατηρίου:

W ελ = -∆U ελ

 Άρα:

W βαρ + W ελ = ∆E κιν   -∆U βαρ -∆U ελ = ∆E κιν  

 

∆E κιν  + ∆U βαρ  + ∆U ελ = 0  ∆E µηχ = 0	

Συµπέρασµα

Κατά την κίνηση σώµατος συνδεδεµένου µε κατακόρυφο ελατήριο, η συνολική Μηχανική Ενέρ-

γεια του συστήµατος σώµατος - ελατηρίου - Γης διατηρείται:

Ε µηχ = 
1
2

mυ2 + 
1
2

ky 2 + 
(mg)2

2k
 = 

1
2

mυ2 + 
1
2

k(y 2 + y  2ΦΜ ) = σταθερή 

Μελέτη των Ακραίων Θέσεων Ταλάντωσης 
στο Κατακόρυφο Ελατήριο

Έστω ότι συσπειρώνουµε το ελατήριο, κινώντας τη σφαίρα προς τα 

επάνω µέχρι τη θέση y 0 > 0, όπως στην Εικόνα 2-8(β). Σε εκείνη τη 

θέση, η Μηχανική Ενέργεια είναι:

Ε µηχ = 
1
2

k(y  2 
0
 + y  2ΦΜ )

 

Αφήνουµε τη σφαίρα µε µηδενική ταχύτητα από εκείνη τη θέση. Η 

σφαίρα θα κινηθεί προς τη Γη υπό την επίδραση του βάρους της και 

της δύναµης ελατηρίου. Το µέτρο της ταχύτητας αυξάνεται µέχρι τη 

ΘΙ y  = 0, και κατόπιν ελαττώνεται µέχρι να µηδενισθεί στο κατώτατο 

σηµείο της τροχιάς y 1 < 0. Σε εκείνο το σηµείο, η Μηχανική Ενέργεια 

γίνεται:
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Ε µηχ = 
1
2

k(y  2 
1
 + y  2ΦΜ )

Aπό τη διατήρηση της Mηχανικής Eνέργειας, βρίσκουµε:

1
2

k(y  2 
0
 + y  2ΦΜ ) = 

1
2

k(y  2 
1
 + y  2ΦΜ )  y  2 

0
 = y  2 1

  y 1 = ±y 0

 

Η ζητούµενη λύση είναι η y 1 = -y 0. 

Συµπέρασµα

Ένα σώµα σε κατακόρυφο ελατήριο ταλαντώνεται γύρω από συµµετρικές ως προς τη ΘΙ ακραίες 

θέσεις.

Έλεγχος Κατανόησης Εννοιών:

�Ένα σώµα µάζας m είναι αναρτηµένο από ένα αβαρές, κατακό-

ρυφο ελατήριο. Θεωρούµε ως µηδέν της Βαρυτικής ∆υναµικής 

Ενέργειας το ύψος y  = 0, στο οποίο βρίσκεται η ελεύθερη άκρη 

όταν το σύστηµα ισορροπεί.

2.16.1.	 �Σε ποια θέση µηδενίζεται η ∆υναµική Ενέργεια σώµατος - 

ελατηρίου:

	 �(α) Στη θέση ισορροπίας y  = 0, (β) Στη θέση y ΦΜ = +mg/k, 

όπου το ελατήριο έχει το φυσικό του µήκος, (γ) Στις ακραίες 

θέσεις της ταλάντωσης. 

2.16.2.	 �Σε ποια θέση µηδενίζεται η Κινητική Ενέργεια του σώµατος: 

(α) Στη θέση ισορροπίας y  = 0, (β) Στη θέση y ΦΜ = +mg/k, 

όπου το ελατήριο έχει το φυσικό του µήκος, (γ) Στις ακραίες 

θέσεις της ταλάντωσης.  

2.16.3.	 ��Σε ποια θέση ελαχιστοποιείται η συνολική ∆υναµική Ενέρ-

γεια σώµατος - ελατηρίου - Γης:

	 �(α) Στη θέση ισορροπίας y  = 0, (β) Στη θέση y ΦΜ = +mg/k, 

όπου το ελατήριο έχει το φυσικό του µήκος, (γ) Στις ακραίες 

θέσεις της ταλάντωσης. 

2.16.4.	 �Να υπολογίσετε τη συνολική ∆υναµική Ενέργεια, όταν η 

ελεύθερη άκρη του ελατηρίου βρίσκεται στη θέση y ΦΜ = 

+mg/k.
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Σχέση µεταξύ των ακραίων Θέσεων Ταλάντωσης 
και της Μηχανικής Ενέργειας

Από τα πιο πάνω προκύπτει ότι οι ακραίες θέσεις της ταλάντωσης 

ενός σώµατος σε κατακόρυφο ελατήριο εκφράζονται σαν συνάρτηση 

της συνολικής Μηχανικής Ενέργειας:

E µηχ = 
1
2

ky 2 0 + 
(mg)2

2k
  y0 = ±   

2E µηχ

k  - (mg

k )2
 = ±   

2E µηχ

k  - y  2ΦΜ

 

Η σχέση αυτή δείχνει ότι η συνολική Μηχανική Ενέργεια του συστή-

µατος καθορίζει ποιες θα είναι οι ακραίες θέσεις ταλάντωσης.

Ειδικότερα, εάν E µηχ = 
1
2

ky  2ΦΜ  = 
(mg)2

2k
 , οι ακραίες θέσεις ταυτίζονται 

µε τη ΘΙ y  = 0: το σώµα παραµένει ακίνητο στη ΘΙ.

Έλεγχος Κατανόησης Εννοιών:

�Ένα σώµα µάζας m είναι αναρτηµένο από ένα αβαρές, κατακό-

ρυφο ελατήριο. Θεωρούµε ως µηδέν της Βαρυτικής ∆υναµικής 

Ενέργειας το ύψος y  = 0, στο οποίο βρίσκεται η ελεύθερη άκρη 

όταν το σύστηµα ισορροπεί.

2.16.5.	 �Ισορροπούµε προσεκτικά το σώµα, έτσι ώστε να βρίσκεται 

στη ΘΙ µε µηδενική ταχύτητα. Ποια θα είναι η Μηχανική 

Ενέργεια; Τι κίνηση θα κάνει το σώµα; 

2.16.6.	 �Πώς µπορούµε να θέσουµε το σώµα σε ΑΑΤ, έτσι ώστε η 

ανώτατη ακραία θέση ταλάντωσης (α) να βρίσκεται χαµηλό-

τερα από τη θέση y ΦΜ ; (β) να συµπίπτει µε τη θέση y ΦΜ ; 

2.16.7.	 �Eάν αφήσουµε το σώµα από ηρεµία από τη θέση y  = -2 y ΦΜ, 

ποια θα είναι η ανώτατη ακραία θέση ταλάντωσης;

Παράδειγµα 1

Ένα σώµα µάζας 0,100 kg είναι στερεωµένο σε αβαρές κατακόρυφο ελατήριο σταθεράς k = 10,0 
N
m.	

Να θεωρήσετε ότι η θέση y = 0 αντιστοιχεί στη ΘΙ του συστήµατος σώµατος - ελατηρίου, και ότι στη 

θέση αυτή µηδενίζεται η Βαρυτική ∆υναµική Ενέργεια.

A.	� Nα υπολογίσετε τη θέση της ελεύθερης άκρης του ελατηρίου, όταν το ελατήριο έχει το φυσικό 

του µήκος.

	 Θεωρώντας θετική τη φορά του άξονα Οy προς τα πάνω, η ζητούµενη θέση ισούται µε:
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y ΦΜ = + 
mg

k
 = + 

(0,100 kg) x (9,81 m/s2)
10,0 N/m

 = + 9,81 cm

 

B.	� Έστω ότι το σώµα αφήνεται από τη θέση y0  = 15,0 cm µε µηδενική ταχύτητα. Να υπολογίσετε τις 

ακραίες θέσεις, ανάµεσα στις οποίες θα ταλαντώνεται το σώµα. Να υπολογίσετε τη Μηχανική 

Ενέργεια.

	 Στη θέση y 0  το σώµα έχει µηδενική Κινητική Ενέργεια, και Μηχανική Ενέργεια

Ε µηχ = U βαρ + U ελ  = 
1
2

ky 2 0  + 
1
2

ky  2ΦΜ 

 

	 �Όταν επιστρέψει στην ίδια θέση y 0 , το σώµα θα έχει την ίδια συνολική ∆υναµική Ενέργεια. Από τη 

∆ιατήρηση Μηχανικής Ενέργειας, συµπεραίνουµε ότι το σώµα θα έχει µηδενική Κινητική Ενέρ-

γεια. Άρα, η µία ακραία θέση ταλάντωσης είναι η θέση y 0.

	 Επειδή οι ακραίες θέσεις είναι συµµετρικές ως προς τη ΘΙ, η δεύτερη ακραία θέση είναι:

y 1 = -y 0 = -15,0 cm
 

	 H Μηχανική Ενέργεια του σώµατος είναι:

Ε µηχ = 
1
2

k(y  2 
0
 + y  2ΦΜ ) = 

1
2
 x(10,0 

N
m) x [(0,150 m)2 + (0,0981 m)2] = 0,161 J

 Γ.  �Εάν το σώµα έχει συνολική Μηχανική Ενέργεια Eμηχ = 0,100 J, να προσδιορίσετε τις ακραίες 

θέσεις ταλάντωσης.

	 Οι ακραίες θέσεις εκφράζονται σαν συνάρτηση της Μηχανικής Ενέργειας:

y0 = ±   
2E µηχ

k  - (mg

k )2
 = ±   

2E µηχ

k  - y  2ΦΜ

	 Αντικαθιστούµε και βρίσκουµε τις ζητούµενες ακραίες θέσεις ταλάντωσης:

y0 = ±   
2 x (0,100 J)

10,0 N/m
 - (0,0981 m)2 = ±0,102 m = ±10,2 cm

∆.   �Ποια τιµή Μηχανικής Ενέργειας πρέπει να προσδώσουµε στο σώµα, ώστε να έχει ακραία θέση 

ταλάντωσης y0  = +12,0 cm;

Ε µηχ = 
1
2

k(y  2 
0
 + y  2ΦΜ ) = 

1
2
 x(10,0 

N
m) x [(0,120 m)2 + (0,0981 m)2] = 0,120 J 
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E.	� Εάν σε µια θέση η συνολική ∆υναµική Ενέργεια είναι 0,080 J και η Βαρυτική ∆υναµική Ενέρ-

γεια ισούται µε τη ∆υναµική Ενέργεια Ελατηρίου, να βρείτε τη θέση αυτή.

U βαρ + U ελ  = 0,080 J  2U βαρ = 0,080 J  2mgy = 0,080 J  y = 
0,080 J

2mg  =

 
0,080 J

2(0,100 kg) x (9,81 m/s2)  = 
4,1 x 10-2 m = 4,1 cm 

  

Μετατροπές Μορφών Ενέργειας στο Κατακόρυφο Ελατήριο

Για να µελετήσουµε τις µετατροπές µεταξύ µορφών ενέργειας, χρησι-

µοποιούµε τους ακόλουθους κανόνες:

Κανόνας Μετατροπών Κινητικής Ενέργειας

Η Κινητική Ενέργεια µετατρέπεται σε άλλη(ες) µορφή(ές) ενέργειας όταν ελαττώνεται. Αντιστρό-

φως, όταν η Κινητική Ενέργεια αυξάνεται, άλλες µορφές ενέργειας µετατρέπονται σε Κινητική.

Μετατροπές µεταξύ της Συνολικής ∆υναµικής Ενέργειας 
και της Κινητικής Ενέργειας 

Όπως αποδείξαµε προηγουµένως, η γραφική παράσταση θέσης - συ-

νολικής ∆υναµικής Ενέργειας του συστήµατος σώµατος - κατακόρυ-

φου ελατηρίου - Γης είναι παραβολή, µε ελάχιστη τιµή στη ΘΙ y  = 0:

U ελ + U βαρ  = 
1
2

ky 2  + 
(mg)2

2k
 = 

1
2

ky 2 + 
1
2

ky  2ΦΜ

 

Οι γραφικές παραστάσεις της συνολικής ∆υναµικής Ενέργειας και 

της Κινητικής Ενέργειας απεικονίζονται στο σχήµα σαν συνάρτηση 

της µετατόπισης από τη ΘΙ.
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Η συνολική ∆υναµική Ενέργεια γίνεται ελάχιστη στη ΘΙ, όπου µεγι-

στοποιείται η Κινητική Ενέργεια (και το µέτρο της ταχύτητας του σώ-

µατος), και µέγιστη στις ακραίες θέσεις, όπου µηδενίζεται η Κινητική 

Ενέργεια.	  

Από τη ∆ιατήρηση της Μηχανικής Ενέργειας  προκύπτει ότι η Κινητική 

Ενέργεια είναι αντεστραµµένη παραβολή, µε µέγιστη τιµή στη ΘΙ y  = 0:	

Ε κιν  = Ε µηχ - (U ελ + U βαρ) = Ε µηχ - 
1
2

ky  2ΦΜ  - 
1
2

ky 2

 

Σχέση Ταχύτητας - Θέσης στο Κατακόρυφο Ελατήριο

Χρησιµοποιώντας τη ∆ιατήρηση της Μηχανικής Ενέργειας, υπολογί-

ζουµε την ταχύτητα του σώµατος σε µία θέση y:

1
2

mυ2 = Ε µηχ - 
1
2

k(y  2ΦΜ
 + y 2)  υ = ±   

2E µηχ

m  -  
k

m
 (y  2ΦΜ

 + y 2)

 

Tα δύο πρόσηµα αντιστοιχούν στις δύο δυνατές κατευθύνσεις κίνη-

σης. Να παρατηρήσετε ότι σε µία συγκεκριµένη θέση y , η ταχύτητα 

του σώµατος έχει συγκεκριµένο µέτρο, που εξαρτάται από τη Μηχανι-

κή του Ενέργεια. Το σώµα έχει τη µέγιστη κατά µέτρο ταχύτητα στη ΘΙ:

Ιυ Ι µεγ =    
2E µηχ

m  -  
k

m
 y  2ΦΜ

 

Αντικαθιστώντας την έκφραση της Μηχανικής Ενέργειας

Ε µηχ = 
1
2

k(y  2 
0
 + y  2ΦΜ )

γράφουµε την ταχύτητα σαν συνάρτηση της θέσης και του πλάτους 

της ταλάντωσης:

υ = ±    
k

m
 (y  2 

0
 + y  2ΦΜ ) -

k

m
 (y  2ΦΜ

 + y 2) = 

±    
k

m
    (y  2 

0
 - y 2) = ± ω   (y  2 

0
 - y 2)

 ∆ηλαδή, παίρνουµε την ίδια σχέση που ισχύει στο οριζόντιο ελατήριο 

(Ενότητα 2.15).
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Έλεγχος Κατανόησης Εννοιών:

�Ένα σώµα µάζας m είναι αναρτηµένο από ένα αβαρές, κατακό-

ρυφο ελατήριο. Θεωρούµε ως µηδέν της Βαρυτικής ∆υναµικής 

Ενέργειας τη ΘΙ y  = 0. Το σώµα ταλαντώνεται ανάµεσα σε δύο 

ακραίες θέσεις y0  > 0 και -y0.

2.16.8.	 �Πώς µεταβάλλεται η συνολική ∆υναµική Ενέργεια Uελ + Uβαρ 

κατά την προσέγγιση του σώµατος προς τη ΘΙ y  = 0 (αυ-

ξάνεται/ελαττώνεται); Τι συµπεραίνετε για την µετατροπή 

της συνολικής ∆υναµικής Ενέργειας Uελ + Uβαρ  από/σε	

Κινητική Ενέργεια;

2.16.9.	 �Πώς µεταβάλλεται η συνολική ∆υναµική Ενέργεια Uελ + Uβαρ 

κατά την αποµάκρυνση του σώµατος από τη ΘΙ y  = 0 (αυξά-	

νεται/ελαττώνεται); Τι συµπεραίνετε για τη µετατροπή της	

συνολικής ∆υναµικής Ενέργειας Uελ + Uβαρ από/σε Κινη-	

τική Ενέργεια;

2.16.10.	�Πώς µεταβάλλεται η Μηχανική Ενέργεια κατά την ταλάντω-

ση του σώµατος;

Ερωτήσεις Κατανόησης

Να συµπληρώσετε τον πιο κάτω Πίνακα µε την Ένδειξη Σωστό/Λάθος. Σε κάθε περίπτωση, να αιτιο-

λογήσετε την απάντησή σας στο τετράδιό σας. 

Α/Α     ΠΡΟΤΑΣΗ Σωστό / Λάθος

1
Ένα σώµα είναι στερεωµένο σε αβαρές οριζόντιο ελατήριο, και 
ταλαντώνεται σε λείο έδαφος. Ποιο(α) από τα επόµενα ισχύει(ουν);

α
Η ∆υναµική Ενέργεια σώµατος - ελατηρίου αυξάνεται όταν το σώµα 
αποµακρύνεται από τη ΘΙ.

β
Η Κινητική Ενέργεια του σώµατος αυξάνεται όταν το σώµα αποµακρύνεται 
από τη ΘΙ.

γ Η Μηχανική Ενέργεια γίνεται µέγιστη στις ακραίες θέσεις ταλάντωσης.

δ Οι ακραίες θέσεις ταλάντωσης είναι συµµετρικές ως προς τη ΘΙ.

ε
Όταν το σώµα διέρχεται από µία συγκεκριµένη θέση χ, η ταχύτητά του έχει 
πάντα το ίδιο µέτρο.

2
Ένα σώµα είναι στερεωµένο σε αβαρές κατακόρυφο ελατήριο και εκτελεί 
ΑΑΤ. Ποιο(α) από τα επόµενα ισχύει(ουν);
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α
Οι ακραίες θέσεις ταλάντωσης είναι συµµετρικές ως προς τη θέση της 
ελεύθερης άκρης, όταν το ελατήριο έχει το φυσικό του µήκος.

β
Η ∆υναµική Ενέργεια σώµατος-ελατηρίου µηδενίζεται στη θέση της 
ελεύθερης άκρης, όταν το ελατήριο έχει το φυσικό του µήκος.

γ Η Μηχανική Ενέργεια διατηρείται.

δ Η Κινητική Ενέργεια γίνεται µέγιστη στις ακραίες θέσεις ταλάντωσης.

ε
Η συνολική ∆υναµική Ενέργεια γίνεται µέγιστη στις ακραίες θέσεις 
ταλάντωσης.

στ Η Κινητική Ενέργεια γίνεται µέγιστη στη ΘΙ.

Ασκήσεις

Σώµα συνδεδεµένο σε Οριζόντιο Αβαρές Ελατήριο.

Στις ασκήσεις 1-2, το φυσικό µήκος του ελατηρίου βρίσκεται στη θέση χ = 0.

1 	 �Ένα σώµα µάζας m = 0,400 kg είναι στερεωµένο σε οριζόντιο ελατήριο σταθεράς k = 40,0 N/m 

και κινείται σε λείο οριζόντιο τραπέζι.

	 Α. 	�Να σχεδιάσετε τη γραφική παράσταση της ∆υναµικής Ενέργειας σώµατος-ελατηρίου σαν 

συνάρτηση της θέσης, για την περιοχή θέσεων -0,20 m ≤ x ≤ 0,20 m.

	 B. 	�Aποµακρύνουµε το σώµα µέχρι τη θέση x = -0,15 m και το αφήνουµε ελεύθερο µε µηδενική 

ταχύτητα. Να υπολογίσετε την αλγεβρική τιµή της ταχύτητας του σώµατος, όταν διέρχεται για 

πρώτη φορά από τη θέση ισορροπίας.

	 Γ. 	Να υπολογίσετε τη θέση, στην οποία θα µηδενισθεί η ταχύτητα του σώµατος για πρώτη φορά.

	 ∆. 	Να υπολογίσετε το µέτρο της ταχύτητας του σώµατος στη θέση x = +0,10 m.

2 	 Θεωρείστε το σύστηµα σώµατος-ελατηρίου της άσκησης 1.

	 Α. 	�Το σώµα ηρεµεί στη θέση ισορροπίας. Τι αρχική ταχύτητα πρέπει να του δώσουµε, για να 

εκτελεί ταλάντωση µε πλάτος 20,0 cm;

	 B. 	�Να σχεδιάσετε τη γραφική παράσταση Kινητικής Eνέργειας - θέσης του σώµατος, εάν το 

σώµα έχει την αρχική ταχύτητα του ερωτήµατος Α. 

	 Γ. 	�Εάν το σύστηµα έχει Μηχανική Ενέργεια 0,6 J, να προσδιορίσετε τις ακραίες θέσεις της τα-

λάντωσης (α) γραφικά, (β) από τη σχέση της ∆υναµικής Ενέργειας.
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Σώµα συνδεδεµένο σε Κατακόρυφο Αβαρές Ελατήριο.

Στις επόµενες ασκήσεις, η θέση ισορροπίας του σώµατος - κατακόρυφου ελατηρίου και το µηδέν της 

Βαρυτικής ∆υναµικής Ενέργειας αντιστοιχούν στη θέση y = 0, και η θετική φορά του κατακόρυφου 

άξονα Οy είναι προς τα επάνω.

3 	 �Ένα σώµα µάζας 2,00 kg είναι συνδεδεµένο µε αβαρές κατακόρυφο ελατήριο σταθεράς	

k = 200,0 N
m

.

	 Α. 	Nα υπολογίσετε τη θέση yΦΜ της ελεύθερης άκρης, όταν το ελατήριο έχει το φυσικό του µήκος.

	 B. 	�Έστω ότι το σώµα αφήνεται από τη θέση yΦΜ µε µηδενική ταχύτητα. Να υπολογίσετε τις ακραί-

ες θέσεις y 1 και y 2 < y 1, ανάµεσα στις οποίες θα ταλαντώνεται το σώµα. 

4 	 Ένα σώµα µάζας 0,20 kg είναι συνδεδεµένο µε αβαρές κατακόρυφο ελατήριο σταθεράς	

	 k = 40,0 N
m

. 

	 Α. 	�Nα υπολογίσετε τη θέση yΦΜ  της ελεύθερης άκρης, όταν το ελατήριο έχει το φυσικό του µή-

κος.

	 Β. 	�Nα υπολογίσετε την ελάχιστη Μηχανική Ενέργεια που πρέπει να έχει το σύστηµα σώµατος - 

ελατηρίου - Γης, για να ταλαντώνεται το σώµα.

	 Γ. 	�Έστω ότι το σώµα αφήνεται από τη θέση y = 10,0 cm µε µηδενική ταχύτητα. Να υπολογίσετε 

τις ακραίες θέσεις ±y 0, ανάµεσα στις οποίες θα ταλαντώνεται το σώµα, και τη Μηχανική του 

Ενέργεια. Να υπολογίσετε το µέτρο της ταχύτητας του σώµατος στη θέση y 0/2.

	 ∆. 	�Εάν η Μηχανική Ενέργεια είναι Eµηχ = 0,200 J,  να προσδιορίσετε τις ακραίες θέσεις ταλάντω-

σης ±y 0. Να υπολογίσετε το µέτρο της ταχύτητας του σώµατος στη θέση y 0/3.

	 Ε. 	�Ποια τιµή Μηχανικής Ενέργειας πρέπει να προσδώσουµε στο σύστηµα, ώστε µία ακραία θέση 

ταλάντωσης να είναι η y = +8,00 cm; 

5 	 �Ένα σώµα µάζας m  είναι συνδεδεµένο µε αβαρές κατακόρυφο ελατήριο σταθεράς k  και εκτε-

λεί ΑΑΤ. Το σώµα διέρχεται από τη θέση y  τη χρονική στιγµή t 1, και από τη θέση -y  µία µεταγε-

νέστερη χρονική στιγµή t 2 . Να αποδείξετε ότι το έργο της δύναµης του βάρους είναι αντίθετο 

από το έργο της δύναµης ελατηρίου. (Μην θεωρήσετε ότι οι θέσεις ±y  είναι οι ακραίες θέσεις 

ταλάντωσης).

6 	 �Ένα σώµα µάζας m  είναι προσδεδεµένο σε αβαρές κατακόρυφο ελατήριο σταθεράς k  και εκτε-

λεί ΑΑΤ. Η Μηχανική Ενέργεια του συστήµατος σώµατος - ελατηρίου - Γης είναι Eµηχ. Να δείξετε 

ότι εάν y 0 > yΦΜ, η Κινητική Ενέργεια του σώµατος είναι ίση µε τη Συνολική ∆υναµική Ενέργεια 

στις θέσεις

y = ±    
E µηχ

k  - y  2ΦΜ

7 	 �Σφαίρα µάζας m  είναι στερεωµένη σε αβαρές κατακόρυφο ελατήριο σταθεράς k . Αφήνουµε τη 

σφαίρα να κινηθεί µε µηδενική αρχική ταχύτητα από τη θέση y = 2yΦΜ.
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	 Α. 	�Να προσδιορίσετε τις ακραίες θέσεις ταλάντωσης της σφαίρας και τη µέγιστη τιµή της ταχύ-

τητάς της. 

	 B. 	Να προσδιορίσετε το µέτρο της ταχύτητας της σφαίρας στη θέση y = yΦΜ.

	 Γ. 	�Να υπολογίσετε το έργο της δύναµης του βάρους και της δύναµης ελατηρίου για τις µετατο-

πίσεις 2yΦΜ yΦΜ  και yΦΜ 0.

2.17.  Το Aπλό (Mαθηµατικό) Εκκρεµές

To επόµενο σχήµα απεικονίζει µία διάταξη που αποτελείται από ένα 

σηµειακό σώµα µάζας m στερεωµένο στην ελεύθερη άκρη σχοινιού 

µήκους L και αµελητέας µάζας. Το άλλο άκρο του σχοινιού είναι στε-

ρεωµένο στο σηµείο Ο ενός ακλόνητου τοίχου. Η διάταξη αυτή ονο-

µάζεται απλό ή µαθηµατικό εκκρεµές. 

Εάν αποµακρύνουµε το απλό εκκρεµές από την κατακόρυφη διεύ-

θυνση και το αφήσουµε ελεύθερο, θα εκτελεί παλινδροµική κίνηση. 

Σε αυτή την ενότητα θα αποδείξουµε ότι για µικρές αποµακρύνσεις 

από την κατακόρυφη διεύθυνση, η κίνηση του εκκρεµούς είναι ΑΑΤ.

Όταν το σχοινί είναι τεντωµένο, το σώµα διαγράφει κυκλικό τόξο µε 

κέντρο το Ο και ακτίνα L . Όπως στην κυκλική κίνηση, προσδιορίζουµε 

τη θέση του σώµατος µε βάση τη γωνία φ ανάµεσα στο σχοινί και την 

κατακόρυφη διεύθυνση. Όταν το σχοινί είναι κατακόρυφο, η γωνία	

φ = 0ο. Θα θεωρούµε ότι η γωνία φ  παίρνει θετικές τιµές για αρι-

στερόστροφες µετατοπίσεις, και αρνητικές τιµές για δεξιόστροφες 

µετατοπίσεις από την κατακόρυφη διεύθυνση.	  

Όταν το σώµα είναι ακίνητο και το σχοινί είναι τεντωµένο και κατακό-

ρυφο (φ = 0ο), η τάση T  του σχοινιού είναι αντίθετη µε το βάρος Β  του 

σώµατος και η συνισταµένη δύναµη µηδενίζεται: ΣF  = Β  + T  = 0. 

Συµπέρασµα: η θέση φ = 0ο  είναι η ΘΙ του σώµατος.

 

Για να µελετήσουµε την κίνηση όταν το σχοινί δεν είναι κατακόρυφο, 

θα αναλύσουµε τις δυνάµεις T  και Β  σε ακτινικές και επιτρόχιες συ-

νιστώσες. Ορίζουµε ότι: 

(i)	 	 η θετική φορά του ακτινικού άξονα είναι προς το σηµείο Ο.	 

(ii)		 �η θετική φορά του επιτρόχιου άξονα είναι προς την κατεύθυν-

ση που έχει η ταχύτητα, όταν το σώµα κινείται αριστερόστρο-
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φα: Εάν το σώµα βρίσκεται σε γωνία φ > 0, η θετική φορά του 

επιτρόχιου άξονα είναι αντίθετα από τη ΘΙ. Εάν βρίσκεται σε 

γωνία φ < 0, η θετική φορά είναι προς τη ΘΙ.

 

Στο διπλανό σχήµα έχουµε αποµακρύνει το εκκρεµές κατά γωνία φ > 0	
από την κατακόρυφο. Η τάση T  έχει ακτινική διεύθυνση, και φορά 

προς το κέντρο Ο του κυκλικού τόξου. Το βάρος Β  είναι κατακόρυφο 

και αναλύεται σε ακτινική συνιστώσα ΒΚ και επιτρόχιο συνιστώσα ΒΕ .	

Η συνισταµένη δύναµη κατά την ακτινική διεύθυνση,(ΣF )Κ  = ΒΚ + T ,	

επενεργεί ως κεντροµόλος και επιτρέπει στο σώµα να διαγράφει το 

κυκλικό τόξο. H επιτρόχιος συνιστώσα (ΣF )Ε  = ΒΕ  µεταβάλλει το µέ-

τρο της ταχύτητας του σώματος.	  

Με βάση τα παραπάνω, συµπεραίνουµε ότι η κίνηση του σώµατος 

πάνω στο κυκλικό τόξο είναι µεταβαλλόµενη. Θα δείξουµε ότι η επι-

τρόχιος συνιστώσα ΒΕ  δρα ως δύναµη επαναφοράς.

Η επιτρόχιος συνιστώσα του βάρους έχει µέτρο ΙΒΕ Ι = mgηµφ και 

φορά προς την αρνητική κατεύθυνση του επιτρόχιου άξονα. Άρα, η 

αλγεβρική τιµή ΒΕ  είναι αρνητική: ΒΕ  = -mgηµφ.

Συµπέρασµα 

Η συνιστώσα  Β Ε  ενεργεί ως δύναµη επαναφοράς του εκκρεµούς, προς τη θέση ευσταθούς ισορ-

ροπίας φ = 0ο.

Εάν η γωνία θέσης φ παίρνει µικρές τιµές (Ιφ Ι ≤ ~ 15ο), το ηµφ είναι πε-

ρίπου ίσο αριθµητικά µε τη γωνία φ (εκφρασµένη σε ακτίνια): ηµφ  φ.	

Ενδεικτικές τιµές περιλαµβάνονται στον διπλανό πίνακα.	  

Για µικρές τιµές της γωνίας φ, η επιτρόχιος συνιστώσα του βάρους 

γράφεται:

ΒΕ    -mgφ = - 
mg
L

(Lφ) = - 
mg
L

χ

 

όπου χ  = Lφ είναι το κυκλικό τόξο µε άκρα τη ΘΙ και το σώµα. Για 

µικρές αποµακρύνσεις από τη ΘΙ, το τόξο χ µπορεί να προσεγγισθεί 

φ (o) ηµφ φ (rad) 

5 0,087 0,087

10 0,174 0,175

15 0,259 0,262

20 0,342 0,349

25 0,500 0,524
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σαν ευθύγραµµο τµήµα εφαπτοµενικό της τροχιάς, και η συνιστώσα 

ΒΕ  είναι αντίρροπη και ανάλογη µε το τόξο χ.

Να παρατηρήσετε ότι το τόξο χ  έχει πρόσηµο: Όπως και η γωνία φ, 

το τόξο θεωρείται θετικό για φ > 0, και αρνητικό για φ < 0. Στη θέση 

ισορροπίας φ = 0, το τόξο χ = 0. 

Συµπέρασµα 

Για µικρές αποµακρύνσεις από τη ΘΙ, το σώµα του απλού εκκρεµούς εκτελεί ΑΑΤ µε σταθερά

D = 
mg
L

ΕΝΘΕΤΗ ΣΗΜΕΙΩΣΗ

Για µικρές αποµακρύνσεις από τη ΘΙ, το τόξο χ  της τροχιάς του σώµατος µπορεί να προσεγγισθεί από 

ευθύγραµµο τµήµα, και η διεύθυνση της ταχύτητας παραµένει (σχεδόν) αµετάβλητη. Άρα, η κεντρο-

µόλος επιτάχυνση µπορεί να αµεληθεί. Η συνισταµένη δύναµη ισούται µε τη δύναµη επαναφοράς:	

ΒΚ  + T   0  ΣF   ΒE  = -  
mg
L

x

ΕΝΘΕΤΗ ΣΗΜΕΙΩΣΗ

Το σώµα του απλού εκκρεµούς εκτελεί περιστροφική κίνηση γύρω από έναν οριζόντιο άξονα, που 

διέρχεται από το σηµείο Ο. Οι εξωτερικές δυνάµεις στο σώµα είναι το βάρος του Β  και η τάση T  του 

σχοινιού. Επειδή η τάση T  είναι ακτινική, η ροπή της ως προς το σηµείο Ο είναι συνεχώς ίση µε µηδέν:	

M  T  = 0 

Άρα, η συνολική ροπή των εξωτερικών δυνάµεων είναι ίση µε τη ροπή του βάρους:

M  ΣF    = M  B  = - ΙΒ ΙLηµφ
 

Για µικρές τιµές της γωνιακής µετατόπισης φ από τη ΘΙ του εκκρεµούς, φ = 0ο, ισχύει: 

ηµφ  φ  M  ΣF    = M  B    - mgLφ

δηλαδή, η ροπή της συνισταµένης δύναµης είναι συνεχώς ανάλογη και αντίθετη µε τη γωνιακή 

µετατόπιση φ. Όταν ικανοποιείται αυτή η συνθήκη, το σώµα εκτελεί περιστροφική αρµονική ταλά-

ντωση.
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2.18.  Περίοδος Ταλάντωσης του απλού Εκκρεµούς

Εάν αντικαταστήσουµε στη σχέση της περιόδου τη σταθερά D = 
mg
L

της ΑΑΤ του απλού εκκρεµούς, βρίσκουµε:

 

Τ = 2π    m
D
 = 2π    m

mg/L
 = 2π    L

g

Να παρατηρήσετε ότι η περίοδος Τ του απλού εκκρεµούς:

•	 	 ∆εν εξαρτάται από τη µάζα του σώµατος.

•	 	 �∆εν εξαρτάται από το πλάτος της ταλάντωσης (για ταλαντώ-

σεις µε µικρή αποµάκρυνση από τη ΘΙ, που συµπεριφέρονται 

ως ΑΑΤ).

•	 	 Αυξάνεται µε το µήκος του σχοινιού L.

•	 	 Ελαττώνεται µε την επιτάχυνση της βαρύτητας g. 

Στον Πίνακα 2 συγκρίνουµε την περίοδο ΑΑΤ του Απλού Εκκρεµούς 

και του σώµατος σε οριζόντιο ή κατακόρυφο ελατήριο.

Να παρατηρήσετε ότι η ταλάντωση του ελατηρίου δεν επηρεάζεται 

από την επιτάχυνση της βαρύτητας, αλλά εξαρτάται από τη µάζα του 

σώµατος. Άρα:

•	 	 �Ένα σώµα αναρτηµένο σε ελατήριο στο µακρινό διάστηµα, όπου	

η βαρύτητα είναι αµελητέα, ταλαντώνεται µε την ίδια περίοδο, 

όπως στη Γη.

•	 	 Ένα εκκρεµές στο µακρινό διάστηµα δεν ταλαντώνεται.

•	 	 �Εάν αυξήσουµε τη µάζα του σώµατος, που αναρτάται σε ελα-

τήριο, αυξάνεται η περίοδος της ΑΑΤ. Εάν αυξήσουµε τη µάζα 

Σύστηµα Περίοδος  Εξάρτηση από: 

Mάζα

m  

Επιτάχυνση 
της 

βαρύτητας

g

Σταθερά 
Ελατηρίου

k

Mήκος 
εκκρεµούς

L  

Ελατήριο Τελ = 2π   m
k

Ναι Όχι Ναι Όχι

Εκκρεµές Τεκκ = 2π   L
g

Όχι Ναι Όχι Ναι

Πίνακας 2

Σύγκριση των Περιόδων ΑΑΤ του Μαθη-

µατικού Εκκρεµούς και ενός Σώµατος στε-	

ρεωµένου σε αβαρές Οριζόντιο ή Κατακό-

ρυφο Ελατήριο.
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του σώµατος στο µαθηµατικό εκκρεµές, δεν επηρεάζεται η πε-

ρίοδος της ΑΑΤ.

Παράδειγµα 1

Να υπολογίσετε την περίοδο ενός απλού εκκρεµούς στην επιφάνεια της Γης, όταν το µήκος του σχοι-

νιού είναι L = 1,00 m. Θεωρείστε ότι η επιτάχυνση της βαρύτητας g = 9,81 m/s2.

Aπό τη σχέση της περιόδου, βρίσκουµε: 

Τ = 2π    1,00 m

9,81 m/s2
 = 2π 1,00

3,13
 s = 2,01 s

Άρα, ένα εκκρεµές µε νήµα µήκους 1 m έχει περίοδο περίπου 2 s. 

Παράδειγµα 2

Ποια θα ήταν η περίοδος του ίδιου εκκρεµούς στην επιφάνεια της Σελήνης; ∆ίδεται ότι η επιτάχυνση 

της βαρύτητας στην επιφάνεια της Σελήνης ισούται µε g = 1,62 m/s2.

Aπό τη σχέση της περιόδου, βρίσκουµε:

Τ = 2π    1,00 m

1,62 m/s2
 = 2π 1,00

1,27
 s = 4,93 s 

 

Έλεγχος Κατανόησης Εννοιών:

2.18.1.	 �Πώς θα µπορούσατε να µετρήσετε τις διαστάσεις ενός δω-

µατίου, εάν είχατε στη διάθεσή σας µόνο ένα χρονόµετρο 

ακριβείας, τα κορδόνια των παπουτσιών σας, και ένα µικρό 

σφαιρίδιο;

2.18.2.	 �Πού είναι µεγαλύτερη η περίοδος ενός απλού εκκρεµούς, 

στον Ισηµερινό ή στους πόλους; 

2.18.3.	 �Πώς µεταβάλλεται η περίοδος ενός εκκρεµούς, εάν το µε-

ταφέρουµε από την επιφάνεια της θάλασσας στην κορυφή 

ενός βουνού;

2.18.4.	 �Εάν θέλουµε να αυξήσουµε την περίοδο ενός εκκρεµούς, 

πρέπει να µεγαλώσουµε ή να µικρύνουµε το µήκος του νή-

µατος;

2.18.5.	 �Ένα εκκρεµές, που λειτουργεί ως ρολόι, καθυστερεί. Πρέ-

πει να ελαττώσουµε ή να αυξήσουµε το µήκος του;
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2.18.6.	 �Ένας µαθητής διατυπώνει τον εξής συλλογισµό: «Η µάζα 

είναι µέτρο της αδράνειας ενός σώµατος. Άρα, εάν απο-

µακρύνω ένα εκκρεµές από την κατακόρυφο και το αφήσω 

ελεύθερο, θα επιταχύνεται λιγότερο, όσο µεγαλύτερη είναι 

η µάζα του. Συνεπώς, η περίοδος του εκκρεµούς πρέπει 

να αυξάνεται µε τη µάζα». Είναι σωστός αυτός ο συλλογι-

σµός;

2.18.7.	 �∆ύο απλά εκκρεµή Α και Β αποτελούνται από µικρά σφαι-

ρίδια µαζών mA = 25,0 g και mB = 125,0 g, συνδεδεµένα 

µε αβαρή νήµατα ίσου µήκους. Να συγκρίνετε την περίοδο 

ταλάντωσης των εκκρεµών.

2.18.8.	 �Αφήνουµε το ίδιο εκκρεµές διαδοχικά από αρχικές γωνίες 

αποµάκρυνσης φ = 5ο και φ = 10ο. Να συγκρίνετε τις περι-

όδους των δύο ταλαντώσεων, που θα εκτελέσει το εκκρε-

µές.

2.18.9.	 �Θεωρείστε δύο πανοµοιότυπα εκκρεµή Α και Β. Το εκκρε-

µές Α αφήνεται από γωνία φ = 5ο µε µηδενική ταχύτητα. 

Το εκκρεµές Β ξεκινά από τη θέση ισορροπίας µε κάποια 

αρχική ταχύτητα, και φθάνει σε µέγιστη γωνία φ = 3ο. Να 

συγκρίνετε τις περιόδους των δύο ταλαντώσεων.

2.19.  �Μέτρηση της Eπιτάχυνσης της Bαρύτητας από την Περίοδο
          Ταλάντωσης του Απλού Εκκρεµούς

Από τη σχέση υπολογισµού της περιόδου του απλού εκκρεµούς, µπο-

ρούµε να εκφράσουµε την επιτάχυνση της βαρύτητας σαν συνάρτηση 

της περιόδου:

Τ = 2π    L
g
  

T 2

4π 2
 = 

L
g
  g = 4π 2 L

T 2

 

Η τελευταία σχέση δείχνει ότι µπορούµε να υπολογίσουµε την επιτά-

χυνση της βαρύτητας g, εάν προσδιορίσουµε την περίοδο ενός απλού 

εκκρεµούς σαν συνάρτηση του µήκους L  του νήµατος.

Σηµείωση 

Εάν το σωµατίδιο δεν είναι σηµειακό, το µήκος L, που εισέρχεται στον τύπο της περιόδου, ισούται µε την 

απόσταση του ΚΜ του σωµατιδίου από το σηµείο περιστροφής του εκκρεµούς.
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Έλεγχος Κατανόησης Εννοιών:

2.19.1.	 �Στην Α΄ Λυκείου είχατε µάθει ότι η επιτάχυνση της βαρύτη-

τας µπορεί να µετρηθεί µε πειράµατα ελεύθερης πτώσης 

σωµάτων. Ποια είναι κατά τη γνώµη σας καλύτερη µέθο-

δος, η ελεύθερη πτώση ή το εκκρεµές, και γιατί; Να υπο-

θέσετε ότι χρησιµοποιείτε το ίδιο χρονόµετρο. 

2.19.2.	 �Μία µαθήτρια εκτιµά ότι η περίοδος του εκκρεµούς του δι-

πλανού σχήµατος είναι T = 2,0 s. Όταν µετρά την περίοδο, 

βρίσκει ότι η πραγµατική τιµή είναι µεγαλύτερη κατά ~ 8%. 

Γιατί; 

 

2.19.3.	 �Ο καθηγητής της Φυσικής σας δίνει οδηγίες για να µετρή-

σετε την επιτάχυνση της βαρύτητας µε τη βοήθεια εκκρε-

µούς. Σύµφωνα µε µία από τις οδηγίες, θα µετρήσετε τη 

συνολική χρονική διάρκεια t ολ  10 πλήρων κύκλων ταλάντω-

σης, και θα εκτιµήστε την περίοδο από τη σχέση T = t ολ /10. 

Γιατί; 

2.19.4.	 �Ένας µαθητής προτείνει ως εναλλακτικό πείραµα για τον 

προσδιορισµό της επιτάχυνσης της βαρύτητας, να µετρή-

σετε την περίοδο ταλάντωσης ενός σώµατος συνδεδεµέ-

νου µε κατακόρυφο ελατήριο. Συµφωνείτε µε την πρότασή 

του; Πώς µπορεί να χρησιµοποιηθεί ένα κατακόρυφο ελα-

τήριο για τη µέτρηση της επιτάχυνσης της βαρύτητας;

Ασκήσεις

Σε όλες τις επόµενες ασκήσεις, το εκκρεµές είναι απλό (µαθηµατικό) και εκτελεί ΑΑΤ.

1 	 �Ένα εκκρεµές έχει µήκος L = 2,00 m. Να υπολογίσετε την κυκλική συχνότητα της ταλάντωσης του 

εκκρεµούς στην επιφάνεια της Γης. Θεωρείστε ότι η επιτάχυνση της βαρύτητας είναι 9,81 m/s2.	

2 	 �Να υπολογίσετε την κυκλική συχνότητα της ταλάντωσης του πιο πάνω εκκρεµούς, εάν µεταφερ-

θεί στην επιφάνεια της Σελήνης, όπου η επιτάχυνση της βαρύτητας ισούται µε 1,62 m/s2.
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3 	 �Θέλετε να µετρήσετε την επιτάχυνση της βαρύτητας στην επιφάνεια του Άρη. Έχετε στη διάθεσή 

σας ένα λεπτό σχοινί µήκους L = 1,00 m, ένα µικρό σφαιρίδιο και ένα χρονόµετρο. Η περίοδος 

ταλάντωσης του εκκρεµούς που κατασκευάζετε ισούται µε T = 3,26 s. Ποια η επιτάχυνση της 

βαρύτητας στην επιφάνεια του Άρη;

4 	 �Η ακτίνα της Γης ισούται µε 6370 km και η επιτάχυνση της βαρύτητας στην επιφάνεια της Γης 

ισούται µε 9,81 m/s2. 

	 A.	 �Να υπολογίσετε την επιτάχυνση της βαρύτητας σε απόσταση 6775 km από τη κέντρο της Γης. 

Θυµίζουµε ότι η επιτάχυνση της βαρύτητας είναι ανάλογη µε το αντίστροφο τετράγωνο της 

απόστασης από το κέντρο της Γης. 

	 B.	 �Σε αυτή τη µέση απόσταση περιφέρεται ο ∆ιεθνής ∆ιαστηµικός Σταθµός (∆∆Σ). Πώς θα συ-

µπεριφέρεται ένα εκκρεµές, που τοποθετείται στο εσωτερικό του ∆∆Σ και ακολουθεί την 

κίνησή του; Γιατί;

5 	 �Μία σφαίρα κινείται σε λεία κυκλική επιφάνεια ακτίνας R, 

όπως στο διπλανό σχήµα.

	 A.	 �Να προσδιορίσετε τις δυνάµεις που ασκούνται στη σφαίρα.  

	 Β.	 �Να αναλύσετε τις δυνάµεις σε κατάλληλους άξονες, και 

να αποδείξετε ότι η συνισταµένη δύναµη ικανοποιεί τη 

συνθήκη της ΑΑΤ, για µικρές γωνιακές αποµακρύνσεις φ 
της σφαίρας από την κατακόρυφη διεύθυνση ΟΛ. 	   

	 Γ.	 �Να υπολογίσετε την περίοδο της ΑΑΤ της σφαίρας, θεω-

ρώντας ότι η σφαίρα είναι σηµειακή.

6 	 �Το πιο κάτω γράφηµα απεικονίζει τη γραφική παράσταση του µήκους L ενός µαθηµατικού εκ-

κρεµούς σαν συνάρτηση του τετραγώνου της περιόδου T 2.

	 �

	 �Αφού χαράξετε την ευθεία που περνά από τα σηµεία της γραφικής παράστασης, να προσδιο-

ρίσετε: 

	 (α)   την επιτάχυνση της βαρύτητας.

	 (β)   το µήκος που θα είχε ένα εκκρεµές µε περίοδο T = 3,00 s.

	 Σηµείωση: Να δώσετε τις απαντήσεις σας µε τον σωστό αριθµό σηµαντικών ψηφίων.	  
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7 	 �Ένα σώµα Α, µάζας m, αφήνεται να πέσει ελεύθερα µε µηδενική ταχύτητα, σε ύψος L από το 

έδαφος. Ένα άλλο σηµειακό σώµα Β, διπλάσιας µάζας, είναι συνδεδεµένο µε νήµα µήκους L και 

εκτελεί ΑΑΤ. Να συγκρίνετε τον χρόνο πτήσης του σώµατος Α µε την περίοδο ταλάντωσης του 

σώµατος Β, θεωρώντας αµελητέα την αντίσταση του αέρα. 

2.20.  Φθίνουσες Ταλαντώσεις

Στην Απλή Αρµονική Ταλάντωση, οι τριβές και η αντίσταση του περι-

βάλλοντος µέσου θεωρούνται αµελητέες, και η Μηχανική Ενέργεια 

του ταλαντωτή διατηρείται. 

Στην πραγµατικότητα, ένα κινούµενο σώµα υπόκειται σε δυνάµεις τρι-

βής ή αντίστασης από το περιβάλλον µέσο. Οι δυνάµεις αυτές είναι συ-

νεχώς αντίθετες από τη φορά της κίνησης και καταναλώνουν έργο. 

Όταν ένα σώµα εκτελεί παλινδροµική κίνηση υπό την επίδραση τέ-

τοιων δυνάµεων, η Μηχανική Ενέργεια του σώµατος µειώνεται και το 

πλάτος της κίνησης ελαττώνεται (φθίνει). Ονοµάζουµε αυτή την κίνη-

ση φθίνουσα ταλάντωση. Εάν η µεταβολή του πλάτους είναι µικρή, 

η κίνηση παραµένει κατά προσέγγιση περιοδική. Η πλειονότητα των 

ταλαντώσεων, που παρατηρούµε στην καθηµερινή µας ζωή, είναι φθί-

νουσες: 

•	 �Ένα σώµα αναρτηµένο σε ελατήριο ταλαντώνεται µε συνεχώς 

µικρότερο πλάτος, µέχρις ότου να ακινητοποιηθεί.

•	 �Μια κούνια που ταλαντώνεται, σταµατά µετά από κάποιο χρο-

νικό διάστηµα. 

•	 �Μία µπάλα που κινείται κατακόρυφα και αναπηδά σε οριζό-

ντιο έδαφος, ακινητοποιείται µετά από µερικά χτυπήµατα.

•	 �́Ενας αθλητής του bungee jumping ταλαντώνεται µετά την 

πτώση του, και προοδευτικά ακινητοποιείται.

Θα ασχοληθούµε µε κινήσεις, στις οποίες η αντίσταση του περιβάλ-

λοντος µέσου1 είναι ανάλογη και αντίρροπη µε την ταχύτητα του σώ-

µατος:

f α = -b υ

1 �Θυµίζουµε από την Α΄ Λυκείου, ότι η αντίσταση του περιβάλλοντος µέσου ονοµάζε-

ται οπισθέλκουσα δύναµη.



113ΤΑΛΑΝΤΩΣΕΙΣ  ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2B

Στην τελευταία σχέση, τo µέγεθος υ  είναι η ταχύτητα του σώµατος.	

Η παράµετρος b είναι µία θετική σταθερά, που εξαρτάται από το περι-

βάλλον µέσο και το µέγεθος του σώµατος. Τέτοιες δυνάµεις ασκού-

νται σε ένα σώµα, που κινείται στο εσωτερικό του αέρα ή ενός υγρού.

Η µπλε καµπύλη της Εικόνας 2-11 απεικονίζει τη γραφική παράσταση 

θέσης - χρόνου, για ένα σώµα, που είναι συνδεδεµένο µε οριζόντιο 

ελατήριο, και ταλαντώνεται χωρίς αντίσταση από τον αέρα (b = 0), ή 

άλλες τριβές. 

Εικόνα 2-11

Η µπλε καµπύλη απεικονίζει τη γραφι-

κή παράσταση θέσης - χρόνου της ΑΑΤ 

ενός οριζόντιου ελατηρίου χωρίς τριβές  ή 

αντίσταση του αέρα. Η κόκκινη καµπύλη 

απεικονίζει τη γραφική παράσταση θέσης 

– χρόνου της φθίνουσας ταλάντωσης, που 

εκτελεί το ίδιο σύστηµα, εάν υπάρχει µι-

κρή αντίσταση από τον αέρα. Η φθίνουσα 

ταλάντωση γίνεται γύρω από τη µέση θέση  

χ = 0, µε πλάτος που ελαττώνεται µε τον 

χρόνο. Και οι δύο ταλαντώσεις έχουν αρ-

χική φάση θ0 = π/2.
Στη θέση ισορροπίας χ ΘΙ = 0,0 cm, η δύναµη ελατηρίου είναι µηδενι-

κή. To σώµα ταλαντώνεται µεταξύ των ακραίων θέσεων χ  = ±15,0 cm, 

µε σταθερό πλάτος 15,0 cm και περίοδο T  = 2,0 s. 

Η αρχική φάση της ταλάντωσης είναι ίση µε θ0 = π/2. Άρα, τη χρονική 

στιγµή t  = 0  το σώµα ξεκινά από τη µέγιστη θέση χ 1 = +15,0 cm, και 

τη χρονική στιγµή t  = T/4 = 0,5 s  διέρχεται για πρώτη φορά από τη 

θέση ισορροπίας. 

H κόκκινη καµπύλη της Εικόνας 2-11 απεικονίζει τη γραφική παρά-

σταση θέσης-χρόνου για το ίδιο σύστηµα σώµατος - ελατηρίου, εάν 

ληφθεί υπόψη η οπισθέλκουσα αντίσταση του αέρα, f α = -b υ . Σε αυτή 

την περίπτωση, η συνισταµένη δυναµη στο σώµα ισούται µε:

ΣF  = F ελ  + f α  = -kx -b υ

Να παρατηρήσετε ότι η αντίσταση του αέρα είναι ανάλογη µε την τα-

χύτητα του σώµατος. Σε αυτή την περίπτωση, η κίνηση είναι παλιν-

δροµική, δηλαδή το σώµα κινείται µπρος-πίσω για κάποιο χρονικό 

διάστηµα. Σύµφωνα µε τον ορισµό που έχουµε δώσει, η κίνηση δεν 

είναι απλή αρµονική ταλάντωση, επειδή η συνισταµένη δύναµη δεν 

είναι ανάλογη µε την µετατόπιση από τη ΘΙ. 

Εξαιτίας της οπισθέλκουσας αντίστασης του αέρα, το αρχικό πλάτος 

της παλινδροµικής κίνησης (15,0 cm) φθίνει συνεχώς µε τον χρόνο. 
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Όπως φαίνεται από την κόκκινη καµπύλη, τη χρονική στιγµή t   2,0 s  

το σώµα φθάνει στη µέγιστη θέση x   +2,0 cm, σε απόσταση  2,0 cm 

από τη µέση θέση x  = 0. Μετά από τη χρονική στιγµή t   4,0 s, η θέση 

του σώµατος είναι προσεγγιστικά ίση µε µηδέν. 

Το επόµενο σχήµα συγκρίνει την κίνηση του σώµατος, για διαφορετι-

κές τιµές της σταθεράς b  της οπισθέλκουσας δύναµης f α = -b υ .

 

•	 �Εάν η σταθερά b  είναι µικρότερη από µία συγκεκριµένη κρί-

σιµη τιµή b κρ, όπως συµβαίνει π.χ. για κίνηση στον αέρα, το 

σώµα εκτελεί παλινδροµική κίνηση, όπως περιγράψαµε προ-

ηγουµένως (καµπύλη α). Η απόσβεση λέγεται υποκρίσιµη. 

Γενικά η συχνότητα f  της φθίνουσας ταλάντωσης (αριθµός 

κύκλων ανά µονάδα χρόνου) διαφέρει από τη χαρακτηριστική 

συχνότητα f 0 = 
1

2π   
D
m

  του ταλαντωτή στην απουσία τριβών ή 

αντίστασης του περιβάλλοντος µέσου. Εάν όµως η σταθερά 

b  είναι αρκετά µικρή (b<<mf 0), η συχνότητα f   είναι περίπου 

ίση µε τη χαρακτηριστική συχνότητα f 0.
  

•	 �Εάν η σταθερά b  είναι µεγαλύτερη από την κρίσιµη τιµή, το 

σώµα δεν εκτελεί παλινδροµική κίνηση, αλλά επιστρέφει στη	

θέση x  = 0 και σταµατά (καµπύλη γ). Η απόσβεση λέγεται υπερ- 

κρίσιµη.

•	 �Εάν η σταθερά b  είναι ακριβώς ίση µε την κρίσιµη τιµή, το 

σώµα πάλι δεν ακολουθεί παλινδροµική κίνηση, αλλά επι-

στρέφει στη θέση x  = 0 στον συντοµότερο δυνατό χρόνο (κα-

µπύλη β). Η απόσβεση λέγεται κρίσιµη.

Κρίσιµη ή υπερκρίσιµη απόσβεση λαµβάνει χώρα κατά την ταλάντω-

ση ενός σώµατος στο εσωτερικό ενός παχύρρευστου υγρού. Για να 

σταµατά η κίνηση στο µικρότερο χρονικό διάστηµα, η σταθερά πρέπει 

να ρυθµισθεί έτσι ώστε η απόσβεση να είναι κρίσιµη. Τέτοιες διατά-

ξεις χρησιµοποιούνται για την απόσβεση της κίνησης µίας πόρτας, την 

απορρόφηση κραδασµών στα αυτοκίνητα και την προστασία σπιτιών 

από τους σεισµούς. 

Πολλές αποσβεστικές διατάξεις λειτουργούν µε κρίσιµη απόσβεση, 

αλλά µετά από επανειληµµένη χρήση παύουν να ανταποκρίνονται 

στις αρχικές προδιαγραφές τους, και προκαλούν υποκρίσιµη από-

σβεση. Για παράδειγµα, ο µηχανισµός που σταµατά µία πόρτα είναι 

ρυθµισµένος έτσι ώστε η πόρτα να ακινητοποιείται µόλις κλείσει. Όταν 

ο µηχανισµός αρχίσει να λειτουργεί µε υποκρίσιµη απόσβεση, η ταχύ-

τητα της πόρτας ελαττώνεται µε πιο αργό ρυθµό, και η πόρτα χτυπά 

πριν προλάβει να σταµατήσει.
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Οι αναρτήσεις των αυτοκινήτων περιέχουν κατάλληλες διατάξεις, 

οι οποίες απορροφούν τους κραδασµούς, που προκαλούνται από 

το ανώµαλο οδόστρωµα. Για να γίνεται γρήγορη απόσβεση αυτών 

των κραδασµών, µέρος των διατάξεων κινείται µε ελαφρώς υπο-

κρίσιµη απόσβεση στο εσωτερικό κατάλληλου υγρού.2

2 �Η υπερκρίσιµη απόσβεση απαιτεί περισσότερο χρόνο και συντελεί σε οδήγηση µε 

λιγότερη άνεση και ασφάλεια. Ιδεατή απόσβεση είναι η κρίσιµη, που συµβαίνει στον 

ελάχιστο δυνατό χρόνο. Όµως, η απόσβεση εξαρτάται από τη συνολική µάζα m 
αυτοκινήτου - επιβατών. Εάν η απόσβεση είναι κρίσιµη για έναν µέσο αριθµό επιβα-

τών, ενδέχεται να γίνει υπερκρίσιµη όταν στο αυτοκίνητο επιβαίνει µόνο ο οδηγός, 

επειδή η συνολική µάζα ελαττώνεται. Εάν η απόσβεση ρυθµισθεί να είναι ελαφρώς 

υποκρίσιµη για µία µέση µάζα αυτοκινήτου-επιβατών, δεν γίνεται υπερκρίσιµη για 

µικρότερες µάζες.

Ερωτήσεις Κατανόησης

Να συµπληρώσετε τον πιο κάτω Πίνακα µε την Ένδειξη Σωστό/Λάθος. Σε κάθε περίπτωση, να αιτιο-

λογήσετε την απάντησή σας στο τετράδιό σας. 

Α/Α     ΠΡΟΤΑΣΗ Σωστό / Λάθος

1
Ένα εκκρεµές, που ταλαντώνεται στο εσωτερικό ενός υγρού, εκτελεί 
ΑΑΤ όταν:

α Η αντίσταση του υγρού είναι αµελητέα.

β Πάντοτε.

2 Μία φθίνουσα ταλάντωση είναι περιοδική κίνηση.

3 Σε µία φθίνουσα ταλάντωση:

α Το πλάτος ελαττώνεται συνεχώς.

β Η Μηχανική Ενέργεια ελαττώνεται συνεχώς.

4
Μία σφαίρα είναι συνδεδεµένη σε κατακόρυφο ελατήριο, και ταλαντώνεται 
στο εσωτερικό ενός ρευστού. Η οπισθέλκουσα δύναµη από το ρευστό:

α Είναι ανάλογη µε τη µετατόπιση της σφαίρας από τη θέση ισορροπίας.
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β Είναι συνεχώς οµόρροπη µε τη δύναµη ελατηρίου.

γ Είναι συνεχώς αντίρροπη µε τη δύναµη ελατηρίου.

δ Αυξάνεται κατά µέτρο, όταν η σφαίρα αποµακρύνεται από τη ΘΙ.

ε Αυξάνεται κατά µέτρο, όταν η σφαίρα πλησιάζει στη ΘΙ.

στ Έχει συνεχώς αρνητικό έργο.

Ασκήσεις

1 	 �Το πλάτος µιας υποκρίσιµης φθίνουσας ταλάντωσης, σώµατος σε οριζόντιο ελατήριο, ελαττώνε-

ται κατά 5% σε κάθε ταλάντωση. 

	 A.	Ποια είναι η αντίστοιχη µείωση της Μηχανικής Ενέργειας του συστήµατος του ταλαντωτή; 

	 Β.	 �Να υπολογίσετε το συνολικό έργο της οπισθέλκουσας δύναµης όταν η Μηχανική Ενέργεια 

του ταλαντωτή µειώνεται στο 1% της αρχικής.   

2 	 �Το σώµα της Εικόνας 2-11, ξεκινά από τη µέγιστη θέση 15,0 cm και µετά από 1,0 s φθάνει στην 

ελάχιστη θέση -5,0 cm. Η σταθερά του ελατηρίου είναι 60,0 Ν/m. Να υπολογίσετε: 

	 A.	Τη µείωση της Μηχανικής Ενέργειας του συστήµατος σώµατος - ελατηρίου. 

	 Β.	 �Το µέτρο της µέσης οπισθέλκουσας δύναµης, που ασκείται από τον αέρα στη σφαίρα  κατά 

το χρονικό διάστηµα 0 s - 1 s.    

3 	 �Ένα σώµα είναι συνδεδεµένο µε κατακόρυφο ελατήριο και βρίσκεται στο εσωτερικό ενός πα-

χύρρευστου υγρού. Τη χρονική στιγµή t = 0 διέρχεται από τη θέση ισορροπίας µε ταχύτητα µέ-

τρου υ0 . Να περιγράψετε την κίνηση του σώµατος µέχρι να σταµατήσει.

4 	 �Ένα σώµα είναι στερεωµένο σε οριζόντιο ελατήριο και εκτελεί φθίνουσα ταλάντωση σε τραχιά 

οριζόντια επιφάνεια.

 

	 �Tη στιγµή t 1 το σώµα βρίσκεται στο σηµείο Α, και κινείται προς τη θετική ακραία θέση Β, όπου 

φθάνει τη στιγµή t 2. Τη στιγµή t 3 το σώµα επιστρέφει στο σηµείο Α. Ποιο χρονικό διάστηµα είναι 

µεγαλύτερο, το ∆t (Α  Β) = t 2 - t 1 ή το ∆t (Β  Α) = t 3 - t 2. Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας.
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2.21.  Εξαναγκασµένες Ταλαντώσεις

Όταν η συνισταµένη δύναµη, που δρα σε ένα σώµα, είναι ανάλογη και 

αντίρροπη µε τη µετατόπιση του σώµατος από τη θέση ισορροπίας, 

το σώµα εκτελεί ελεύθερη ΑΑΤ. Εάν η επίδραση των τριβών και της 

αντίστασης του περιβάλλοντος µέσου είναι αµελητέα, το σώµα ταλα-

ντώνεται µε σταθερό πλάτος και συχνότητα

f 0 = 
1

2π
  

D
m

Η σταθερά D εξαρτάται από τις προδιαγραφές του ταλαντωτή. Για 

παράδειγµα, στο σύστηµα σώµατος-ελατηρίου καθορίζεται από τη 

σταθερά ελατηρίου, και στο εκκρεµές από το µήκος του εκκρεµούς 

και τη µάζα του σώµατος. Άρα, κάθε ΑΑΤ ταλαντώνεται µε µία χαρα-

κτηριστική συχνότητα f 0, όταν οι τριβές και η αντίσταση του περιβάλ-

λοντος µέσου είναι αµελητέες. 

Σε πολλές περιπτώσεις, στον ταλαντωτή δρα και µία επιπρόσθετη δύ-

ναµη, η οποία δεν είναι ανάλογη και αντίρροπη µε τη µετατόπιση. Για 

παράδειγµα:

•	 �Μία κούνια ταλαντώνεται µπρος-πίσω. Κάθε φορά που µας 

πλησιάζει, της δίνουµε µία σύντοµη ώθηση µε τα χέρια µας.

•	 �Ένα σώµα είναι στερεωµένο σε κατακόρυφο ελατήριο. Κρα-

τάµε την άλλη άκρη του ελατηρίου, και την µετακινούµε πά-

νω-κάτω µε το χέρι µας.

•	 �Ένα απλό εκκρεµές αποτελείται από ένα σφαιρίδιο στερεωµέ-

νο σε ένα αβαρές νήµα. Κρατάµε την άλλη άκρη του νήµατος 

µε το χέρι µας, και την µετακινούµε δεξιά-αριστερά.

•	 �Ένα αυτοκίνητο µετακινείται σε ανώµαλο οδόστρωµα. Η δύ-

ναµη από το έδαφος εξαναγκάζει σε ταλάντωση τα ελατήρια, 

στα οποία είναι στερεωµένο το σώµα του αυτοκινήτου.

•	 �Τα τοιχώµατα ενός κρυστάλλινου ποτηριού ταλαντώνονται 

υπό την επίδραση ενός ήχου.

•	 �Μία γέφυρα ταλαντώνεται υπό την επίδραση του ανέµου. 

Η κίνηση που εκτελεί ο ταλαντωτής σε αυτές τις περιπτώσεις ονοµά-

ζεται εξαναγκασµένη.

Θα θεωρήσουµε την περίπτωση, στην οποία η επιπρόσθετη δύναµη 

µεταβάλλεται περιοδικά µε τον χρόνο, µέσω της σχέσης:
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F (t ) = F 0 ηµ(2πf t ) = F 0 ηµ(ωt )

όπου f  είναι η συχνότητα και ω = 2πf  είναι η κυκλική συχνότητα της 

εξωτερικής δύναµης. Να παρατηρήσετε ότι:

•	 �Η αλγεβρική τιµή της δύναµης δεν είναι σταθερή, αλλά µετα-

βάλλεται µεταξύ των τιµών -F 0  και +F 0.

•	 �Η συχνότητα f  είναι χαρακτηριστικό της δύναµης, και δεν 

σχετίζεται µε τη συχνότητα ταλάντωσης f 0  του ΑΑΤ.

Η εξωτερική δύναµη µεταβάλλει γενικά το πλάτος και τη συχνότη-

τα της ταλάντωσης. Όταν η δύναµη έχει τη χρονική εξάρτηση της πιο 

πάνω σχέσης, αποδεικνύεται ότι:

1.	 �Το σώµα ταλαντώνεται µε τη συχνότητα f  της εξωτερικής 

δύναµης, και όχι µε την χαρακτηριστική του συχνότητα f 0 .

2.	 �Το πλάτος της ταλάντωσης µεγαλώνει καθώς η συχνότητα f   

της εξωτερικής δύναµης πλησιάζει τη χαρακτηριστική συχνό-

τητα f 0  του ΑΑΤ.

Το σώµα της Εικόνας 2-12 έχει µάζα m   και είναι αναρτηµένο από 

κατακόρυφο ελατήριο φυσικού µήκους L 0  και σταθεράς k. Κρατούµε 

το δεύτερο άκρο του ελατηρίου µε το χέρι µας.

Εικόνα 2-12

(α) Σώµα αναρτηµένο σε κατακόρυφο 

ελατήριο. Κρατάµε το άλλο άκρο του ελα-

τηρίου µε το χέρι µας. (β) Εάν αρχίσουµε 

να κινούµε το χέρι µας πάνω - κάτω, θέ-

τουµε το σύστηµα σώµατος - ελατηρίου σε 

εξαναγκασµένη ταλάντωση. 
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Προτεινόµενη ∆ραστηριότητα για το Σπίτι ή την Τάξη

 

1.	 �Να αναρτήσετε ένα µικρό σώµα γνωστής µάζας m  σε ένα ελατήριο γνωστής σταθεράς k. Από 

την έκφραση T 0 = 2π   m/k, να υπολογίσετε τη χαρακτηριστική περίοδο του σώµατος - ελατη-

ρίου. Η αντίστοιχη χαρακτηριστική συχνότητα είναι

f 0 =  
1
T 0

 =  
1

2π
  

k
m

  

2.	 �Να κρατήσετε µε το χέρι σας την άλλη άκρη του ελατηρίου όπως στην Εικόνα 2-12(α), µε το 

ελατήριο και το σώµα να ισορροπούν ακίνητα.

 

3.	 �Όριο µηδενικής εξωτερικής συχνότητας f   0. Να αρχίσετε να κινείτε πάρα πολύ αργά το 

χέρι σας πάνω - κάτω, γύρω από την αρχική θέση της πάνω άκρης του ελατηρίου. H κίνηση του 

χεριού σας θα περιγράφεται προσεγγιστικά από τη σχέση ξ  = ξ0 ηµ(2πf t ) = ξ0 ηµ(ωt ), όπου ξ0 

είναι το πλάτος της κίνησης και ω = 2πf  είναι η κυκλική συχνότητα της παλινδροµικής κίνησης 

του χεριού σας. Τι παρατηρείτε; Ποιο είναι το πλάτος ταλάντωσης του σώµατος;

4.	 �Όριο τεράστιας εξωτερικής συχνότητας f  >> f0 . Να αρχίσετε να κινείτε πάρα πολύ γρήγορα 

το χέρι σας πάνω - κάτω, γύρω από την αρχική θέση της πάνω άκρης του ελατηρίου. Τι παρατη-

ρείτε; Ποιο είναι το πλάτος ταλάντωσης του σώµατος;

5.	 �Συντονισµός f   f0 . Να κινήσετε τώρα το χέρι σας πάνω - κάτω γύρω από την αρχική θέση της 

πάνω άκρης του ελατηρίου, µε περίοδο ταλάντωσης Τ   Τ0 . Nα φροντίσετε ώστε το πλάτος ξ0  

της ταλάντωσης του χεριού σας να είναι µικρό (της τάξης του εκατοστού του µέτρου). Τι παρα-

τηρείτε; Πώς συγκρίνεται το πλάτος ταλάντωσης του σώµατος µε το πλάτος ξ0  της κίνησης του 

χεριού σας;

Aρχικά, το χέρι µας είναι ακίνητο (σχήµα (α)) και το ελατήριο µε το 

σώµα ισορροπούν. Ορίζουµε ως y = 0 τη ΘΙ του σώµατος - κατακό-

ρυφου ελατηρίου και y = yΦΜ τη θέση της ελεύθερης άκρης όταν το 

ελατήριο έχει το φυσικό του µήκος L0. Το χέρι µας βρίσκεται στην 

αρχική θέση yΦΜ + L0 . 

Έστω ότι αρχίζουµε να κινούµε το χέρι µας περιοδικά πάνω-κάτω 

γύρω από τη θέση yΦΜ + L0 , µε πλάτος ξ0  και συχνότητα f. Σε µία χρο-

νική στιγµή, η µετατόπιση του χεριού µας από την αρχική του θέση  

είναι:

ξ  = ξ0 ηµ(2πf t ) = ξ0 ηµ(ωt )

 

Όπως εξηγούµε στο Ένθετο 1, η κίνηση του χεριού µας δηµιουργεί 

µία εξωτερική δύναµη στο σώµα, η οποία µεταβάλλεται µε τη µορφή 

F  = F 0 ηµ(ωt ).
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∆ιαισθητικά, µπορούµε να προβλέψουµε τα εξής:

•	 �Εάν η συχνότητα ταλάντωσης του χεριού µας είναι πάρα πολύ 

µικρή (f   0), το ελατήριο και το σώµα θα ακολουθούν απλώς 

την κίνηση του χεριού µας.  Άρα, το σώµα θα ταλαντώνεται µε 

το πλάτος  της ταλάντωσης του χεριού µας, A  = ξ0 . 

•	 �Εάν η συχνότητα ταλάντωσης του χεριού µας είναι πολύ µε-

γάλη (f  >>> f0), το ελατήριο δεν προλαβαίνει να ακολουθήσει 

την κίνηση του χεριού. Το σώµα διατηρείται στη ΘΙ του, και 

έχει µηδενικό πλάτος ταλάντωσης, A  = 0.

Εάν η συχνότητα f  του χεριού µας είναι συγκρίσιµη µε την χαρακτηρι-

στική συχνότητα f0  του ταλαντωτή, είναι δύσκολο να προβλέψουµε τι 

θα συµβεί. Εκτελώντας αυτή την κίνηση, διαπιστώνουµε ότι η σφαίρα 

ταλαντώνεται µε αυξανόµενο πλάτος. Για f  = f0, το πλάτος ταλάντω-

σης της σφαίρας γίνεται πολύ µεγαλύτερο από το πλάτος ταλάντωσης 

ξ0  του χεριού µας. Το φαινόµενο αυτό ονοµάζεται συντονισµός. 

Εάν οι δυνάµεις τριβής και αντίστασης του περιβάλλοντος µέσου είναι 

αµελητέες, το πλάτος της εξαναγκασµένης ταλάντωσης γίνεται άπει-

ρο στη συχνότητα συντονισµού f  = f0 . Στην πραγµατικότητα, οι επι-

δράσεις των τριβών ή/και της αντίστασης του περιβάλλοντος µέσου 

έχουν δύο συνέπειες:

A.	 �Το πλάτος της εξαναγκασµένης ταλάντωσης γίνεται µέγιστο 

σε συχνότητα ελάχιστα µικρότερη από την χαρακτηριστική 

συχνότητα του ΑΑΤ: f  <  f0 .

B.	 Το µέγιστο πλάτος της ταλάντωσης δεν γίνεται άπειρο.

Στην Εικόνα 2-13 απεικονίζεται η γραφική παράσταση του πλάτους 

της εξαναγκασµένης ταλάντωσης σαν συνάρτηση της συχνότητας f , 

για ένα σώµα. 

Η µπλε καµπύλη περιγράφει τον συντονισµό χωρίς απόσβεση. Το 

πλάτος της εξαναγκασµένης ταλάντωσης απειρίζεται για f  = f0. Όταν 

υπάρχει απόσβεση, το πλάτος της εξαναγκασµένης ταλάντωσης εί-

ναι πεπερασµένο, και παρατηρείται σε ελαφρά µικρότερες τιµές της 

συχνότητας, f  < f0 (κόκκινη και πράσινη καµπύλη). Όσο µεγαλύτερη 

είναι η απόσβεση, τόσο µικρότερη είναι η αύξηση του πλάτους της 

εξαναγκασµένης ταλάντωσης.
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Εικόνα 2-13

Γραφική παράσταση του πλάτους της εξα-	

ναγκασµένης ταλάντωσης, σαν συνάρτη-

ση της συχνότητας της εξωτερικής δύνα-

µης. 

Μπλε καµπύλη. Συντονισµός χωρίς από-

σβεση: το πλάτος απειρίζεται για f  = f 0.

Κόκκινη και πράσινη καµπύλη. Καθώς 

µεγαλώνει η απόσβεση, το µέγιστο πλάτος 

της εξαναγκασµένης ταλάντωσης ελαττώ-

νεται, και µετατοπίζεται (ελάχιστα) σε συ-

χνότητες f  < f 0.

Προτεινόµενη ∆ραστηριότητα για το Σπίτι ή την Τάξη

 

1.	 �Να κατασκευάσετε ένα απλό µαθηµατικό εκκρεµές, χρησιµοποιώντας ένα µικρό µεταλλικό 

σφαιρίδιο και ένα νήµα µήκους L. Από την έκφραση T 0 = 2π   L/g, να προσδιορίσετε την χαρα-

κτηριστική περίοδο του εκκρεµούς. Η αντίστοιχη χαρακτηριστική συχνότητα είναι

f 0 =  
1
T 0

 =  
1

2π
  

g
L

2.	 �Να κρατήσετε µε το χέρι σας την άλλη άκρη του νήµατος, µε το εκκρεµές να ισορροπεί ακίνητο 

σε κατακόρυφη στάση, όπως στην Εικόνα 2-14(α).

 

3.	 �Όριο µηδενικής εξωτερικής συχνότητας f   0. Να αρχίσετε να κινείτε πάρα πολύ αργά το 

χέρι σας δεξιά - αριστερά σε οριζόντια διεύθυνση, γύρω από την αρχική θέση της πάνω άκρης 

του νήµατος (σχήµα (β)). H κίνηση του χεριού σας θα περιγράφεται προσεγγιστικά από τη σχέ-

Εικόνα 2-14

(α) Σώµα αναρτηµένο σε αβαρές νήµα 

(εκκρεµές). Κρατάµε το άλλο άκρο του	

νήµατος µε το χέρι µας. (β) Εάν αρχί-	

σουµε να κινούµε το χέρι µας αριστερά 

- δεξιά θέτουµε το εκκρεµές σε εξα- 

ναγκασµένη ταλάντωση.
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ση   ξ  = ξ0 ηµ(ωt ), όπου ξ0  είναι το πλάτος της κίνησης του χεριού σας, και ω = 2πf  είναι η κυκλική 

συχνότητα της κίνησης. Nα φροντίσετε ώστε το πλάτος ξ0  να είναι µικρό, ίσο µε  1 cm. Τι πα-

ρατηρείτε; Ακολουθεί το εκκρεµές την κίνηση του χεριού σας; Ποιο είναι το πλάτος ταλάντωσης 

του εκκρεµούς;

4.	 �Όριο τεράστιας εξωτερικής συχνότητας f  >> f0 . Να αρχίσετε να κινείτε πάρα πολύ γρήγο-

ρα το χέρι σας δεξιά - αριστερά σε οριζόντια διεύθυνση, γύρω από την αρχική θέση της πάνω 

άκρης του νήµατος. Τι παρατηρείτε; Ποιο είναι το πλάτος ταλάντωσης του εκκρεµούς;

5.	 �Συντονισµός f   f0 . Να κινήσετε τώρα το χέρι σας δεξιά - αριστερά σε οριζόντια διεύθυνση 

γύρω από την αρχική θέση της πάνω άκρης του νήµατος, µε περίοδο ταλάντωσης T   T0. Nα 

φροντίσετε ώστε το πλάτος ξ0  της ταλάντωσης του χεριού σας να είναι µικρό (της τάξης του 

cm). Τι παρατηρείτε; Πώς συγκρίνεται το πλάτος ταλάντωσης του εκκρεµούς µε το πλάτος ξ0 της 

κίνησης του χεριού σας; 

Στο Ένθετο 2 εξηγούµε ότι η κίνηση του χεριού µας προκαλεί εξαναγκασµένη ταλάντωση µε µία επι-

πρόσθετη δύναµη της µορφής F0 ηµ(ωt ).

ΕΝΘΕΤΟ 1.  ΜΕΛΕΤΗ ΤΟΥ ΣΥΝΤΟΝΙΣΜΟΥ ΣΤΟ ΚΑΤΑΚΟΡΥΦΟ ΕΛΑΤΗΡΙΟ

Το σώµα του σχήµατος (α) έχει µάζα m και είναι αναρτηµένο από κατακόρυφο ελατήριο σταθεράς k. 

Κρατούµε το δεύτερο άκρο του ελατηρίου µε το χέρι µας.
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Mετρούµε τη θέση του σώµατος µε τον κατακόρυφο άξονα Οy, που έχει θετική φορά προς τα επάνω. 

Η τιµή y = 0 αντιστοιχεί στη θέση του σώµατος όταν ισορροπεί. Η τιµή yΦΜ = 
mg
k
 αντιστοιχεί στη θέση 

του σώµατος, όταν το ελατήριο έχει το φυσικό του µήκος L 0. Η επάνω άκρη του ελατηρίου (και το χέρι) 

βρίσκονται στη θέση yΦΜ + L 0.

 

Αρχικά το χέρι µας είναι ακίνητο στη θέση yΦΜ + L 0, και το σώµα βρίσκεται στη θέση y = 0. Αρχίζουµε 

να κινούµε το χέρι µας περιοδικά πάνω-κάτω, µε πλάτος ξ0  και συχνότητα f  (σχήµα (β)). Σε µία χρονι-

κή στιγµή, η µετατόπιση του χεριού µας από την αρχική του θέση είναι:

ξ  = ξ0 ηµ(2πf t ) = ξ0 ηµ(ωt )

 

Την ίδια χρονική στιγµή, το σώµα βρίσκεται στη θέση y. Από το σχήµα προκύπτει ότι η συνολική µε-

ταβολή στο µήκος του ελατηρίου είναι: ∆L  = yΦΜ + ξ  - y. H  δύναµη ελατηρίου στο σώµα ισούται µε

 F ελ = k∆L  = k(yΦΜ + ξ  - y)

 

Να παρατηρήσετε ότι η πιο πάνω έκφραση έχει το σωστό πρόσηµο: για ∆L  > 0 το ελατήριο είναι τετα-

µένο και η δύναµη F ελ  είναι θετική (βλέπει προς τα πάνω). 

Η συνισταµένη δύναµη στο σώµα ισούται µε:

ΣF  = F ελ + B  = k(yΦΜ + ξ  - y) - mg = kyΦΜ + kξ  - ky  - kyΦΜ = -ky  + kξ0 ηµ(ωt )

										                                                        
= F 0 ηµ(ωt)

  

Ο όρος -ky είναι η δύναµη επαναφοράς του κατακόρυφου ελατηρίου, όταν η ταλάντωση είναι ελεύ-

θερη. Ο τελευταίος όρος είναι η εξωτερική δύναµη της εξαναγκασµένης ταλάντωσης, λόγω της κίνη-

σης του χεριού µας.

ΕΝΘΕΤΟ 2.  ΜΕΛΕΤΗ ΤΟΥ ΣΥΝΤΟΝΙΣΜΟΥ ΣΤΟ ΑΠΛΟ ΕKKΡΕΜΕΣ

Το σώµα του σχήµατος (α) είναι αναρτηµένο από αβαρές νήµα µήκους L. Κρατούµε το δεύτερο 

άκρο του νήµατος µε το χέρι µας. Mετρούµε την οριζόντια θέση του σώµατος µε τον οριζόντιο άξονα 

Οx, που έχει θετική φορά προς τα δεξιά. 

Αρχικά, το χέρι µας βρίσκεται στη θέση x = 0 και το εκκρεµές είναι ακίνητο και κατακόρυφο (σχήµα (α)).

	

Αρχίζουµε να κινούµε το χέρι µας περιοδικά δεξιά-αριστερά γύρω από τη θέση x = 0, µε πλάτος ξ0 και 

συχνότητα f. Σε µία χρονική στιγµή t, το χέρι µας βρίσκεται στην οριζόντια θέση:

ξ  = ξ0 ηµ(2πf t ) = ξ0 ηµ(ωt )
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Την ίδια χρονική στιγµή t , το εκκρεµές δεν είναι κατακόρυφο. Το σώµα βρίσκεται στην οριζόντια θέση  

x, και το νήµα σχηµατίζει γωνία φ µε την κατακόρυφο (σχήµα (β)). 

 

Στο σώµα ασκείται το βάρος του B  και η τάση T  του σχοινιού. Αναλύουµε αυτές τις δυνάµεις ως προς 

το σύστηµα του οριζόντιου άξονα Οx και του κατακόρυφου άξονα Οy.

Για µικρές τιµές της γωνίας φ, το σώµα κινείται σχεδόν σε οριζόντια διεύθυνση. Άρα, η y-συνιστώσα 

της συνισταµένης δύναµης είναι περίπου ίση µε µηδέν:

ΣFy    0   Ty  - mg   0   Ty   mg

 

Η x-συνιστώσα της συνισταµένης δύναµης είναι:

ΣFx = Tx  =  -Ty εφφ =  - mgεφφ
 

Tο αρνητικό πρόσηµο δηλώνει ότι η συνιστώσα Tx  κατευθύνεται προς την αρνητική κατεύθυνση του 

Οx, όταν φ > 0.

Από το σχήµα (β) προκύπτει ότι η γωνία φ ικανοποιεί τη σχέση:

εφφ = ΚΛ
ΟΚ = 

x - ξ 
d

 

Για µικρές τιµές της γωνίας φ, η απόσταση ΟΚ = d  L. Άρα, µπορούµε να γράψουµε:

εφφ = 
x - ξ 

d
 = 

x - ξ0 ηµ(ωt ) 
L

 

Αντικαθιστούµε στην έκφραση για την συνιστώσα ΣFx, και βρίσκουµε:
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ΣFx = - mgεφφ = - 
mg 
L

x + (mg 
L
 ξ0)ηµ(ωt )

 

Ο προτελευταίος όρος είναι η δύναµη επαναφοράς του εκκρεµούς, όταν η ταλάντωση είναι ελεύθε-

ρη. Ο τελευταίος όρος είναι η εξωτερική δύναµη της εξαναγκασµένης ταλάντωσης, λόγω της κίνησης 

του χεριού µας.

To 1850 στην πόλη Angers της Γαλλίας, ένα στρατιωτικό τάγµα, παρήλαυνε πάνω από µια γέφυρα. Ο 

συγχρονισµένος βηµατισµός των στρατιωτών,  οδήγησε στο φαινόµενο του συντονισµού, µε αποτέλε-

σµα η γέφυρα να καταρρεύσει και να σκοτωθούν 200 στρατιώτες. Περισσότερες πληροφορίες µπορεί-

τε να βρείτε στην ιστοσελίδα της Wikipedia.

Ένα φηµισµένο παράδειγµα καταστροφής οικοδοµήµατος λόγω εξαναγκασµένης ταλάντωσης είναι 

η κατάρρευση της γέφυρας Tahoma Narrows στην πολιτεία Washington των ΗΠΑ τον Νοέµβριο του 

1940, λίγους µόνο µήνες µετά τα εγκαίνιά της. 

Μπορείτε να δείτε την ταλάντωση και την κατάρρευση της γέφυρας στην ταινία: 

https://www.youtube.com/watch?v=3mclp9QmCGs
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∆ιάφορες κατασκευές όπως στάδια, γέφυρες, πολυκατοικίες και ουρα-	

νοξύστες, σχεδιάζονται έτσι ώστε να µπορούν να εκτελούν µε ασφά-

λεια ελεύθερες ταλαντώσεις µικρού πλάτους µε τη χαρακτηριστική 

τους συχνότητα f 0 . Εάν αυτές οι κατασκευές εκτελέσουν εξαναγκα-

σµένες ταλαντώσεις, υπάρχει κίνδυνος το πλάτος των ταλαντώσεων 

να αυξηθεί υπερβολικά λόγω φαινοµένων συντονισµού. Για να απο-

φευχθεί η αύξηση του πλάτους στην περίπτωση συντονισµού, τοποθε-

τούνται στις κατασκευές κατάλληλα συστήµατα απόσβεσης. 

Ο ουρανοξύστης Taipei-101 στην Ταιβάν έχει ύψος 509,2 m, και είναι ένα από τα υψηλότερα κτήρια του 

κόσµου. 

Για να επιτυγχάνεται γρήγορη απόσβεση των εξαναγκασµένων ταλαντώσεων από τους ισχυρούς ανέ-

µους, ο ουρανοξύστης είναι εξοπλισµένος µε ένα τεράστιο ατσάλινο εκκρεµές βάρους 660 τόννων.

Πηγή:
https://commons.wikimedia.org/wiki/

File:Taipei_101_Tuned_Mass_Damper_ 

2010.jpg

Πηγή:

https://en.wikipedia.org/wiki/Taipei_101

Πολλές εφαρµογές χρησιµοποιούν το φαινόµενο του συντονισµού. 

Για παράδειγµα, στα έγχορδα µουσικά όργανα, όπως η κιθάρα, το 

σώµα και η ακουστική κοιλότητα (αντηχείο) συντονίζονται µε την τα-

λάντωση των χορδών. Ο συντονισµός ενισχύει την ένταση του ήχου 

σε συγκεκριµένες συχνότητες, και συνεισφέρει στον τελικό ήχο, 

που παράγεται από το όργανο.
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Ερωτήσεις Κατανόησης

Να συµπληρώσετε τον πιο κάτω Πίνακα µε την Ένδειξη Σωστό/Λάθος. Σε κάθε περίπτωση, να αιτιο-

λογήσετε την απάντησή σας στο τετράδιό σας. 

Α/Α     ΠΡΟΤΑΣΗ Σωστό / Λάθος

1
Ένα εκκρεµές εκτελεί ΑΑΤ µε απόσβεση. Η χαρακτηριστική κυκλική 
συχνότητα του εκκρεµούς είναι ω0 =   g/L. Εάν στο εκκρεµές δρα µια 
επιπρόσθετη περιοδική δύναµη της µορφής F(t ) = F 0 ηµ(3ω0t ):

α
Το εκκρεµές συνεχίζει να ταλαντώνεται µε τη χαρακτηριστική του κυκλική 
συχνότητα ω0.

β Το εκκρεµές ταλαντώνεται µε κυκλική συχνότητα 3ω0.

γ Το πλάτος της ταλάντωσης παραµένει σταθερό.

δ Το πλάτος της ταλάντωσης αυξάνεται απεριόριστα.

2 Ποια από τα πιο κάτω φαινόµενα αντιστοιχεί σε συντονισµό:

α Ένα σώµα ταλαντώνεται σε κατακόρυφο ελατήριο.

β
Ένα παιδί, που κάνει κούνια, αυξάνει το πλάτος της κίνησής του µε 
κατάλληλες κινήσεις των ποδιών του και των χεριών του.

γ
Ένα σώµα στερεωµένο σε οριζόντιο ελατήριο ταλαντώνεται πάνω σε µία 
ανώµαλη επιφάνεια.

δ
Ένα πλυντήριο εµφανίζει έντονους κραδασµούς κατά τη διάρκεια του 
στιψίµατος των ρούχων, όταν το τύµπανο περιστρέφεται µε µία ορισµένη 
συχνότητα.

ε
Τα τζάµια ενός σπιτιού ταλαντώνονται έντονα, όταν περνά από τον δρόµο 
ένα αυτοκίνητο.

Χαρακτηριστικά Μεγέθη της Απλής Αρµονικής Ταλάντωσης

Μέγεθος Εξίσωση

Περίοδος Απλού Εκκρεµούς Τ  = 2π  
L
g
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Περίοδος Οριζόντιου/Κατακόρυφου Ελατηρίου Τ  = 2π  m
k

Κυκλική Συχνότητα Οριζόντιου/Κατακόρυφου 

Ελατηρίου
ω  = 

2π
Τ
 =    

k
m

Οριζόντιο Ελατήριο

Θέση Ισορροπίας (ορισµός) x  = 0

Θέση της ελεύθερης άκρης ελατηρίου, 
όταν έχει το φυσικό του µήκος

x  = 0

∆ύναµη Ελατηρίου (για ΘΙ x  = 0) Fελ = -kx

∆υναµική Ενέργεια Σώµατος - Οριζόντιου 
Ελατηρίου (για ΘΙ x  = 0)

Uελ = 
1
2

kx 2

Σχέση Ταχύτητας - Θέσης υ  = ±   
k

m
    (χ  2 0

 - χ 2) = ± ω   (χ  2 0
 - χ 2)

Κατακόρυφο Ελατήριο

Θέση Ισορροπίας (ορισµός). y  = 0

Θέση της ελεύθερης άκρης ελατηρίου, όταν το 
ελατήριο έχει το φυσικό του µήκος (για ΘΙ y  = 0)

y ΦΜ = 
mg

k

∆ύναµη Ελατηρίου (για ΘΙ y  = 0) Fελ = -k(y  - y ΦΜ)

∆υναµική Ενέργεια Σώµατος - Κατακόρυφου 
Ελατηρίου (ΘΙ y  = 0)

Uελ = 
1
2

k(y  - y ΦΜ)2

Συνολική ∆υναµική Ενέργεια Σώµατος - 

Κατακόρυφου Ελατηρίου - Γης (για Uβαρ = mgy)
Uβαρ + Uελ = 

1
2

k(y 2  + y  2 ΦΜ )

Μηχανική Ενέργεια Σώµατος - Κατακόρυφου 
Ελατηρίου - Γης

Eµηχ = 
1
2

mυ2 + 
1
2

k(y 2  + y  2 ΦΜ )

Σχέση ακραίων Θέσεων Ταλάντωσης - Μηχανικής 
Ενέργειας

y
0  = ±    

2Eµηχ 

m
 - y  2 ΦΜ

Σχέση Ταχύτητας - Θέσης υ  = ±    
2Eµηχ 

m
 -  

k

m
 (y 2  + y  2 ΦΜ )
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Απαντήσεις  Ελέγχου Κατανόησης Εννοιών

2.16.1. 	 �Στη θέση y  = y ΦΜ = +mg/k , όπου βρίσκεται η ελεύθερη άκρη όταν το ελατήριο έχει το φυσικό του 

µήκος.

2.16.2. 	 Στις ακραίες θέσεις της ταλάντωσης.

2.16.3. 	 Στη θέση ισορροπίας y  = 0.

2.16.4.	 Uβαρ + Uελ = 
1
2

k(y  2 ΦΜ
  + y  2 ΦΜ ) = ky  2 ΦΜ = 

(mg)2

k
 .

2.16.5. 	 Η Mηχανική Eνέργεια θα είναι

	 Eµηχ = Uελ + Uβαρ = 
1
2

k(0  + y  2 ΦΜ ) =  
1
2

ky  2 ΦΜ  = 
(mg)2

2k
 .

 

	 �Αφού το σώµα βρίσκεται µε µηδενική ταχύτητα στη ΘΙ (όπου η συνισταµένη δύναµη και η επιτάχυν-

ση µηδενίζονται), θα παραµείνει ακίνητο στη ΘΙ.

2.16.6. 	 Αφήνουµε το σώµα από ηρεµία από µία θέση (α) -y ΦΜ  < y  < y ΦΜ , (β) τη θέση y   = y ΦΜ.

 

2.16.7. 	 Η ανώτατη ακραία θέση θα ισούται µε +2y ΦΜ.

2.16.8. 	 �Η Κινητική Ενέργεια αυξάνεται και η συνολική ∆υναµική Ενέργεια ελαττώνεται (αποκτά ελάχιστη 

τιµή στη ΘΙ). ∆υναµική Ενέργεια µετατρέπεται σε Κινητική.

2.16.9. 	 �Η Κινητική Ενέργεια ελαττώνεται και η συνολική ∆υναµική Ενέργεια αυξάνεται. Κινητική Ενέργεια 

µετατρέπεται σε ∆υναµική.

2.16.10. 	Η Μηχανική Ενέργεια παραµένει σταθερή (εάν οι τριβές και η αντίσταση του αέρα είναι αµελητέες).

2.18.1. 	 �Θα κατασκεύαζα ένα εκκρεµές, και θα µετρούσα την περίοδό του µε το χρονόµετρο. Από τον τύπο 

της περιόδου, θα προσδιόριζα το µήκος του νήµατος του εκκρεµούς. Κατόπιν, θα χρησιµοποιούσα 

το νήµα για να µετρήσω τις διαστάσεις του δωµατίου.

2.18.2. 	 �Στον Ισηµερινό είναι ελάχιστα µικρότερη η τιµή της επιτάχυνσης της βαρύτητας, οπότε είναι ελάχι-

στα µεγαλύτερη η περίοδος.

2.18.3. 	 Η επιτάχυνση της βαρύτητας ελαττώνεται, οπότε η περίοδος αυξάνεται.

2.18.4. 	 Πρέπει να µεγαλώσουµε το µήκος του νήµατος.
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2.18.5. 	 �Αφού καθυστερεί, έχει µεγαλύτερη περίοδο από την επιθυµητή. Για να ελαττώσουµε την περίοδο 

πρέπει να ελαττώσουµε το µήκος του νήµατος.

2.18.6. 	 �Σύµφωνα µε τον ∆εύτερο Νόµο του Νεύτωνα, η επιτάχυνση είναι αντιστρόφως ανάλογη µε τη µάζα, 

εάν η δύναµη είναι σταθερή: α = F/m  1/m. Η δύναµη επαναφοράς στο σώµα του εκκρεµούς (η 

εφαπτοµενική συνιστώσα του βάρους) είναι ανάλογη µε τη µάζα του σώµατος. Άρα, ένα σώµα µε-

γαλύτερης µάζας υπόκειται σε µεγαλύτερη δύναµη επαναφοράς. Από τον ∆εύτερο Νόµο του Νεύ-

τωνα, προκύπτει ότι η εφαπτοµενική επιτάχυνση του σώµατος είναι ανεξάρτητη από τη µάζα του:	

αΕ  = ΒΕ /m = -mgφ/m = -gφ. Γι΄ αυτό, η περίοδος του εκκρεµούς δεν εξαρτάται από τη µάζα του 

σώµατος.

2.18.7. 	 Τα εκκρεµή έχουν την ίδια περίοδο (δεν εξαρτάται από τη µάζα).

2.18.8. 	 �Η περίοδος της ΑΑΤ δεν εξαρτάται από το πλάτος της ταλάντωσης. Αφού οι αρχικές γωνίες είναι 

µικρές, το εκκρεµές εκτελεί ΑΑΤ και η περίοδος δεν εξαρτάται από την αρχική γωνία.

2.18.9. 	 Τα εκκρεµή θα έχουν την ίδια περίοδο. Ισχύει η ίδια εξήγηση µε την προηγούµενη ερώτηση.

2.19.1. 	 �Η επιτάχυνση της ελεύθερης πτώσης είναι µεγάλη και η διάρκεια της κίνησης είναι µικρή. Γι’ αυτό, 

τα πειράµατα ελεύθερης πτώσης απαιτούν τον προσδιορισµό του χρόνου πτώσης µε µεγάλη ακρί-

βεια.

2.19.2. 	 �Θα πρέπει στον τύπο της περιόδου η µαθήτρια να λάβει υπόψη της ότι το συνολικό µήκος του 

εκκρεµούς είναι L + R (ίσο µε την απόσταση ανάµεσα στο σηµείο περιστροφής Ο και στο σηµείο 

εφαρµογής του βάρους του σώµατος).

2.19.3. 	Με αυτό τον τρόπο ελαττώνεται το σφάλµα στον προσδιορισµό της περιόδου.

2.19.4. 	 �Η περίοδος ταλάντωσης σώµατος σε κατακόρυφο ελατήριο δεν εξαρτάται από την επιτάχυνση της 

βαρύτητας. Η επιτάχυνση της βαρύτητας g µπορεί να προσδιορισθεί από την επιµήκυνση του ελα-

τηρίου, ∆L = 
mg

k
 = y ΦΜ - 0. Εάν η σταθερά ελατηρίου k  δεν είναι γνωστή, µπορούµε να την προσ-

διορίσουµε από την περίοδο ταλάντωσης: Τ  = 2π  
m
k

  k = 
4π 2m

T 2
. Κατόπιν, προσδιορίζουµε την 

επιτάχυνση της βαρύτητας:

	 g = k ∆L
m

 = 
4π 2m

T 2
 
∆L
m
 = 

4π 2

T 2
∆L 
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