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ΠΡΟΛΟΓΟΣ

H διασφάλιση της ποιότητας ζωής στον αιώνα που διανύουµε, βασίζεται ολοένα και περισ-

σότερο στην επιστηµονική και τεχνολογική πρόοδο. Η απόκτηση εκπαίδευσης και δεξιοτή-

των στην επιστήµη είναι απαραίτητη για την επίτευξη βιώσιµης ανάπτυξης και εδραίωσης της 

πραγµατικής δηµοκρατίας.

Με ιδιαίτερη χαρά προλογίζω την έκδοση του βιβλίου «Φυσική Γ΄ Λυκείου». Το βιβλίο αυτό

γράφτηκε µε τη σκέψη ότι εσείς, οι σηµερινοί µαθητές και οι αυριανοί πολίτες, θα πρέπει να

δοµήσετε ένα συνεκτικό σώµα γνώσεων, να αναπτύξετε τις αναγκαίες δεξιότητες και ικα-

νότητες για συµµετοχή σε µια κοινωνία ενεργών και κριτικά σκεπτόµενων ανθρώπων και να 

διαµορφώσετε θετικές στάσεις και συµπεριφορές έναντι της επιστήµης. Γι’ αυτό τον λόγο 

σε αυτό το βιβλίο τα θέµατα της Φυσικής συνδέονται µε την καθηµερινή ζωή, τη φύση και 

την εξέλιξη της επιστήµης.

Επιθυµώ να εκφράσω τις ευχαριστίες µου στους πανεπιστηµιακούς Γεώργιο Αρχοντή, Ζα-

χαρία Ζαχαρία, Φώτιο Πτωχό, Νικόλαο Τούµπα, στους εκπαιδευτικούς Μιχάλη Ιωάννου, 

Ιωάννη Καρµιώτη, Σάββα Πολυδωρίδη και ∆ηµήτριο Φιλίππου, και στους Επιθεωρητές Φυ-

σικής Παναγιώτη Ελευθερίου και Γιαννάκη Χατζηκωστή, που ασχολήθηκαν µε τη συγγραφή 

του βιβλίου.

Τέλος, ευχαριστώ την Υπηρεσία Ανάπτυξης Προγραµµάτων που είχε την ευθύνη για την 

έκδοση του βιβλίου αυτού.

∆ρ Κυπριανός Λούης

∆ιευθυντής Μέσης Εκπαίδευσης





ΛΙΓΑ ΛΟΓΙΑ ΓΙΑ ΤΟ ΝΕΟ ΒΙΒΛΙΟ ΦΥΣΙΚΗΣ ΤΗΣ Γ΄ ΛΥΚΕΙΟΥ

Αγαπητοί και αγαπητές µαθήτριες και µαθητές,

Σας καλωσορίζουµε στη νέα σχολική χρονιά, και σας ευχόµαστε, µε αφετηρία αυτό το βι-

βλίο, να κάνετε ένα συναρπαστικό ταξίδι στον θαυµαστό κόσµο της Φυσικής. 

Από τα βάθη της αρχαιότητας, οι άνθρωποι προσπαθούν να ερµηνεύσουν τα φαινόµενα 

του φυσικού κόσµου. Τον 6ο αιώνα π.Χ. οι αρχαίοι Έλληνες φυσικοί φιλόσοφοι της Ιωνίας 

βασίσθηκαν σε λογικά επιχειρήµατα και διατύπωσαν τις πρώτες θεωρίες για την αρχή των 

όντων. Η σύγχρονη επιστηµονική µεθοδολογία θεµελιώθηκε τον 17ο αιώνα από τον Γαλι-

λαίο (Galileo Galilei) και θέτει ως προϋπόθεση τη διεξαγωγή και ερµηνεία κατάλληλα σχεδι-

ασµένων πειραµάτων. Σε συνδυασµό µε την πειραµατική µεθοδολογία, ο Γαλιλαίος τόνιζε 

ότι για την ερµηνεία των νόµων της Φύσης είναι απαραίτητη η χρήση των µαθηµατικών (“το 

βιβλίο της Φύσης είναι γραµµένο µε µαθηµατικούς χαρακτήρες”). Τον ίδιο αιώνα, ο Ισαάκ 

Νεύτωνας διατύπωσε τους νόµους της κίνησης και τον νόµο της παγκόσµιας έλξης, στο 

φηµισµένο έργο του Philosophiae Naturalis Principia Mathematica. 

Οι σύγχρονες Φυσικές θεωρίες και πειράµατα µελετούν και ερµηνεύουν σε µεγάλο βαθµό 

φαινόµενα που παρατηρούνται τόσο σε υποατοµική, όσο και σε αστρονοµική κλίµακα, από 

τη συµπεριφορά των στοιχειωδών σωµατιδίων µέχρι τη δηµιουργία αστέρων και την εξέλιξη 

του Σύµπαντος. 

Σε συνδυασµό µε την κατανόηση της συµπεριφοράς του Φυσικού κόσµου, η Φυσική έχει 

αναρίθµητες πρακτικές εφαρµογές. Η λειτουργία των συσκευών που χρησιµοποιούµε 

στην καθηµερινή ζωή για την παραγωγή φωτός, την παραγωγή και χρήση ηλεκτρικής ενέρ-

γειας, την απορρόφηση ηλιακής ενέργειας, την κίνηση, την επικοινωνία και την ψυχαγωγία, 

βασίζεται σε φυσικές αρχές.

Στα µέσα του 20ου αιώνα, ο φηµισµένος Αυστριακός Φυσικός Erwin Schroedinger, διατύ-

πωσε στο βιβλίο του “What is Life” την άποψη ότι η Φυσική µπορεί να συνεισφέρει και στην 
κατανόηση των φαινοµένων που παρατηρούνται σε ζωντανούς οργανισµούς (έµβια ύλη). Η 



αλµατώδης ανάπτυξη όλων των Φυσικών Επιστηµών, ιδιαίτερα από τις αρχές του εικοστού 

αιώνα, καθιστά δυνατή τη µελέτη και την ερµηνεία της συµπεριφοράς της έµβιας ύλης µε µία 

διεπιστηµονική προσέγγιση, στην οποία συνδυάζονται µέθοδοι από πολλές επιστηµονικές 

περιοχές (Φυσική, Χηµεία, Βιολογία, κλάδοι Μηχανικής). Πειραµατικές συσκευές που βα-

σίζονται σε φυσικές αρχές, όπως το ηλεκτρονικό µικροσκόπιο, το µικροσκόπιο φθορισµού, 

το µικροσκόπιο ατοµικής δύναµης και το σύγχροτρο προσφέρουν λεπτοµερείς εικόνες της 

δοµής του κυττάρου και των βιολογικών µορίων. Οι εικόνες αυτές, µαζί µε θεωρητικά φυσι-

κά µοντέλα για τη δοµή και τις δυνάµεις µεταξύ µορίων, χρησιµοποιούνται στο στοχευµένο 

σχεδιασµό φαρµάκων. Ταυτόχρονα, η Φυσική συνεισφέρει ουσιαστικά σε πολλές διαγνω-

στικές και θεραπευτικές τεχνικές της σύγχρονης Ιατρικής, όπως η χρήση υπερήχων, ο πυ-

ρηνικός µαγνητικός συντονισµός (MRI), η τοµογραφία ποζιτρονίου-ηλεκτρονίου (PET scan), 

η ακτινοβόληση καρκινικών όγκων. 

Οι αλµατώδεις εξελίξεις που περιγράψαµε υποδεικνύουν ότι η Φυσική είναι ένας εξαιρετι-

κά υποσχόµενος τοµέας απασχόλησης για τους νέους ανθρώπους, που θα συνεισφέρουν 

στην πρόοδο της ανθρωπότητας, παίρνοντας τη σκυτάλη από τους παλαιότερους.

Το βιβλίο που έχετε στα χέρια σας αποτελεί ένα περιεκτικό και πλήρες κείµενο αναφοράς, 

που συµβαδίζει πιστά µε το Αναλυτικό Πρόγραµµα. 

Κάθε κεφάλαιο περιλαµβάνει:

•	 Αρχική σύνοψη των διδακτικών στόχων, 

•	 �Ανάπτυξη της αντίστοιχης θεωρίας µε συνδυασµό αναπαραστάσεων (κείµενο και 

εικόνες, διαγράµµατα, γραφικές παραστάσεις, πίνακες).

•	 Ερωτήσεις ελέγχου κατανόησης εννοιών

•	 Πολυάριθµα λυµένα παραδείγµατα 

•	 Τελικές ερωτήσεις ανακεφαλαίωσης και κατανόησης 

•	 Άλυτες ασκήσεις. 

Η σύνοψη των διδακτικών στόχων συνιστά έναν οδηγό για το τι πρέπει να γνωρίζετε µε 

την ολοκλήρωση της µελέτης του κεφαλαίου. Οι συνοδευτικές αναπαραστάσεις (εικόνες, 

διαγράµµατα, γραφικές παραστάσεις, πίνακες) επεξηγούν πτυχές της θεωρίας και πρέπει 

να µελετώνται σε συνδυασµό µε το γραπτό κείµενο. 

Η µελέτη των λυµένων παραδειγµάτων είναι απαραίτητη προϋπόθεση για την κατανόηση 

της θεωρίας και πρέπει να προηγείται της επίλυσης των άλυτων ασκήσεων στο τέλος του 

βιβλίου. Ο στόχος των παραδειγµάτων είναι διπλός: (1) παρουσιάζουν τη µεθοδολογία επί-



λυσης µίας κατηγορίας προβληµάτων. (2) αναδεικνύουν λεπτοµερώς τον τρόπο γραφής και 

τον χειρισµό µαθηµατικών συµβόλων, εξισώσεων και µονάδων µέτρησης, που υιοθετείται 

στη διεθνή πρακτική.

Οι ερωτήσεις ελέγχου κατανόησης αναφέρονται σε επιλεγµένα σηµεία του κειµένου, και 

αποσκοπούν στον έλεγχο της κατανόησης βασικών εννοιών. Εάν διαπιστώνετε έλλειψη κα-

τανόησης, πρέπει να αφιερώνετε επιπλέον χρόνο πριν προχωρήσετε στα επόµενα σηµεία 

του κειµένου.

Οι τελικές ερωτήσεις κατανόησης ελέγχουν την κατανόηση του συνολικού περιεχοµένου 

του κεφαλαίου, και βοηθούν στην ανακεφαλαίωση. Σε περίπτωση που εντοπίζετε δυσκολί-

ες, πρέπει να µελετήσετε ξανά το σχετικό περιεχόµενο και τα συνοδευτικά παραδείγµατα. 

Η επίλυση προβληµάτων είναι απαραίτητο και αναντικατάστατο στοιχείο της εκπαί-

δευσης στη Φυσική. Τόσο η Πειραµατική, όσο και η Θεωρητική Φυσική έχουν σηµαντική 

ποσοτική συνιστώσα. Μαζί µε την ανάπτυξη ικανοτήτων διερεύνησης και διατύπωσης συ-

µπερασµάτων, είναι απαραίτητη και η σταδιακή ωρίµανση σας στην ποσοτική επεξεργασία 

δεδοµένων. Γι΄ αυτό το λόγο έχουµε συµπεριλάβει στο βιβλίο πολυάριθµα λυµένα παρα-

δείγµατα και ασκήσεις κλιµακούµενης δυσκολίας. Επίσης, είναι σηµαντικό να γνωρίζετε ότι 

φροντίσαµε ώστε το κείµενο να βασίζεται στις ήδη αποκτηθείσες γνώσεις Μαθηµατικών 

σας, χωρίς να τις υπερβαίνει.

Για να επιτύχετε το καλύτερο δυνατό αποτέλεσµα, σας εισηγούµαστε όπως µελετάτε πρώτα 

το επιστηµονικό περιεχόµενο µίας ενότητας, τα αντίστοιχα λυµένα παραδείγµατα και τις 

ερωτήσεις ελέγχου κατανόησης εννοιών, πριν προχωρήσετε στο επόµενο µέρος. Στο τέ-

λος, ασχοληθείτε µε την επίλυση των άλυτων ασκήσεων. Οι άλυτες ασκήσεις βασίζονται 

στη θεωρία και τα λυµένα παραδείγµατα. Μην προσπαθείτε να λύσετε τις ασκήσεις πριν 

συµβουλευτείτε το κείµενο, γιατί θα δυσκολευτείτε πολύ περισσότερο.  

Το βιβλίο αποτελεί οδηγό µελέτης, αλλά το βασικό και αναντικατάστατο σηµείο αναφοράς 

είναι ο/η εκπαιδευτικός σας. Πρέπει να δίνετε εξαιρετική προσοχή στις διαλέξεις, να συµ-

µετέχετε ενεργά, και να συµβουλεύεστε εγκαίρως τον/την εκπαιδευτικό σας για σηµεία στα 

οποία εντοπίζετε έλλειψη κατανόησης.

Ευχόµαστε να βρείτε το βιβλίο χρήσιµο, και σας ευχόµαστε Καλή Νέα Σχολική Χρονιά.

Η Συγγραφική Οµάδα
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		    ΜΗΧΑΝΙΚΗ ΣΤΕΡΕΟΥ 	
							        ΣΩΜΑΤΟΣ 



Στις Ενότητες 1.1. - 1.10. του Κεφαλαίου 1Α:

	 		  ∆ιαφοροποιούµε ανάµεσα στις έννοιες υλικού σηµείου και σώµατος.

	 		  Ορίζουµε το στερεό σώµα.

	 		��  Περιγράφουµε τα διάφορα είδη κίνησης: µεταφορική, περιστροφική 

			   και σύνθετη.

	 		  Ορίζουµε το φυσικό µέγεθος της ροπής δύναµης ως προς σηµείο.

	 		  Ορίζουµε το ζεύγος δυνάµεων και υπολογίζουµε τη ροπή του.

	 		  ∆ιατυπώνουµε τον Πρώτο Νόµο του Νεύτωνα για την περιστροφική κίνηση.

	 		  Αναφέρουµε τις συνθήκες ισορροπίας στερεού σώµατος. 

	 		  Εφαρµόζουµε τις συνθήκες ισορροπίας σε παραδείγµατα στατικής 

			   ισορροπίας.

ΚΕΦΑΛΑΙΟ

		    ΜΗΧΑΝΙΚΗ ΣΤΕΡΕΟΥ 	
							        ΣΩΜΑΤΟΣ Ενότητες 1.1. - 1.10.
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Τα δύο προηγούµενα χρόνια µελετήσαµε προβλήµατα ισορροπίας 

και κίνησης σωµάτων σε µία και δύο διαστάσεις, χρησιµοποιώντας 

τους Νόµους του Νεύτωνα και τις έννοιες του Έργου και της Ενέργει-

ας. Ασχοληθήκαµε µε περιπτώσεις, στις οποίες τα διάφορα σώµατα 

µπορούσαν να αναπαρασταθούν ως υλικά σηµεία.

Σε πολλά προβλήµατα ισορροπίας και κίνησης, η προσέγγιση υλικού 

σηµείου δεν είναι ορθή, και οι διαστάσεις του σώµατος πρέπει να 

ληφθούν υπόψη. Ας θεωρήσουµε τα επόµενα παραδείγµατα:

Για να µελετήσουµε προβλήµατα ισορροπίας και κίνησης όπως τα 

παραπάνω, πρέπει να χωρίσουµε τα σώµατα σε στοιχειώδη τµήµατα 

(υλικά σηµεία) και να εφαρµόσουµε ξεχωριστά τους Νόµους του Νεύ-

τωνα στα διάφορα τµήµατα.

Σε αυτό το Κεφάλαιο θα ασχοληθούµε µε περιστροφικές κινήσεις, 

στις οποίες τα στοιχειώδη τµήµατα ενός σώµατος διαγράφουν κυ-

κλικές τροχιές. Θα δείξουµε ότι η περιγραφή των περιστροφικών κινή-

σεων διευκολύνεται µε την εισαγωγή νέων φυσικών µεγεθών, όπως η 

Ροπή ∆ύναµης, η Στροφορµή και η Ροπή Αδράνειας. Στο ακόλου-

θο  Ένθετο ανακαλούµε βασικές έννοιες της κυκλικής κίνησης. 

Μία ράβδος ανατρέπεται, όταν  πάψει 

να βρίσκεται σε κατακόρυφη θέση. 

Τα σηµεία µίας περιστρεφόµενης 

σφαίρας κινούνται µε διαφορετικές 

ταχύτητες.

Ένα τιµόνι αρχίζει να περιστρέφεται, 

όταν δρουν αντίθετες δυνάµεις σε  

αντιδιαµετρικά σηµεία του. 

Mία παγοδρόµος ελαττώνει την ταχύ- 

τητα περιστροφής της, εκτείνοντας 

τα χέρια της.
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Ανάκληση Εννοιών από την Κυκλική Κίνηση

•	 Η θέση ενός σηµείου Α στον κύκλο περιγράφεται από τη 

γωνία θέσης θ, που σχηµατίζει το διάνυσµα θέσης rΑ  του 
σηµείου µε έναν άξονα (µία συγκεκριµένη διάµετρο του κύ-

κλου). Η γωνία θ µετράται σε ακτίνια (rad).

 

•	 Η κίνηση πάνω στον κύκλο κατά τη φορά των δεικτών 

του ρολογιού ονοµάζεται δεξιόστροφη. Η κίνηση αντίθετα 

από τη φορά των δεικτών του ρολογιού ονοµάζεται αρι-

στερόστροφη.

•	 Η µεταβολή στη γωνία θέσης, κατά τη µετακίνηση από ένα 

αρχικό σηµείο Α σε ένα τελικό σηµείο B, ονοµάζεται γωνι-

ακή µετατόπιση: ∆θ  = θB - θA. Η γωνιακή µετατόπιση είναι 

θετική για αριστερόστροφη, και αρνητική για δεξιόστρο-

φη κίνηση.

•	 Το διανυσµατικό µέγεθος της γωνιακής ταχύτητας ω  εκ-

φράζει τη γωνιακή µετατόπιση του σώµατος στον κύκλο, 

ανά µονάδα χρόνου: ω = 
∆θ
∆t  (για ∆t  πολύ µικρό), µε µονά-

δα µέτρησης rad/s. Έχει διεύθυνση κάθετη στο επίπεδο 

της κυκλικής τροχιάς και φορά που καθορίζεται µε τον κα-

νόνα της δεξιάς παλάµης.

Κανόνας της δεξιάς παλάµης. Λυγίζουµε τα δάχτυλα, εκτός του αντίχει-

ρα, κατά τη φορά της γωνιακής µετατόπισης. Ο τεντωµένος αντίχειρας 

υποδεικνύει τη ζητούµενη κατεύθυνση.

Aριστερόστροφη 
Mετατόπιση

∆εξιόστροφη 
Mετατόπιση

Aριστερόστροφη 
Φορά

∆εξιόστροφη 
Φορά

Aριστερόστροφη 
Mετατόπιση

∆εξιόστροφη 
Mετατόπιση
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Όπως η γωνιακή µετατόπιση, έτσι και η γωνιακή ταχύτητα 

είναι θετική για αριστερόστροφη, και αρνητική για δεξιό-

στροφη κίνηση.

•	 Η γραµµική ταχύτητα υ  εκφράζει τον ρυθµό µεταβολής 

της θέσης του σώµατος. H γραµµική ταχύτητα ενός σώµα-

τος σε κυκλική τροχιά είναι εφαπτοµενική στην τροχιά, και 

έχει µέτρο  υ = Ι ω ΙR.
 

∆ύο σώµατα, που κινούνται µε την ίδια γωνιακή ταχύτητα 

σε τροχιές διαφορετικών ακτίνων, έχουν διαφορετικές 

κατά µέτρο γραµµικές ταχύτητες.

	  

•	 Η κυκλική κίνηση ονοµάζεται οµαλή, όταν τα µέτρα της 

γραµµικής και της γωνιακής ταχύτητας του σώµατος δεν 

µεταβάλλονται µε τον χρόνο. Ένα σώµα που εκτελεί οµαλή 

κυκλική κίνηση, διαγράφει ίσα τόξα κύκλου σε ίσα χρονι-

κά διαστήµατα.

	

•	 Η συχνότητα f  της οµαλής κυκλικής κίνησης είναι ο αριθ-

µός κύκλων, που διαγράφει το σώµα στη µονάδα του χρό-

νου :

f = 
Αριθµός Κύκλων

Αντίστοιχο Χρονικό ∆ιάστηµα
  

H συχνότητα εκφράζεται σε Hertz (1Hz = 1s-1), ή σε στρο-

φές-ανά-λεπτό (rotations-per-minute ή rpm).

•	 Για να εκτελεί οµαλή κυκλική κίνηση ένα σώµα, πρέπει να 

ασκείται σε αυτό µία συνισταµένη κεντροµόλος δύναµη FΚ ,	

µε µέτρο ΙFΚΙ  = m  υ
2

R
 = mω2R. Η δύναµη FΚ έχει διεύθυν-

ση κατά µήκος της ακτίνας της κυκλικής τροχιάς, και φορά 

προς το κέντρο του κύκλου.

•	 Ένα σώµα, που εκτελεί οµαλή κυκλική κίνηση, κινείται µε 

κεντροµόλο επιτάχυνση α Κ. To διάνυσµα α Κ  είναι οµόρ-

ροπο µε την κεντροµόλο δύναµη και έχει µέτρο:

Ια ΚΙ  =  ΙFΚΙ
m  = ω2R = 

 υ2
R

Τα σηµεία A και Β κινούνται µε την ίδια 

γωνιακή ταχύτητα ω. Η γραµµική ταχύτη-
τα κάθε σηµείου είναι εφαπτοµενική στην 

τροχιά. Επειδή RA = 2RB = 2R, το Α κινείται 

µε διπλάσια κατά µέτρο γραµµική ταχύτη-

τα από το Β.
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•	 Όταν το σώµα κινείται σε κυκλική τροχιά, αλλά τα µέτρα της 

γραµµικής και της γωνιακής ταχύτητας του σώµατος µε-

ταβάλλονται µε τον χρόνο, η κυκλική κίνηση ονοµάζεται 

µεταβαλλόµενη.

•	 Για να εκτελεί µεταβαλλόµενη κυκλική κίνηση ένα σώµα, 

πρέπει να δρα σε αυτό µία συνισταµένη δύναµη κατά την 

εφαπτοµενική (επιτρόχιο) διεύθυνση:

 

(ΣF(t ))E    0    
∆υ
∆t    0

Η επιτάχυνση α   του σώµατος έχει µη µηδενική κεντροµόλο 
α Κ  και επιτρόχιο συνιστώσα α Ε, που εξαρτώνται γενικά από 

τον χρόνο. Τα µέτρα των δύο συνιστωσών είναι

  Ια Κ (t )Ι =  υ
2

R
 = ω2R   και  Ια Ε (t )Ι = Ι∆υ

∆t Ι  
•	 Στην µεταβαλλόµενη κυκλική κίνηση, µεταβάλλεται και η 

γωνιακή ταχύτητα του σώµατος: ∆υ
∆t   0  

∆ω
∆t   0. Ο ρυθ-

µός µεταβολής της γωνιακής ταχύτητας, ονοµάζεται γωνι-

ακή επιτάχυνση αγ (t ):

αγ (t ) = 
∆ω
∆t , ∆t  πολύ µικρό χρονικό διάστηµα

γύρω από τη στιγµή t.

Η γωνιακή επιτάχυνση εκφράζεται σε rad/s2.

1.1.  Η Έννοια του Στερεού Σώµατος

Θα ονοµάζουµε στερεό (άκαµπτο1) ένα σώµα, εάν οι αποστάσεις µε-

ταξύ οποιωνδήποτε στοιχειωδών τµηµάτων του σώµατος είναι αµετά-

βλητες.

1 �Με τον όρο «στερεό σώµα» αποδίδεται στα ελληνικά τόσο ένα σώµα σε στερεά κα-
τάσταση (δηλαδή όχι υγρό ή αέριο), όσο και ένα άκαµπτο σώµα. Ο ορισµός «στερεό 

σώµα» της Ενότητας 1.1 αναφέρεται σε σώµατα, που είναι σε στερεά κατάσταση και 
ταυτόχρονα είναι άκαµπτα. Στα αγγλικά χρησιµοποιείται ο όρος «solid» για σώµα σε 

στερεά κατάσταση, και «rigid body» για το άκαµπτο σώµα.
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Το σώµα του διπλανού σχήµατος αποτελείται από δύο σανίδες, που 

ενώνονται στο σηµείο Ο. Στο αριστερό σχήµα, οι δύο σανίδες είναι 

καρφωµένες µεταξύ τους στο σηµείο Ο, και η απόσταση µεταξύ δύο 

οποιωνδήποτε σηµείων Α και Β του σώµατος παραµένει σταθερή. Το 

σώµα είναι στερεό. Στο δεξί σχήµα, οι σανίδες µπορούν να περιστρέ-

φονται γύρω από την άρθρωση Ο, και η απόσταση ΑΒ µεταβάλλεται. 

Το σώµα δεν είναι στερεό.

Παραδείγµατα στερεών σωµάτων είναι ένα άκαµπτο ξύλινο ραβδί, 

ένας συµπαγής τροχός, µία ξύλινη σφαίρα ή ένας σιδερένιος κύλιν-

δρος. Παραδείγµατα µη στερεών σωµάτων είναι µία ελαστική ταινία, 

ένα σχοινί, ένα ελατήριο, ένας άνθρωπος. 

Έλεγχος Κατανόησης Εννοιών:

1.1.1.	 �Ποια από τα σώµατα των επόµενων σχηµάτων είναι στε-

ρεά; Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας.

	 (α) ∆ύο σφαίρες συνδεδεµένες µε ελατήριο, (β) αυγοδάρτης, (γ) βα-	

	 ράκια, (δ) σφυρί, (ε) κόφτης, (στ) µπούµερανγκ.

1.1.2.	 �Nα εξηγήσετε κατά πόσο ένας άνθρωπος, που περπατά 

µε σταθερή ταχύτητα σε ευθεία γραµµή, αποτελεί στερεό 

σώµα.

1.2.  Μεταφορική και Περιστροφική Κίνηση

Μεταφορική Κίνηση

Ένα σώµα εκτελεί µεταφορική κίνηση όταν όλα τα στοιχειώδη µέρη 

του κινούνται µε ίσες ταχύτητες, κατά µέτρο και κατεύθυνση. 
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Ένας βράχος, που αφήνεται από ηρεµία και πέφτει ελεύθερα, εκτελεί 

µεταφορική κίνηση.	  

Σηµείωση 

Στη Β΄ Λυκείου ορίσαµε ως Κέντρο Μάζας (KM) ενός µη σηµει-

ακού σώµατος (ή συστήµατος σωµάτων), το σηµείο µε διάνυσµα 

θέσης

r KM = 
m1 r 1  + ... + mN r N
m1 + ... + mN

   

Η ταχύτητα του ΚΜ υπολογίζεται από τη σχέση

υKM = 
m1 υ1  + ... + mN υN
m1 + ... + mN

 

Όταν ένα σώµα εκτελεί µεταφορική κίνηση, το ΚΜ του σώµατος 

έχει την ίδια ταχύτητα µε όλα τα στοιχειώδη µέρη του:

υKM = 
m1 υ  + ... + mN υ
m1 + ... + mN

 = υ   

Περιστροφική Κίνηση Υλικού Σηµείου

Ένα υλικό σηµείο εκτελεί περιστροφική κίνηση ως προς κάποιο ση-

µείο Ο του χώρου, όταν το διάνυσµα θέσης του σωµατιδίου r  (µε αρχή 

το Ο) αλλάζει διεύθυνση.

Παράδειγµα περιστροφικής κίνησης είναι η κυκλική κίνηση του σωµα-

τιδίου Α, µε κέντρο το σηµείο Ο. Το επίπεδο της τροχιάς ταυτίζεται µε 

τη σελίδα. Η κάθετη ευθεία στο επίπεδο της τροχιάς, που διέρχεται 

από το κέντρο Ο, ορίζει έναν άξονα περιστροφής. Η γωνιακή ταχύ-

τητα του σωµατιδίου είναι παράλληλη µε τον άξονα περιστροφής και 

έχει φορά προς τον αναγνώστη. Η κατεύθυνση της γωνιακής ταχύτη-

τας απεικονίζεται  στο πιο πάνω σχήµα µε το σύµβολο .	  

Σηµείωση 

Θα απεικονίζουµε ένα διάνυσµα κάθετο στο επίπεδο της σελίδας 

µε το σύµβολο , εάν έχει φορά προς τον αναγνώστη, και µε το 

σύµβολο , εάν έχει φορά προς τη σελίδα. 
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Περιστροφική Κίνηση  Στερεού Σώµατος

Στο επόµενο σχήµα, το κέντρο Ο του επίπεδου δίσκου παραµένει 

ακίνητο, και τα υπόλοιπα σηµεία του δίσκου διαγράφουν κυκλικές 

τροχιές µε κοινό κέντρο το σηµείο Ο. Η κάθετη ευθεία στο επίπεδο 

των τροχιών, που διέρχεται από το κέντρο Ο, ορίζει έναν άξονα περι-

στροφής, ως προς τον οποίο περιστρέφεται ο δίσκος.

Εάν ο δίσκος είναι στερεό σώµα, όλα τα σηµεία του έχουν την ίδια 

γωνιακή ταχύτητα ω. Η γραµµική ταχύτητα των σηµείων του δίσκου 
µεταβάλλεται όµως, ανάλογα µε την απόστασή τους από το κέντρο 

του δίσκου. Για παράδειγµα, τα σηµεία Α και Β διαγράφουν τροχιές 

ακτίνων RA και RB  και έχουν γραµµικές ταχύτητες µε µέτρα υA = ω RA 

και υB = ω RB. 

	  

Στο παράδειγµα του επίπεδου δίσκου, οι τροχιές όλων των σηµείων 

ανήκουν στο ίδιο επίπεδο και έχουν το ίδιο κέντρο Ο. Εάν το περι-

στρεφόµενο σώµα είναι τρισδιάστατο, τα σηµεία του διαγράφουν τρο-

χιές γύρω από διαφορετικά κέντρα. 

Το διπλανό σχήµα απεικονίζει έναν περιστρεφόµενο κύλινδρο. Τα ση-

µεία Α και Β διαγράφουν τροχιές µε κέντρα τα σηµεία Ο1 και Ο2. Τα 

κέντρα των τροχιών βρίσκονται πάνω στην ευθεία Oz, η  οποία τέµνει 

κάθετα τα επίπεδα των τροχιών. Η ευθεία Οz ορίζει έναν άξονα περι-

στροφής, γύρω από τον οποίο περιστρέφεται ο κύλινδρος.

Τα σηµεία του κυλίνδρου έχουν την ίδια γωνιακή ταχύτητα ω. Το µέ-
τρο της γραµµικής ταχύτητας κάθε σηµείου είναι ανάλογο µε την από-

στασή του από τον άξονα περιστροφής. Τα σηµεία πάνω στον άξονα 

περιστροφής παραµένουν ακίνητα.

Σύνθετη Κίνηση

Ένα σώµα εκτελεί σύνθετη κίνηση όταν το σώµα περιστρέφεται ως 

προς έναν άξονα και ο άξονας αυτός µετακινείται στο χώρο, ή όταν 

το σώµα περιστρέφεται και µετακινείται ταυτόχρονα κατά µήκος του 

άξονα περιστροφής του2.

2 �Αποδεικνύεται ότι οποιαδήποτε κίνηση ενός στερεού σώµατος µπορεί να αναλυθεί 
γενικά σε ένα άθροισµα δύο κινήσεων: (i) µίας µεταφορικής κίνησης του ΚΜ του 
σώµατος, και (ii) µίας περιστροφικής κίνησης του σώµατος ως προς έναν άξονα, 
που διέρχεται από το ΚΜ του.
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Η Γη εκτελεί περιστροφική κίνηση γύρω από έναν άξονα που διέρχεται 

από τον Βόρειο και Νότιο γεωγραφικό της πόλο. Τα σηµεία της Γης 

στο ευθύγραµµο τµήµα που ενώνει τον Βόρειο και Νότιο πόλο της πα-

ραµένουν ακίνητα. Τα υπόλοιπα σηµεία διαγράφουν κυκλικές τροχιές 

κάθετες στον άξονα περιστροφής, µε κέντρα πάνω στον άξονα. 

Ταυτόχρονα, ο άξονας περιστροφής της Γης περιφέρεται σε ελλειπτι-

κή τροχιά γύρω από τον Ήλιο.

Μία µπάλα του τένις περιστρέφεται γύρω από έναν άξονα, που δι-

έρχεται από το κέντρο µάζας της. Ταυτόχρονα, το κέντρο µάζας της 

µπάλας διαγράφει παραβολική τροχιά. 

Ο τροχός ενός κινούµενου ποδηλάτου περιστρέφεται γύρω από έναν 

άξονα που διέρχεται από το κέντρο µάζας του. Ταυτόχρονα, το κέ-

ντρο µάζας του τροχού µετακινείται στον χώρο.

Μια σφαίρα που εξέρχεται από την ευθύγραµµη κάννη ενός όπλου 

περιστρέφεται γύρω από έναν άξονα παράλληλο µε την κάννη. Ταυ-

τόχρονα, η σφαίρα εκτελεί µεταφορική κίνηση κατά µήκος του άξονα.

Σηµείωση 

Σε αυτό το Κεφάλαιο δεν θα ασχοληθούµε µε σύνθετες κινήσεις. Θα µελετήσουµε µόνο περιστροφι-

κές κινήσεις στερεών σωµάτων ως προς έναν σταθερό άξονα περιστροφής.

Έλεγχος Κατανόησης Εννοιών:

1.2.1.	 �Να κατατάξετε τα επόµενα παραδείγµατα κινήσεων σε 

µεταφορικές και περιστροφικές. Στην περίπτωση περι-

στροφικών κινήσεων, να καθορίσετε το σηµείο ή τον άξο-

να περιστροφής.

	 (α)  	 Ένας κύβος, που ολισθαίνει σε κεκλιµένο επίπεδο.

	 (β)  � �	 �Μία χιονοσανίδα (snowboard), που κατεβαίνει σε 

µία κυκλική χιονοδροµική πίστα.

	 (γ)   	 Μία πόρτα δωµατίου, που ανοίγει. 

	 (δ)   	 Ένα κατακόρυφο εκκρεµές, που ταλαντώνεται.

	 (ε)   	 Μία κινούµενη τραµπάλα. 

	 (στ) �	 �Μία χάντρα, που είναι περασµένη σε ένα κυκλικό   

σύρµα και γλιστρά στο σύρµα.

	 (ζ)   �	 �Ένα σώµα, που ταλαντώνεται στο άκρο ενός ορι-

ζόντιου ελατηρίου.

	 (η) 	 Τα κινούµενα φτερά ενός ανεµόµυλου.

	 (θ) 	 Ένα ψαλίδι, που ανοιγοκλείνει.
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Η Εικόνα 1-1 απεικονίζει σε κάτοψη ένα άκαµπτο ραβδί µήκους L, 

το οποίο εφάπτεται σε ένα λείο οριζόντιο τραπέζι (παράλληλο µε το 

επίπεδο της σελίδας). Το ραβδί µπορεί να περιστρέφεται πάνω στο 

τραπέζι γύρω από το άκρο του Ο. Ο άξονας περιστροφής διέρχεται 

από το Ο και είναι κάθετος στο επίπεδο της σελίδας. 

Αρχικά το ραβδί είναι ακίνητο.

I.	 �Στο σχήµα (α) εφαρµόζουµε στην άκρη Α του ραβδιού µία 

δύναµη σταθερού µέτρου ΙF  Ι  σε διάφορες διευθύνσεις, για 
το ίδιο µικρό χρονικό διάστηµα ∆t : 

•	 Εάν η δύναµη δρα παράλληλα στο ραβδί (διεύθυνση α), 

το ραβδί παραµένει ακίνητο.

•	 Εάν η δύναµη δεν είναι παράλληλη στο ραβδί (διεύθυνση 

β), αρχίζει να το περιστρέφει. 

•	 Εάν η δύναµη δρα κάθετα στο ραβδί (διεύθυνση γ), προ-

καλεί τη µεγαλύτερη µεταβολή στη γωνιακή ταχύτητα του 

ραβδιού.

1.2.2.	 �Να αναλύσετε τις πιο κάτω σύνθετες κινήσεις σε µεταφο-

ρικές και περιστροφικές.

	 (α) 	 �Η κίνηση του περιστρεφόµενου έλικα ενός ιπτάµε-

νου ελικόπτερου.

	 (β) 	 �Η κίνηση του κυλίνδρου ενός κινούµενου οδο-

στρωτήρα. 

	 (γ) 	 �Η κίνηση µίας µπάλας ποδοσφαίρου, την οποία ρί-

χνει ο τερµατοφύλακας µε φάλτσο.

1.3.  Ροπή ∆ύναµης ως προς Σηµείο

Εικόνα 1-1

(α) Μία δύναµη σταθερού µέτρου δεν 

περιστρέφει το ραβδί όταν δρα κατά την 

παράλληλη διεύθυνση α, και το περιστρέ-

φει ευκολότερα όταν δρα κατά την κάθετη 

διεύθυνση γ. 

(β) Η ίδια δύναµη περιστρέφει πιο δύσκο-

λα το ραβδί, όταν δρα σε µικρότερη από-

σταση από το σηµείο περιστροφής Ο.

Συµπέρασµα 

Το αποτέλεσµα της δύναµης εξαρτάται από τη γωνία ανάµεσα στη διεύθυνση της δύναµης και το ραβδί.

II.	 �Στο σχήµα (β), µία δύναµη µέτρου ΙF  Ι  δρα κάθετα στο ρα-
βδί για το ίδιο χρονικό διάστηµα ∆t , σε απόσταση L/2 από 
το σηµείο περιστροφής Ο. Η δύναµη προσδίδει µικρότερη 

γωνιακή ταχύτητα στο ραβδί, σε σύγκριση µε την δύναµη της 

Εικόνας 1-1(α) (διεύθυνση γ). 
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Συµπέρασµα 

Το αποτέλεσµα της δύναµης εξαρτάται από την απόσταση ανάµεσα στο σηµείο εφαρµογής της δύνα-

µης και στο σηµείο περιστροφής.

Για να περιγράψουµε ποσοτικά αυτές τις παρατηρήσεις, ορίζουµε ένα 

νέο φυσικό µέγεθος, τη ροπή δύναµης ως προς σηµείο.

Εικόνα 1-2

Ροπή δύναµης ως προς σηµείο Ο του χώ-

ρου. 

Ροπή ∆ύναµης ως προς Σηµείο Ο
 

Η Εικόνα 1-2(α) απεικονίζει ένα υλικό σηµείο Α, στο οποίο ασκείται 

µία δύναµη F . Ορίζουµε ως ροπή Μ  της δύναµης F , ως προς το 

σηµείο Ο, το εξής διανυσµατικό µέγεθος:

•	 Η διεύθυνση της ροπής είναι κάθετη στο επίπεδο που ορί-

ζουν τo διάνυσµα θέσης r   του σηµείου Α ως προς το Ο, και το 

διάνυσµα F .
 

•	 Η φορά της ροπής προσδιορίζεται µε τον κανόνα της δεξιάς 

παλάµης, ως ακολούθως: 

(i)	 Σχεδιάζουµε τα διανύσµατα r   και F  µε κοινή αρχή. 

(ii)	 �Σχεδιάζουµε ένα τόξο από το r  στο F (υπάρχουν δύο τέ-

τοια τόξα - διαλέγουµε το µικρότερο).

(iii)	�Ακουµπάµε τη δεξιά µας παλάµη πάνω στο επίπεδο. Λυγί-

ζουµε τα δάκτυλα κατά τη φορά του τόξου, και ο τεντωµέ-

νος αντίχειρας δείχνει τη φορά της ροπής. 	 
	  

•	 Το µέτρο της ροπής ισούται µε το γινόµενο

ΙΜ  Ι  = Ιr     Ι ΙF  Ι ηµθ 

όπου 0 ≤ θ ≤ 180ο είναι η γωνία µεταξύ των r   και F .

Στο διεθνές σύστηµα SI, η ροπή εκφράζεται σε µονάδες N m.
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•	 Θεωρούµε ότι η ροπή έχει θετική αλγεβρική τιµή M > 0, όταν η 

δύναµη F  περιστρέφει το σηµείο Α αριστερόστροφα (αντίθετα 

από τη φορά των δεικτών του ρολογιού, όπως στο σχήµα 1-2(α)). 

•	 Αντίστοιχα, θεωρούµε ότι η ροπή έχει αρνητική αλγεβρική τιµή 

M < 0, όταν η δύναµη F  περιστρέφει το σηµείο Α δεξιόστροφα 

(µε τη φορά των δεικτών του ρολογιού, όπως στο σχήµα 1-2(β)).

 Προσοχή

Η Ροπή, το Έργο και οι διάφορες µορφές Ενέργειας έχουν την ίδια 

µονάδα µέτρησης, N m. Όµως:

•	 Το  Έργο και η Ενέργεια είναι µονόµετρα µεγέθη, ενώ η Ροπή 

είναι διανυσµατικό µέγεθος.

•	 Το Έργο και η Ενέργεια εκφράζονται σε Joule (1 J = 1 N m). Η Ρο-

πή εκφράζεται πάντοτε σε N m και ποτέ σε Joule.  

Υπολογισµός της Ροπής

Υπολογίζουµε την αλγεβρική τιµή της ροπής µε µία από τις ακόλου-

θες τρεις ισοδύναµες µεθόδους:

Μέθοδοι Υπολογισµού της Ροπής ∆ύναµης ως προς Σηµείο Ο

 

1η Μέθοδος 

•	 Σχεδιάζουµε τα διανύσµατα r   και F  µε κοινή αρχή και προσδιορίζουµε τη γωνία θ ανάµεσα στις 
διευθύνσεις τους. Υπάρχουν δύο γωνίες - διαλέγουµε τη µικρότερη (0 ≤ θ ≤ 180ο).  

 

•	 Υπολογίζουµε το µέτρο της ροπής από τη σχέση ΙΜ  Ι  = Ιr     Ι ΙF  Ι ηµθ.

•	 H διεύθυνση της ροπής είναι κάθετη στο επίπεδο των r   και F . Εάν η δύναµη F στρέφει το σηµείο 

εφαρµογής της Α αριστερόστροφα ως προς το Ο, η ροπή έχει θετική αλγεβρική τιµή (M > 0). Στην 

αντίθετη περίπτωση, έχει αρνητική αλγεβρική τιµή.
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2η Μέθοδος 

•	 Προσδιορίζουµε την απόσταση d  του σηµείου Ο από τον φορέα της δύναµης. H απόσταση d  

ονοµάζεται µοχλοβραχίονας της δύναµης.

•	 Υπολογίζουµε το µέτρο της ροπής από τη σχέση ΙΜ  Ι  = d ΙF  Ι.

•	 Προσδιορίζουµε το πρόσηµο της αλγεβρικής τιµής της ροπής όπως στην 1η µέθοδο.

3η Μέθοδος 

•	 Προσδιορίζουµε τo µέτρο ΙF  Ι  της κάθετης συνιστώσας της δύναµης στο διάνυσµα r .

•	 Υπολογίζουµε το µέτρο της ροπής από τη σχέση ΙΜ  Ι  = Ιr     Ι ΙF  Ι .

•	 Προσδιορίζουµε το πρόσηµο της αλγεβρικής τιµής της ροπής όπως στην 1η µέθοδο.

Συνοψίζουµε: ΙΜ  Ι  = Ιr     Ι ΙF  Ι ηµθ = d ΙF  Ι  = Ιr     Ι ΙF  Ι.

Παράδειγµα 1

Η δύναµη F  του επόµενου σχήµατος εφαρµόζεται στο σηµείο Α. 

Θα υπολογίσουµε τη ροπή της δύναµης F   ως προς το σηµείο Ο.

1η Μέθοδος

Από το σχήµα προκύπτει ότι το µέτρο του διανύσµατος θέσης είναι:

Ιr     Ι =    (2,0 cm)2 + (6,0 cm)2 = 6,3 cm
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 Παρατηρήσεις

1.	 �Η ροπή της ίδιας δύναµης είναι γενικά διαφορετική ως προς δια-

φορετικά σηµεία του χώρου.

 Η δύναµη F  τείνει να στρέψει το σηµείο εφαρµογής της A αριστερό-

στροφα ως προς το Ο. Άρα:  

  

M  = +Ιr     Ι ΙF  Ι ηµ63,5o = +(6,3 cm) x (3,5 N) x 0,89 = +0,20 Nm

2η Μέθοδος

Φέρουµε την κάθετη ευθεία από το σηµείο Ο προς τον φορέα της F . 

Από το σχήµα προκύπτει ότι η κάθετη απόσταση d  ισούται µε:

d  =    (4,0 cm)2 + (4,0 cm)2 = 5,6 cm 

Άρα:

M  = +d ΙF  Ι  = +(5,6 cm) x (3,5 N) = +0,20 Nm  
 

3η Μέθοδος

Αναλύουµε τη δύναµη F  σε συνιστώσες κάθετα και παράλληλα στο 

διάνυσµα θέσης r   . H κάθετη συνιστώσα F  έχει µέτρο:

ΙF  Ι  = ΙF  Ι ηµ63,5o = (3,5 N) x 0,89 = +3,1 N

 

(Αυτό προκύπτει και γραφικά, από το µήκος του διανύσµατος F  ). 

Άρα:

M  = + Ιr     Ι ΙF  Ι  = +(6,3 cm) x (3,1 N) = +0,20 Nm

Παράδειγµα 2

Στο σηµείο Α του επιπέδου xy δρα η δύναµη F . Θεωρούµε δύο 

σηµεία Κ και Λ του επιπέδου.

Η δύναµη F  στρέφει αριστερόστροφα το σηµείο εφαρµογής της 

Α ως προς το Κ. Η απόσταση του φορέα της F  από το Κ ισού-

ται µε  dK. Άρα, η ροπή της F  ως προς το Κ έχει αλγεβρική τιµή	

M(K)  = +dK ΙF  Ι , διεύθυνση κάθετη στο επίπεδο xy και φορά προς τον 

αναγνώστη.

Η ίδια δύναµη F  στρέφει δεξιόστροφα το σηµείο εφαρµογής της 

ως προς το σηµείο Λ. Η απόσταση του φορέα της F  από το Λ ισού-
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ται µε dΛ. Άρα, η ροπή της F  ως προς το Λ έχει αλγεβρική τιµή M(Λ)  = -dΛ ΙF  Ι, διεύθυνση κάθετη στο 
επίπεδο xy, και φορά προς τη σελίδα. 

2.	 �Όταν το σηµείο εφαρµογής µίας δύναµης µετακινείται πάνω στον 

φορέα της, η ροπή της δύναµης παραµένει σταθερή. 

	 �Στο διπλανό σχήµα απεικονίζεται µία δύναµη F , η οποία εφαρµό-

ζεται στο σηµείο Α. Ο µοχλοβραχίονας της δύναµης ως προς το 

σηµείο Ο ισούται µε d. Εάν η ίδια δύναµη F  εφαρµοσθεί σε δια-

φορετικά σηµεία Β ή Γ του φορέα της, ο µοχλοβραχίονας d δεν 

µεταβάλλεται. 

 

	 �Η ροπή της δύναµης ως προς το Ο παραµένει σταθερή, µε αλγε-

βρική τιµή M  = +d  ΙF  Ι.

Έλεγχος Κατανόησης Εννοιών:

1.3.1.	 �Με ποιον(ους) από τους ακόλουθους τρόπους µπορούµε 

να αυξήσουµε το µέτρο της ροπής µίας δύναµης ως προς 

κάποιο σηµείο Ο;

	 A.	 Εάν αυξήσουµε τον µοχλοβραχίονα της δύναµης.

	 B.	 Εάν αυξήσουµε το µέτρο της δύναµης.

	 Γ.  �Εάν προσανατολίσουµε τη δύναµη έτσι ώστε ο φορέας 

της να διέρχεται από το Ο.

1.3.2.	 �Στο σχήµα (α), ένας µαθητής προσπαθεί να περιστρέψει 

µία πόρτα γύρω από το σηµείο Ο, ασκώντας κάθετα σε 

αυτήν µία δύναµη F στο σηµείο Α.

	 �Ένας συµµαθητής του τοποθετεί κάθετα στην πόρτα το 

στήριγµα ΑΒ, και ασκεί την ίδια δύναµη F  στο σηµείο Β 

(σχήµα (β)). Ποιος από τους δύο ανοίγει ευκολότερα την 

πόρτα;	 
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Κατά την περιστροφή ενός σώµατος γύρω από ακλόνητο άξονα υπό 

την επίδραση δυνάµεων, αγνοούµε τις δυνάµεις που είναι παράλλη-

λες στον άξονα. 

Η Εικόνα 1-3(α) απεικονίζει έναν στερεό κύλινδρο, o οποίος µπορεί 

να περιστρέφεται γύρω από τον σταθερό κατακόρυφο άξονα περι-

στροφής Οz. Στο σηµείο Α του κυλίνδρου δρα η δύναµη F .

1. 	 �Η συνιστώσα Fz είναι παράλληλη µε τον άξονα Oz και τείνει 

να τον περιστρέψει. Επειδή ο Οz είναι ακλόνητος, την αγνο-

ούµε. 

2.	 �Η συνιστώσα Fxy ανήκει στο επίπεδο xy, το οποίο τέµνει κάθε-

τα τον άξονα Οz στο σηµείο Ο. Η Fxy τείνει να περιστρέψει τον 

κύλινδρο ως προς τον άξονα Οz.

3.	 �Η ροπή  της δύναµης F  κατά µήκος του άξονα Οz ισούται µε 

τη ροπή της Fxy ως προς το σηµείο Ο (σχήµα (β)):

Mz  = -ΙFxy Ι Ιr     Ι ηµθ

όπου Ιr   Ι  είναι η απόσταση του σηµείου Α από τον Οz. Τo πρόσηµο της 

αλγεβρικής τιµής Mz  υπολογίζεται από τον κανόνα της δεξιάς παλά-

µης.

1.4.  Yπολογισµός της Ροπής ∆ύναµης κατά µήκος του Άξονα 
Περιστροφής ενός Σώµατος

Εικόνα 1-3

Ο κύλινδρος περιστρέφεται ως προς στα-

θερό άξονα περιστροφής Οz. (α) H συνι-

στώσα F z (παράλληλη στον Οz) δεν στρέ-

φει τον κύλινδρο. Μόνο η συνιστώσα F xy, 

(πάνω στο επίπεδο xy, κάθετο στον Οz), 

στρέφει τον κύλινδρο. (β) Η ροπή της F    

κατά µήκος του Oz ισούται µε τη ροπή της 

F xy  ως προς το σηµείο Ο.

(α)

(β)

Kάθετο επίπεδο 
στον Οz 
που διέρχεται 
από το Α

Σταθερός
άξονας
περιστροφής

Συνιστώσα
στο επίπεδο χy

Έλεγχος Κατανόησης Εννοιών:

1.4.1.	 ��Στα σχήµατα (α) και (β), η πόρτα µπορεί να περιστρέφεται 

γύρω από τον κατακόρυφο άξονα Οz.

	 Στο σηµείο Α της πόρτας εφαρµόζεται η δύναµη F . 

	 �Ποιά είναι η συνιστώσα Μz της ροπής της F  κατά µήκος 

του Οz; Η δύναµη F  µπορεί να περιστρέψει την πόρτα;	 
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Ερωτήσεις Κατανόησης

Να συµπληρώσετε τον πιο κάτω Πίνακα µε την Ένδειξη Σωστό/Λάθος. Σε κάθε περίπτωση, να αιτιο-

λογήσετε την απάντησή σας στο τετράδιό σας.

Α/Α     ΠΡΟΤΑΣΗ Σωστό / Λάθος

1 Ένα σώµα εκτελεί µεταφορική κίνηση όταν:

α Όλα τα σηµεία του κινούνται µε την ίδια ταχύτητα.

β Το ΚΜ του σώµατος είναι ακίνητο ή κινείται µε σταθερή ταχύτητα.

γ Η συνισταµένη των εξωτερικών δυνάµεων στο σώµα είναι ίση µε µηδέν.

2 Όταν ένα στερεό σώµα περιστρέφεται γύρω από σταθερό άξονα: 

α Όλα τα σηµεία του κινούνται µε την ίδια γωνιακή ταχύτητα.

β Όλα τα σηµεία του κινούνται µε την ίδια γραµµική ταχύτητα.

γ
Τα σηµεία του διαγράφουν κυκλικές τροχιές µε κέντρα πάνω στον άξονα 
περιστροφής.

3 Ένα στερεό σώµα εκτελεί σύνθετη κίνηση όταν:

α
Το ΚΜ του κινείται και ταυτόχρονα το σώµα περιστρέφεται γύρω από έναν 
άξονα, που διέρχεται από το ΚΜ.

β Ο άξονας περιστροφής του σώµατος µετακινείται στον χώρο.

4 Μία δύναµη έχει πάντοτε µη µηδενική ροπή ως προς οποιοδήποτε σηµείο.

5
Η ροπή µίας δύναµης ως προς ένα σηµείο Ο είναι ανάλογη µε την 
απόσταση του σηµείου εφαρµογής της δύναµης από το Ο.

6
Η ροπή µίας δύναµης ως προς ένα σηµείο Ο είναι ανάλογη µε την 
απόσταση του φορέα της δύναµης από το Ο.

7
∆ύο ίσες δυνάµεις έχουν την ίδια ροπή ως προς οποιοδήποτε σηµείο του 
χώρου.

8
∆ύο ίσες και συγγραµµικές δυνάµεις έχουν την ίδια ροπή ως προς 
οποιοδήποτε σηµείο του χώρου.

9
∆ύο αντίθετες δυνάµεις έχουν αντίθετη ροπή ως προς οποιοδήποτε 
σηµείο του χώρου.

10
∆ύο αντίθετες και συγγραµµικές δυνάµεις έχουν αντίθετη ροπή 
ως προς οποιοδήποτε σηµείο του χώρου.
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Ασκήσεις

1 	 �Στα πιό κάτω σχήµατα (α) - (λ), οι φορείς των διανυσµάτων r  (µαύρο) και F (κόκκινο) ανήκουν 

στο επίπεδο της σελίδας. Για κάθε σχήµα: 

	 (i)		� �Να καθορίσετε εάν η δύναµη στρέφει αριστερόστροφα ή δεξιόστροφα το σηµείο εφαρµο-

γής της (την αιχµή του r  ). 

	 (ii)	� �Να προσδιορίσετε την κατεύθυνση του διανύσµατος της ροπής ως προς το σηµείο Ο. Να 

χρησιµοποιήσετε τη σύµβαση ότι τα διανύσµατα ροπής µε θετική αλγεβρική τιµή έχουν κα-

τεύθυνση προς τον αναγνώστη.

2 	 �Στα επόµενα σχήµατα (α) - (λ), οι φορείς των διανυσµάτων r  (µαύρο) και F (κόκκινο) ανήκουν 

στο επίπεδο της σελίδας. Για κάθε σχήµα:

	 (i)		� �Να υπολογίσετε την αλγεβρική τιµή της ροπής ως προς το σηµείο Ο, χρησιµοποιώντας τον 

πιο κατάλληλο κανόνα. 

	 (ii)	� Να υποδείξετε την κατεύθυνση του διανύσµατος της ροπής (από ή προς τον αναγνώστη).

(α)			   (β)			   (γ)			   (δ)

(ε)			   (στ)			   (ζ)			   (η)

(θ)			   (ι)			   (κ)			   (λ)

(α)			   (β)			   (γ)			   (δ)
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3 	 �Η ράβδος του εποµένου σχήµατος µπορεί να περιστρέφεται 

πάνω στο επίπεδο xy της σελίδας, γύρω από το σηµείο Ο του 

επιπέδου.

	 �Στη ράβδο ασκούνται οι τρείς δυνάµεις Fα, Fβ και Fγ. Οι φο-

ρείς των τριών δυνάµεων ανήκουν στο επίπεδο xy. 

	 A.		�Να καθορίσετε τη φορά περιστροφής του σηµείου εφαρ-

µογής κάθε δύναµης. 

	 B.		�Να υπολογίσετε τις αλγεβρικές τιµές των ροπών των τριών 

δυνάµεων ως προς το σηµείο Ο. 

	 Γ.	�Ποιά δύναµη περιστρέφει πιο αποτελεσµατικά τη ράβδο;	  

4 	 �H πόρτα του επόµενου σχήµατος περιστρέφεται γύρω από 

τον κατακόρυφο άξονα Οz. Στο σηµείο Α της πόρτας εφαρ-

µόζουµε µία δύναµη F , η οποία µπορεί να αναλυθεί στις εξής 

συνιστώσες:

	 (i)		� � Τη συνιστώσα Fz  , κατά µήκος του άξονα περιστροφής Οz.

	 (ii)	  �Tη συνιστώσα Fχ , κατά µήκος της κάθετης στον άξονα 

ευθείας ΟΑ.

	 (iii)  �Τη συνιστώσα Fy , που ανήκει στο επίπεδο xy και είναι 

κάθετη στην ευθεία ΟΑ. Το επίπεδο xy διέρχεται από το 

σηµείο Α, και είναι κάθετο στον άξονα Οz.	  

	 A.		� �Ποιά από τις τρείς συνιστώσες Fx , Fy , Fz  τείνει να περι-

στρέψει την πόρτα ως προς τον άξονα Οz;

	 B.		� �Να υπολογίσετε τη ροπή Mz  κάθε µίας από τις τρείς συνι-

στώσες Fx , Fy , Fz .

	 Γ.		� �Kατά ποιά φορά τείνει να περιστραφεί η πόρτα (αριστερό-

στροφα ή δεξιόστροφα);

(ε)			   (στ)			   (ζ)			   (η)

(θ)			   (ι)			   (κ)			   (λ)
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1.5.  To Θεώρηµα των Ροπών  

Στην Εικόνα 1-4(α) απεικονίζεται ένα σηµείο Ο του χώρου, στο οποίο 

δρούν οι δυνάµεις F1  και F2. Η συνισταµένη ΣF   = F1  + F2  των δύο 
δυνάµεων συµπεριλαµβάνεται επίσης στο σχήµα 1-4(α). 

(α)				         (β)Εικόνα 1-4

(α) Η ροπή της συνισταµένης δύο ή περισ-

σοτέρων δυνάµεων, που εφαρµόζονται 

στο ίδιο σηµείο Ο, ισούται µε το άθροισµα 

των ροπών των δυνάµεων. (β) Απόδειξη 

(συµβ. το Ένθετο).

Θεώρηµα των Ροπών

Η ροπή της συνισταµένης δύο (ή περισσότερων) δυνάµεων µε κοινό σηµείο εφαρµογής ισούται µε 

το άθροισµα των ροπών των δυνάµεων:

ΜΣF  = ΜF1 + ΜF2 

 Παρατηρήσεις

•	 Το θεώρηµα ισχύει και στη γενικότερη περίπτωση που οι δυνάµεις δεν έχουν κοινό σηµείο 

εφαρµογής, αλλά οι φορείς τους τέµνονται στο ίδιο σηµείο. Σε αυτή την περίπτωση οι 

δυνάµεις ονοµάζονται συντρέχουσες. ∆υνάµεις µε κοινό σηµείο εφαρµογής αποτελούν 

ειδική περίπτωση συντρεχουσών δυνάµεων.

Οι ροπές ΜF1 και ΜF2 των δυνάµεων F1  και F2  ως προς ένα αυθαίρε-

το σηµείο A συνδέονται µε την ροπή της συνισταµένης δύναµης, ως 

προς το ίδιο σηµείο A, µε το επόµενο θεώρηµα:
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•	 Το θεώρηµα ισχύει για παράλληλες δυνάµεις όταν έχουν τον ίδιο φορέα (είναι συγγραµµι-

κές). ∆εν ισχύει γενικά για παράλληλες δυνάµεις µε διαφορετικούς φορείς (π.χ. για ζεύγος	

δυνάµεων, που θα µελετήσουµε στην Ενότητα 1.6).

Πώς χρησιµοποιούµε το Θεώρηµα των Ροπών:

Συνήθως, χρησιµοποιούµε το θεώρηµα των ροπών µε έναν από 

τους εξής τρόπους:

1.	 �Για να υπολογίσουµε τη ροπή µίας δύναµης F, µπορούµε 

να αναλύσουµε τη δύναµη σε συνιστώσες κάθετα και πα-

ράλληλα στο διάνυσµα θέσης r  (αυτή είναι η 3η µέθοδος 

της Ενότητας 1.3). Η ροπή της παράλληλης συνιστώσας	

F//  είναι ίση µε µηδέν. Άρα, η ροπή της F  ισούται µε τη 

ροπή της κάθετης συνιστώσας F  :

ΜF  = ΜF//   + ΜF    = 0 + ΜF    = ΜF    

 

 2.	 �Όταν σε ένα σώµα δρουν δύο ή περισσότερες συντρέχου-

σες δυνάµεις, το άθροισµα των ροπών τους ισούται µε τη 

ροπή της συνισταµένης δύναµης. Ειδική περίπτωση: Εάν 

η συνισταµένη δύναµη είναι µηδενική, το άθροισµα των 

ροπών είναι επίσης µηδενικό: ΣF   = 0   ΜΣF  = 0.

ΕΝΘΕΤΟ ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ

Το σώµα του επόµενου σχήµατος είναι αναρτηµένο από τρία σχοινιά και ισορροπεί. Τα σχοινιά ΑΓ και 

ΒΓ έχουν µήκος 0,70 m και οι γωνίες AΓ∆  = ∆ΓB  = 45o.   

Θα υπολογίσουµε τις ροπές των τριών τάσεων σχοινιού ως προς τα σηµεία Α και ∆, και θα δείξου-

µε ότι ισχύει το θεώρηµα των ροπών.

Α. 	Η δύναµη Τ1  έχει µηδενική ροπή ως προς το σηµείο Α. Η ροπή της δύναµης Τ2  έχει αλγεβρική τιµή

Μ2 = +ΙΤ2 ΙLΑΓ  = +(7,0 Ν) x (0,70 m) = +4,9 N m
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	 Η ροπή της δύναµης Τ3  έχει αλγεβρική τιµή

Μ3 = -ΙΤ3 ΙLΑ∆  = -(9,8 Ν) x (0,50 m) = -4,9 N m

 

	 �Τα διανύσµατα των ροπών Μ2  και Μ3  είναι παράλληλα, µε διεύθυνση κάθετη στο επίπεδο xy της 

σελίδας. Άρα, η συνολική ροπή έχει αλγεβρική τιµή

ΣΜ   = Μ1 + Μ2  + Μ3 = (0 Ν m) + (4,9 Ν m) -(4,9 N m) = 0,0 N m

	 �Επειδή το σώµα ισορροπεί, η συνισταµένη δύναµη µηδενίζεται:

ΣΤ   = Τ1 + Τ2  + Τ3 = 0

	 �Άρα, και η ροπή της δύναµης  ΣΤ   είναι ίση µε µηδέν, δηλαδή 
το θεώρηµα των ροπών ισχύει:

ΣΜ  = Μ ΣΤ    = 0

 

B. 	Ως προς το σηµείο ∆:

	 Η ροπή της δύναµης Τ1  ισούται µε:

Μ1 = -ΙΤ1 ΙL∆Γ ηµ135ο = -(7,0 Ν) x (0,50 m) x 0,71 = -2,5 N m

 	 Η ροπή της δύναµης Τ2  ισούται µε:

Μ2 = +ΙΤ2 ΙL∆Γ ηµ135ο = +(7,0 Ν) x (0,50 m) x 0,71 = +2,5 N m

 

	 �H ροπή της δύναµης Τ3 είναι µηδενική. Tα διανύσµατα Μ1 και    

Μ2  είναι παράλληλα. Άρα, η συνολική ροπή είναι ίση µε µηδέν, 

και το θεώρηµα των ροπών ισχύει:

ΣΜ   = Μ1 + Μ2  + Μ3 = -(2,5 Ν m) + (2,5 Ν m) + (0 Ν m) 

= 0,0 N m = ΜΣΤ  

EΝΘΕΤΗ ΑΠO∆ΕΙΞΗ ΤΟΥ ΘΕΩΡHΜΑΤΟΣ ΤΩΝ ΡΟΠΩΝ

Θα αποδείξουµε το θεώρηµα για την περίπτωση των δύο οµοεπίπεδων και συντρεχουσών δυνάµεων 

του σχήµατος 1-4(β). 

Χαράσσουµε σύστηµα αξόνων Oxy, µε σηµείο αναφοράς το κοινό σηµείο εφαρµογής των δυνάµεων, Ο.	
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Επιλέγουµε τον άξονα Ox παράλληλο µε το διάνυσµα θέσης r  του σηµείου Ο ως προς το σηµείο Α. Ο 

άξονας Oy είναι κάθετος στον Ox.

Αναλύουµε τις δυνάµεις F1  και F2  σε συνιστώσες ως προς τους δύο άξονες. Οι ροπές των δύο δυνά-

µεων έχουν κάθετη διεύθυνση στο επίπεδο. 

Επειδή η δύναµη F1  τείνει να στρέψει το σηµείο Ο αριστερόστροφα ως προς το Α, η ροπή της είναι 

θετική. Η δύναµη F1y  είναι η κάθετη συνιστώσα της F1  στο διάνυσµα r . Άρα, η ροπή της δύναµης F1	
έχει αλγεβρική τιµή:

ΜF1  = +ΙF1y Ι Ιr  Ι 
 

Η δύναµη F2  τείνει να στρέψει το σηµείο Ο δεξιόστροφα ως προς το Α, οπότε η ροπή της είναι αρνη-

τική. Η ροπή της δύναµης F2  έχει αλγεβρική τιµή: 

ΜF2  = -ΙF2y Ι Ιr  Ι 
 

Τα διανύσµατα των ροπών ΜF1  και ΜF2  είναι παράλληλα (κάθετα στο επίπεδο των δυνάµεων). Άρα, 

η συνισταµένη ροπή έχει την ίδια διεύθυνση, και αλγεβρική τιµή ίση µε το άθροισµα των αλγεβρικών 

τιµών:

ΣM  = ΜF1  + ΜF2   = (ΙF1y Ι  - ΙF2y Ι)Ιr  Ι           ΣΧEΣΗ 1

Η κάθετη συνιστώσα της συνισταµένης δύναµης ΣF  είναι η  ΣFy . ∆ιακρίνουµε τις εξής περιπτώσεις:	

•	 �Εάν ΙF1y Ι  > ΙF2y Ι, η κάθετη συνιστώσα ΣFy  έχει µέτρο ΙF1y Ι  - ΙF2y Ι  και στρέφει αριστερόστροφα το 

σηµείο Ο. Άρα, η ροπή της  ΣF  είναι θετική και ισούται µε:

ΜΣF   = +(ΙF1y Ι  - ΙF2y Ι)Ιr  Ι
 

•	 �Εάν ΙF1y Ι  < ΙF2y Ι, η κάθετη συνιστώσα ΣFy  έχει µέτρο ΙF2y Ι  - ΙF1y Ι  και στρέφει  δεξιόστροφα το σηµείο 

Ο. Άρα, η ροπή της  ΣF  είναι αρνητική και ισούται µε:

ΜΣF   = -(ΙF2y Ι  - ΙF1y Ι)Ιr  Ι  = +(ΙF1y Ι  - ΙF2y Ι)Ιr  Ι

Και στις δύο περιπτώσεις, η ροπή της συνισταµένης δύναµης συµπίπτει µε το αποτέλεσµα της σχέσης 

1. Άρα:

Μ ΣF   = ΜF1  + ΜF2

 



36 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1A  MHXANIKH ΣΤΕΡΕΟY ΣΩΜΑΤΟΣ

1.6.  Η Έννοια του Ζεύγους ∆υνάµεων   

H Εικόνα 1-5 απεικονίζει το τιµόνι ενός πλοίου. Ο άξονας περιστρο-

φής του τιµονιού είναι κάθετος στο επίπεδο της σελίδας, και διέρχεται 

από το κέντρο του τιµονιού. Σε δύο αντιδιαµετρικά σηµεία του τιµο-

νιού εφαρµόζονται οι αντίθετες δυνάµεις F  και -F. 

Εικόνα 1-5

To ζεύγος δυνάµεων F  και -F  τείνει να 

περιστρέψει το τιµόνι του πλοίου ως προς 

άξονα κάθετο στο επίπεδο των φορέων 

των δυνάµεων. H ροπή του ζεύγους έχει 

µέτρο ΙM          Ι  = ΙF         Ιd, όπου d είναι η απόσταση 
των φορέων.

Το σύστηµα δύο αντίθετων δυνάµεων, που εφαρµόζονται σε 

διαφορετικά σηµεία ενός σώµατος, ονοµάζεται ζεύγος δυνά-

µεων.

Θα µελετήσουµε τη δράση του ζεύγους δυνάµεων στο τιµόνι. 

•	 Η συνισταµένη των δυνάµεων F  και -F          είναι ίση µε µηδέν:

ΣF  = F  - F  = 0
Άρα, το ζεύγος δυνάµεων δεν µεταβάλλει τη µεταφορική ταχύ-

τητα του τιµονιού.

•	 Κάθε µία από τις δυνάµεις εξασκεί ροπή, η οποία τείνει να πε-

ριστρέψει αριστερόστροφα το τιµόνι. Οι αλγεβρικές τιµές των 

ροπών των δύο δυνάµεων ως προς το Ο είναι θετικές και ίσες 

µεταξύ τους:

Μ1 = Μ2  = +ΙF    ΙR  
 

όπου R = Ιr 1Ι = Ιr 2 Ι  είναι η απόσταση του σηµείου εφαρµογής κάθε 
δύναµης από τον άξονα περιστροφής. Tα διανύσµατα Μ1 και Μ2 είναι 

οµόρροπα (κάθετα στο επίπεδο των δύο φορέων, µε φορά προς τον 

αναγνώστη). Η συνολική ροπή έχει την ίδια κατεύθυνση, και αλγεβρι-

κή τιµή

ΣΜ = Μ1 + Μ2 = (2R)ΙF    Ι = d ΙF    Ι

Το µέγεθος d = 2R   ισούται µε την απόσταση µεταξύ των φορέων 

των δύο δυνάµεων.

Σηµείωση 

Υπολογίσαµε τη ροπή του ζεύγους ως προς το σηµείο Ο. Απο-

δεικνύεται όµως ότι η ροπή ενός ζεύγους δυνάµεων είναι στα-

θερή ως προς οποιοδήποτε σηµείο του χώρου.
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Συνοψίζουµε: 

•	 Ένα ζεύγος δυνάµεων δεν προκαλεί µεταφορική κίνηση αλλά 

µπορεί να προκαλέσει περιστροφή ενός σώµατος.

•	 Το µέτρο της συνολικής ροπής του ζεύγους δυνάµεων ισούται 

µε το µέτρο ΙF    Ι κάθε δύναµης, επί τη συνολική απόσταση d µε-
ταξύ των φορέων των δυνάμεων.	

•	 Η διεύθυνση της ροπής είναι κάθετη στο επίπεδο, που ορίζουν 

οι παράλληλοι φορείς των δυνάµεων. 

•	 H φορά της ροπής καθορίζεται από τον κανόνα της δεξιάς πα-

λάµης: Λυγίζουµε τα δάκτυλα προς την κατεύθυνση περιστρο-

φής, και ο τεντωµένος αντίχειρας δείχνει την κατεύθυνση της 

ροπής.

Προτεινόµενη ∆ραστηριότητα

Να σηµειώσετε µία κουκίδα στο θρανίο σας και να τοποθετήσετε 

ένα µακρόστενο αντικείµενο (µαρκαδόρο, ρίγα, το κινητό σας) στο 

θρανίο, έτσι ώστε το ΚΜ του (το κέντρο του) να βρίσκεται πάνω 

από την κουκίδα. 

Να ακουµπήσετε τα δάχτυλά σας στις δύο άκρες του αντικειµένου 

και να σπρώξετε απότοµα τις δύο άκρες, µε δυνάµεις ίσου µέτρου 

και αντίθετης κατεύθυνσης.

Να περιγράψετε την κίνηση του αντικειµένου. Μετατοπίζεται το 

ΚΜ του;

ΕΝΘΕΤΗ AΠΟ∆ΕΙΞΗ: H ΡΟΠΉ ΣΥΓΚΕΚΡΙΜΈΝΟΥ ΖΕΎΓΟΥΣ ∆ΎΝΑΜΗΣ ΕΊΝΑΙ ΣΤΑΘΕΡΉ ΩΣ ΠΡΟΣ ΟΠΟΙΟ∆ΉΠΟΤΕ 
ΣΗΜΕΊΟ ΤΟΥ ΧΏΡΟΥ

Θα αποδείξουµε ότι η ροπή είναι σταθερή ως προς τα σηµεία του επιπέδου, που ορίζουν οι φορείς 

των δυνάµεων του ζεύγους. 

Από τη γεωµετρία γνωρίζουµε ότι δύο παράλληλες ευθείες ορίζουν ένα επίπεδο. Στο επόµενο σχήµα, 

το επίπεδο των παράλληλων φορέων των F  και -F          ταυτίζεται µε το επίπεδο της σελίδας. Επιλέγουµε 

ένα σηµείο Ο αυτού του επιπέδου, ανάµεσα στους δύο φορείς.
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Οι ροπές των F  και -F   είναι κάθετες στο επίπεδο. Επειδή και οι δύο δυνάµεις τείνουν να περιστρέ-

ψουν αριστερόστροφα τα σηµεία εφαρµογής τους Α και Β ως προς το Ο, οι ροπές είναι θετικές και 

κατευθύνονται έξω από τη σελίδα (προς τον αναγνώστη).

Η ροπή της δύναµης F  έχει αλγεβρική τιµή ΜF   = +ΙF   Ιd1, όπου d1 είναι η απόσταση του Ο από τον 
φορέα της F .

Η ροπή της -F   έχει αλγεβρική τιµή Μ-F   = +Ι-F   Ιd2 = ΙF   Ιd2, όπου d2  είναι η απόσταση του σηµείου Ο	
από τον φορέα της -F   . Η συνολική ροπή έχει τιµή:

ΣΜ = ΜF   + Μ-F    = (d1 + d2)ΙF    Ι = d ΙF    Ι
Άσκηση

Να αποδείξετε ότι προκύπτει η ίδια σχέση, όταν το σηµείο Ο βρίσκεται από την ίδια πλευρά των δύο 

φορέων (π.χ. στα αριστερά των φορέων). 

1.7.  Παραδείγµατα Ζευγών ∆υνάµεων  

Για να βιδώσουµε τη βίδα του σχήµατος (α), της ασκούµε ζεύγος δυ-

νάµεων συγκεκριµένης ροπής, µε τη λεπίδα ενός κατσαβιδιού. 

Όσο πιο φαρδιά είναι η λεπίδα, τόσο µεγαλύτερη είναι η απόσταση d 

ανάµεσα στους φορείς των δυνάµεων, και τόσο µικρότερα είναι τα 

µέτρα των δυνάµεων. Άρα, µε λεπίδα µεγαλύτερου πλάτους η βίδα 

καταπονείται λιγότερο.	  

Για να περιστρέψουµε το ανοιχτήρι του κρασιού, ασκούµε ζεύγος δυ-

νάµεων στην οριζόντια ξύλινη λαβή του. Η ροπή του ζεύγους είναι 

παράλληλη µε τον κατακόρυφο άξονα περιστροφής του ανοιχτηριού, 

και το µέτρο της αυξάνεται µε την απόσταση d (το µήκος της λαβής). 
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Άρα, όσο µεγαλύτερο είναι το µήκος της λαβής, τόσο ευκολότερα 

περιστρέφει το ανοιχτήρι τον φελλό του μπουκαλιού.	  

Tα διαστηµόπλοια χρησιµοποιούν συστήµατα από εκτοξευτήρες 

(reaction control systems), για να περιστρέφονται γύρω από διάφο-

ρες κατευθύνσεις στο διάστηµα.

Η ταυτόχρονη εκτόξευση αερίου από δύο αντίθετα προσανατολισµέ-

νους εκτοξευτήρες δηµιουργεί ζεύγος δυνάµεων. Η ροπή του ζεύ-

γους προκαλεί περιστροφή του διαστηµόπλοιου ως προς άξονα κά-

θετο στο επίπεδο του ζεύγους.

Οι οµάδες εκτοξευτήρων στη σεληνάκατο 

του διαστηµικού προγράµµατος Apollο.

Παράδειγµα 1

Ένας διαστηµικός σταθµός περιέχει εκτοξευτήρες, οι οποίοι µπορούν να εκτοξεύουν αέρια σε διαφο-

ρετικές κατευθύνσεις.

Εάν δύο εκτοξευτήρες στα σηµεία Α και Β ασκούν δυνάµεις µέτρου 1650 N, ποια η συνολική ροπή 

στον σταθµό; 

Από το σχήµα προκύπτει ότι η απόσταση µεταξύ των φορέων d = 50,0 m. Oι δυνάµεις στρέφουν τον 

σταθµό δεξιόστροφα. Άρα, η ροπή έχει αρνητική αλγεβρική τιµή:

Μ = -ΙF    Ιd = -(1650 N) x (50,0 m) = -82500 N m
  

Η διεύθυνση της ροπής είναι κάθετη προς το επίπεδο του διαστηµικού σταθµού, και η φορά της είναι 

προς το εσωτερικό της σελίδας.
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Έλεγχος Κατανόησης Εννοιών:

1.7.1.	 ��Ένας µαθητής επιχειρηµατολογεί ως εξής: «Αφού οι δυ-

νάµεις ενός ζεύγους είναι αντίθετες, η συνισταµένη δύ-

ναµη µηδενίζεται. Άρα, και η συνισταµένη ροπή µηδενίζε-

ται». Είναι σωστή ή λανθασµένη η επιχειρηµατολογία του 

µαθητή;

1.7.2.	 ��Είναι δυνατόν να επιταχύνουµε το ΚΜ ενός σώµατος µε 

τη δράση ζεύγους δυνάµεων;

1.7.3.	 ��Σε δύο διαφορετικά σηµεία ενός τιµονιού δρουν αντίθε-

τες, συγγραµµικές δυνάµεις. Ποιά είναι η συνολική ροπή 

των δυνάµεων;

1.7.4.	 ��Γιατί το τιµόνι ενός φορτηγού είναι µεγαλύτερο από το 

τιµόνι ενός οικογενειακού αυτοκινήτου;

1.7.5.	 ��Για να ξεβιδώσουµε µία βίδα της ασκούµε δεδοµένη 

ροπή. Πότε καταπονείται λιγότερο η βίδα, µε ένα απλό 

κατσαβίδι ή µε ένα κατσαβίδι ίσου µεγέθους σε σχήµα 

σταυρού; Γιατί;

1.7.6.	 ��Ένα σώµα περιστρέφεται εξαιτίας της δράσης ενός ζεύ-

γους δυνάµεων. Είναι δυνατόν να αναιρέσουµε τη δράση 

του ζεύγους, ασκώντας στο σώµα µία τρίτη δύναµη;

1.7.7.	 ��Πώς µπορούµε να αναιρέσουµε το αποτέλεσµα της δρά-

σης ζεύγους δυνάµεων σε ένα σώµα;

Ερωτήσεις Κατανόησης

Να συµπληρώσετε τον πιο κάτω Πίνακα µε την Ένδειξη Σωστό/Λάθος. Σε κάθε περίπτωση, να αιτιο-

λογήσετε την απάντησή σας στο τετράδιό σας. 

Α/Α     ΠΡΟΤΑΣΗ Σωστό / Λάθος

1 Για να συνιστούν ζεύγος, δύο δυνάµεις πρέπει να είναι:

α Παράλληλες.

β Αντίρροπες.

γ Αντίθετες.

2 Η ροπή ενός ζεύγους δυνάµεων µηδενίζεται όταν:

α Οι δυνάµεις είναι αντίθετες.
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β Οι φορείς των δυνάµεων συµπίπτουν.

3
Η ροπή ενός ζεύγους δυνάµεων είναι πάντοτε κάθετη στο επίπεδο των 
φορέων τους.

4
Η ροπή ενός ζεύγους δυνάµεων είναι ανάλογη µε την απόσταση µεταξύ των 
φορέων τους.

5 Η ροπή ενός ζεύγους δυνάµεων είναι ανάλογη µε το µέτρο των δυνάµεων.

6 Οι ροπές των δυνάµεων ζεύγους είναι αντίθετες µεταξύ τους.

7
Ένα ζεύγος δυνάµεων δεν µπορεί να µετακινήσει το ΚΜ ενός ακίνητου 
σώµατος.

Ασκήσεις

1 	 �Το τιµόνι ενός φορτηγού, ακτίνας R = 0,35 m, µπορεί να περι-

στρέφεται γύρω από έναν σταθερό κάθετο άξονα, που διέρ-

χεται από το κέντρο του Ο.

	 A.	 �Στα αντιδιαµετρικά σηµεία του τιµονιού εφαρµόζουµε ζεύ-

γος δυνάµεων µέτρου 10,0 Ν (σχήµα (α)). Να υπολογίσετε 

το µέτρο της ροπής του ζεύγους, και να προσδιορίσετε την 

κατεύθυνσή της.	  

	 B.	 ��Εφαρµόζουµε µε το ένα µας χέρι µόνο µία δύναµη µέτρου 

10,0 Ν στο σηµείο Α (σχήµα (β)). Να εξηγήσετε γιατί στο 

σηµείο Ο του τιµονιού θα εφαρµοσθεί µία αντίθετη δύναµη 

από τον άξονα περιστροφής. (Υπόδειξη: Να εξετάσετε την 

κίνηση του ΚΜ του τιµονιού).

	 Γ.	 �Οι δύο δυνάµεις του ερωτήµατος Β αποτελούν ζεύγος. 

Ποια είναι η ροπή αυτού του ζεύγους (µέτρο και κατεύθυν-

ση);

	 ∆.	 �Είναι πιο εύκολο να περιστρέψουµε το τιµόνι µε το ένα χέρι 

ή µε τα δύο χέρια;

2 	 �Μία διαστηµική κάψουλα µπορεί να περιστρέφεται µε τη βο-

ήθεια των εκτοξευτήρων αερίου Α - Θ. Όλοι οι εκτοξευτήρες 

είναι πανοµοιότυποι.

	 Το αέριο που εκπέµπεται από έναν εκτοξευτήρα φεύγει κά-
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θετα προς το τοίχωµα, στο οποίο είναι στερεωµένος, και προς τα 

έξω. Για να στραφεί η κάψουλα, επιλέγουµε και θέτουµε σε ταυτό-

χρονη λειτουργία ένα κατάλληλο ζεύγος εκτοξευτήρων. Το παρα-

γόµενο ζεύγος δύναµης στρέφει την κάψουλα ως προς άξονα που 

διέρχεται από το ΚΜ της.

	 A.	 �Ποια ζεύγη εκτοξευτήρων θα επιλέγατε, για να στρέψετε 

την κάψουλα αριστερόστροφα; 

	 Β.	 �Ποια ζεύγη εκτοξευτήρων θα επιλέγατε, για να στρέψετε 

την κάψουλα δεξιόστροφα; 

	 Γ.	 �Στο ερώτηµα Α, µπορείτε να επιλέξετε δύο δυνατά ζεύγη. 

Ποιο από αυτά δηµιουργεί µεγαλύτερη ροπή;	  

	 ∆.	 �Ποια ροπή παράγεται, εάν θέσουµε σε λειτουργία τους 

εκτοξευτήρες Α και Ζ;

1.8  Ο Πρώτος Νόµος του Νεύτωνα στην Περιστροφική Κίνηση

Όπως εξηγήσαµε στις προηγούµενες τάξεις, ο Πρώτος Νόµος του 

Νεύτωνα περιγράφει τη µεταφορική κίνηση ενός σηµειακού σώµατος 

(υλικού σηµείου), όταν η συνισταµένη εξωτερική δύναµη µηδενίζεται:

Ένα στερεό σώµα µπορεί να εκτελεί µεταφορική, περιστροφική ή σύν-

θετη κίνηση. Στη Β΄ Λυκείου µάθαµε ότι η δράση εξωτερικών δυνάµε-

ων επηρεάζει τη µεταφορική κίνηση του ΚΜ του σώµατος:

 

ΣF  εξωτ = 0  υ ΚΜ  = σταθερή ή µηδενική

Επιπρόσθετα, η δράση εξωτερικών δυνάµεων επηρεάζει την περι-

στροφική κίνηση του σώµατος. Θα θεωρήσουµε το ακόλουθο πα-

ράδειγµα.

Πρώτος Νόµος του Νεύτωνα για τη Μεταφορική 
Κίνηση Υλικού Σηµείου

Ένα υλικό σηµείο κινείται µε σταθερή ταχύτητα ή παραµένει 

ακίνητο, όταν η συνισταµένη εξωτερική δύναµη σε αυτό µηδε-

νίζεται: 

 ΣF  εξωτ = 0  υ  = σταθερή ή µηδενική
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Η Εικόνα 1-6 απεικονίζει σε κάτοψη δύο πανοµοιότυπα σφαιρίδια 

µάζας m, στερεωµένα στα άκρα Α και Β ενός ραβδιού αµελητέας 

µάζας. Το ραβδί µπορεί να περιστρέφεται πάνω σε ένα λείο οριζό-

ντιο τραπέζι. Το επίπεδο περιστροφής xy ταυτίζεται µε το επίπεδο της 

σελίδας. Ο άξονας περιστροφής είναι κάθετος στο επίπεδο xy και 

διέρχεται από το ΚΜ των σφαιριδίων (το κέντρο του ραβδιού). 

 

A.	 �Όταν το ραβδί περιστρέφεται, τα σφαιρίδια διαγράφουν κυ-

κλική τροχιά. Εάν στα σφαιρίδια δεν δρουν εφαπτοµενικές 

εξωτερικές δυνάµεις, το µέτρο της ταχύτητάς τους δεν µε-

ταβάλλεται - τα σφαιρίδια (και το ραβδί) περιστρέφονται µε 

σταθερή γωνιακή ταχύτητα ω. Παρατηρούµε ότι η ροπή των 
εξωτερικών δυνάµεων κατά µήκος του άξονα περιστροφής 

έχει µηδενική τιµή3. 

B.	 �Έστω ότι στα σφαιρίδια Α και Β δρα εφαπτοµενικά το ζεύ-

γος δυνάµεων F  και -F       (σχήµα 1-6(β)). Εξαιτίας αυτών των 

δυνάµεων, η γωνιακή ταχύτητα των σφαιριδίων αυξάνεται. Η 

ροπή του ζεύγους F  και -F          είναι µη µηδενική (ΙΜ  Ι = 2R ΙF    Ι ). 

Οι παρατηρήσεις συνοψίζονται στον Πρώτο Νόµο για την Περιστρο-

φική Κίνηση:

Εικόνα 1-6

Τα σφαιρίδια Α και Β είναι στερεωµένα σε 

ραβδί αµελητέας µάζας και περιστρέφο-

νται γύρω από το ΚΜ του συστήµατος σφαι-

ριδίων - ραβδιού. (α)    Όταν η ροπή εξω-	

τερικών δυνάµεων είναι ίση µε µηδέν, το 

σύστηµα περιστρέφεται µε σταθερή γωνι-

ακή ταχύτητα ω. (β) Το ζεύγος δυνάµεων 

F  και -F  έχει ροπή και µεταβάλλει τη γωνι-

ακή ταχύτητα του συστήµατος.

3 �Στα σφαιρίδια δρουν τα βάρη τους και οι κάθετες δυνάµεις από το τραπέζι. Αυτές 
οι δυνάµεις είναι κάθετες στο επίπεδο xy (παράλληλες µε τον άξονα περιστροφής) 
και έχουν µηδενική συνιστώσα ροπής κατά µήκος του άξονα.

Πρώτος Νόµος για την Περιστροφική Κίνηση

Ένα στερεό σώµα δεν περιστρέφεται ή περιστρέφεται µε στα-

θερή γωνιακή ταχύτητα ως προς κάποιον σταθερό άξονα Οz, 

εάν και µόνο εάν το άθροισµα των εξωτερικών ροπών κατά 

µήκος του άξονα Oz µηδενίζεται:

 

 ΣΜεξωτ, z = 0  ω  = σταθερή ή µηδενική

 Προσοχή

Ο Πρώτος Νόµος εφαρµόζεται και σε ένα σύστηµα στε-

ρεών σωµάτων. Στην εφαρµογή, λαµβάνουµε υπόψη 

µόνο τις ροπές των εξωτερικών δυνάµεων του συστή-

µατος (εξωτερικές ροπές).

R
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Παράδειγµα 1

To επόµενο σχήµα απεικονίζει σε κάτοψη έναν δίσκο, o οποίος 

µπορεί να περιστρέφεται γύρω από το κέντρο του Ο, πάνω στο 

επιπεδο xy της σελίδας. Ο άξονας περιστροφής Oz είναι κάθετος 

στο επίπεδο της σελίδας. 

Στα σηµεία Α και Β του δίσκου δρουν οι εξωτερικές δυνάµεις F1	
και F2. Οι φορείς των δυνάµεων ανήκουν στο επίπεδο xy. Θα εξα-

γάγουµε µία σχέση ανάµεσα στα µέτρα των F1   και F2 , έτσι ώστε ο 

δίσκος να ηρεµεί ή να περιστρέφεται µε σταθερή γωνιακή ταχύ-

τητα.

H δύναµη F1 τείνει να περιστρέψει τον δίσκο αριστερόστροφα. Η 

ροπή της F1 ως προς το Ο έχει τη διεύθυνση του άξονα Οz και θε-

τική αλγεβρική τιµή Μ1  = +ΙF1ΙR1. 

Η δύναµη F2  τείνει να περιστρέψει τον δίσκο δεξιόστροφα. Η ρο-

πή της F2  ως προς το Ο έχει επίσης τη διεύθυνση του άξονα Οz και 

αρνητική αλγεβρική τιµή Μ2  = -ΙF2ΙR2.

Eπειδή τα διανύσµατα Μ1 και Μ2 είναι παράλληλα, η συνολική 

ροπή έχει τη διεύθυνση του άξονα Oz και αλγεβρική τιµή ίση µε το 

άθροισµα των αλγεβρικών τιµών Μ1  και Μ2:  

ΣΜεξωτ, z = Μ1 + Μ2 = ΙF1ΙR1  - ΙF 2ΙR2

Όταν το πιο πάνω άθροισµα είναι ίσο µε µηδέν, ο δίσκος ηρεµεί ή 

περιστρέφεται µε σταθερή γωνιακή ταχύτητα γύρω από τον άξονα 

Οz. Άρα:

ΙF1ΙR1  - ΙF 2ΙR2 = 0  ΙF1ΙΙF2Ι
 = 
R2
R1

 

ΕΝΘΕΤO: ΓΙΑΤΙ ΑΓΝΟΟΥΜΕ ΤΙΣ ΡΟΠΕΣ ΕΣΩΤΕΡΙΚΩΝ ∆ΥΝΑΜΕΩΝ

Οι εσωτερικές δυνάµεις εµφανίζονται σε ζεύγη δράσης- αντίδρα-

σης, και έχουν συνισταµένη δύναµη ΣF  εσωτ = 0. Όταν είναι συγ-

γραµµικές, ικανοποιούν το θεώρηµα των ροπών. Άρα, η συνιστα-

µένη ροπή των εσωτερικών δυνάµεων µηδενίζεται:

ΣΜεσωτ = ΜΣF  εσωτ= 0
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Έλεγχος Κατανόησης Εννοιών:

1.8.1.	 �Ένα ραβδί µάζας m περιστρέφεται µε σταθερή γωνιακή 

ταχύτητα γύρω από άξονα Οz, που είναι κάθετος στο επί-

πεδο της σελίδας και διέρχεται από το ΚΜ του ραβδιού.

	 �Το ΚΜ του ραβδιού παραµένει ακίνητο. Ποιο(α) από τα 

επόµενα είναι σωστό;

	 I.	 �Η συνισταµένη των εξωτερικών δυνάµεων στο ραβδί 

είναι µηδενική.

	 II.	 �To άθροισµα των εξωτερικών ροπών κατά µήκος του 

άξονα Oz είναι µηδενικό.	  

1.8.2.	 �Ένα ραβδί µάζας m περιστρέφεται µε σταθερή γωνιακή 

ταχύτητα γύρω από άξονα Οz, που είναι κάθετος στο επί-

πεδο της σελίδας και διέρχεται από το άκρο Α του ρα-

βδιού.  Το σηµείο Α παραµένει ακίνητο. Ποιο(α) από τα 

επόµενα είναι σωστό;

	 I.	 �Η συνισταµένη των εξωτερικών δυνάµεων στο ραβδί 

είναι µηδενική.

	 II.	 �To άθροισµα των εξωτερικών ροπών κατά µήκος του 

άξονα περιστροφής Oz είναι μηδενικό.	  

1.8.3.	 �Σε ένα αρχικά ακίνητο σώµα δρουν οµοεπίπεδες εξω-

τερικές δυνάµεις, οι οποίες ικανοποιούν τις συνθήκες	

ΣF  εξωτ = 0, ΣΜεξωτ, z = 0. Oι ροπές Μεξωτ, z  υπολογίζονται 

κατά µήκος ενός άξονα Οz, κάθετου στο επίπεδο των δυ-

νάµεων. Ποιο(α) από τα επόµενα µπορεί να ισχύει;



46 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1A  MHXANIKH ΣΤΕΡΕΟY ΣΩΜΑΤΟΣ

	 I.	 Το σώµα παραµένει ακίνητο.

	 II.	 �Το ΚΜ του σώµατος κινείται µε σταθερή ταχύτητα.

	 IΙI.	 �Το ΚΜ του σώµατος κινείται  µε σταθερή ταχύτητα και 

το σώµα περιστρέφεται µε σταθερή γωνιακή επιτά-

χυνση ως προς τον άξονα Οz.

	 IV.	 �Το ΚΜ του σώµατος κινείται  µε σταθερή επιτάχυνση 

και το σώµα περιστρέφεται µε σταθερή γωνιακή επιτά-

χυνση ως προς τον άξονα Οz.

1.8.4.	 �Σε ένα αρχικά ακίνητο σώµα δρουν οµοεπίπεδες εξω-

τερικές δυνάµεις, οι οποίες ικανοποιούν τις συνθήκες	

ΣF  εξωτ = 0, ΣΜεξωτ, z  0. Τι κίνηση θα µπορούσε να εκτε-

λεί το σώµα; Να περιγράψετε ξεχωριστά την κίνηση του 

ΚΜ του σώµατος.

1.9.  Συνθήκες Ισορροπίας Στερεού Σώµατος

Στην Ά  Λυκείου είχαµε µελετήσει την ισορροπία σωµάτων, που µπο-

ρούσαν να θεωρηθούν σηµειακά. Στο παρόν Κεφάλαιο, επεκτείνου-

µε την έννοια της ισορροπιας και σε µη σηµειακά στερεά σώµατα. 

Θα θεωρούµε ότι ένα στερεό σώµα βρίσκεται σε στατική ισορροπία, 

όταν όλα τα σηµεία του σώµατος είναι ακίνητα ως προς έναν αδρα-

νειακό παρατηρητή.

Αναγκαίες Συνθήκες Στατικής Ισορροπίας 

Στερεού Σώµατος

Από τον Πρώτο Νόµο του Νεύτωνα προκύπτουν οι εξής ανα-

γκαίες συνθήκες για στατική ισορροπία:

1.	 �Αφού το ΚΜ του σώµατος ηρεµεί, η συνισταµένη των 

εξωτερικών δυνάµεων µηδενίζεται: ΣF  εξωτ = 0. 

2.	 �Αφού το σώµα δεν περιστρέφεται, έχει µηδενική γωνι-

ακή ταχύτητα. Το άθροισµα των εξωτερικών ροπών στο 

σώµα µηδενίζεται ως προς οποιοδήποτε σηµείο του 

χώρου: ΣΜ             εξωτ = 0. 
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1.10  Παραδείγµατα Στατικής Ισορροπίας Στερεών Σωµάτων

Παραδείγµατα µε Οµοεπίπεδες, Παράλληλες ∆υνάµεις

Παράδειγµα 1

Ισορροπία Σώµατος υπό την Επίδραση του Βάρους του

Το σώµα του σχήµατος (α) ισορροπεί σε επαφή µε οριζόντιο έδαφος υπό τη δράση του βάρους του 

B  και µίας κάθετης δύναµης N  από το έδαφος.

(α) Το ΚΜ του σώµατος βρίσκεται 

πάνω από κάποιο σηµείο επαφής µε το 

έδαφος. Η ροπή του ζεύγους δυνάµε-

ων B  και N  µηδενίζεται, και το σώµα 

ισορροπεί.

(β) Το ΚΜ βρίσκεται πέρα από οποιο-

δήποτε σηµείο επαφής µε το έδαφος. 

Το ζεύγος δυνάµεων B  και N  έχει µη 

µηδενική ροπή, και το σώµα ανατρέ-

πεται.

Κέντρο Βάρους ενός Σώµατος 

Το σηµείο εφαρµογής του βάρους ενός σώµατος ονοµάζεται «κέντρο βάρους (ΚΒ)». Όταν το 

βαρυτικό πεδίο είναι οµογενές σε όλη την έκταση του σώµατος, το ΚΒ και το ΚΜ του σώµατος 

ταυτίζονται.

Το σώµα Α ανατρέπεται όταν γείρει κατά γωνία θ. Σε αυτή τη γωνία, το κέντρο µάζας του σώµα-

τος µετατοπίζεται πέρα από το ακραίο σηµείο στήριξης Λ.

Το σώµα Β χρειάζεται να γείρει κατά µεγαλύτερη γωνία θ΄, µέχρι να ανατραπεί, επειδή έχει µεγα-
λύτερη βάση στήριξης ΚΛ.

Τα σηµεία επαφής του σώµατος µε το έδαφος ορίζουν µία βάση στήριξης ΚΛ. Στο σχήµα (α), το ΚΜ 

του σώµατος βρίσκεται πάνω από κάποιο σηµείο της βάσης στήριξης. Το έδαφος µπορεί να ασκήσει 

στο σώµα µία συνισταµένη κάθετη δύναµη N= -B , µε σηµείο εφαρµογής ακριβώς κάτω από το ΚΜ. 

Οι B  και N  είναι ζεύγος δυνάµεων µε τον ίδιο φορέα. Η ροπή του ζεύγους είναι ίση µε µηδέν, και 

το σώµα ισορροπεί. 

Στο σχήµα (β), το ΚΜ του σώµατος βρίσκεται πέρα από τη βάση στήριξης. Άρα, οι δυνάµεις B  και 

N  δεν µπορούν να είναι συγγραµµικές. Ακόµη και εάν ικανοποιείται η πρώτη συνθήκη ισορροπίας	

(N= -B ), η ροπή του ζεύγους δεν µηδενίζεται, και το σώµα ανατρέπεται.
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Συµπέρασµα

Όσο µεγαλύτερη είναι η βάση στήριξης ενός σώµατος, τόσο δυσκολότερα ανατρέπεται το σώµα.

Έλεγχος Κατανόησης Εννοιών:

1.10.1.	 �Ένας άνθρωπος σκοντάφτει σε ένα εµπόδιο καθώς περπα-

τά, και το µπροστινό του πόδι ακινητοποιείται. Να εξηγήσε-

τε γιατί ο άνθρωπος πέφτει προς τα εµπρός.

1.10.2.	 �Το επόµενο σχήµα απεικονίζει δύο βάζα Α και Β, διαφορε-

τικού σχήµατος. Το ΚΜ κάθε βάζου υποδεικνύεται µε την 

κόκκινη κουκίδα.

	 �Ποιο από τα δύο βάζα ανατρέπεται ευκολότερα; Να αιτιο-

λογήσετε την απάντησή σας.	  

1.10.3.	 �Το επόµενο σχήµα απεικονίζει δύο κιβώτια Α και Β σε επα-

φή µε ένα τραπέζι. Το ΚΜ κάθε κιβωτίου υποδεικνύεται µε 

την κόκκινη κουκίδα.

	 �Ποιο από τα δύο κιβώτια ανατρέπεται ευκολότερα; Να αιτι-

ολογήσετε την απάντησή σας.	  
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Είδη Ισορροπίας 

Έστω ότι ένα σώµα ισορροπεί, και µεταβάλλουµε τη στάση του. Η ισορροπία χαρακτηρίζεται ως:

•	 Ευσταθής, εάν δηµιουργείται ροπή που τείνει να επαναφέρει το σώµα στην αρχική του θέση.

•	 Ασταθής, εάν δηµιουργείται ροπή που τείνει να αποµακρύνει το σώµα από την αρχική του θέση.

•	 Αδιάφορη, εάν η συνολική ροπή παραµένει ίση µε µηδέν και το σώµα συνεχίζει να ισορροπεί.

∆ραστηριότητα

Εµπειρικός Προσδιορισµός του Κέντρου Μάζας 

Στερεού Σώµατος 

A. Σχήµα (α)

Στηρίζουµε το σώµα από ένα σηµείο Α. Όταν το σώµα ισορροπήσει, 

χαράσσουµε µία κατακόρυφη ευθεία ΑΒ, που διέρχεται από το Α. 

Επειδή το βάρος του σώµατος δεν περιστρέφει το σώµα ως προς το 

Α, ο φορέας του βάρους πρέπει να διέρχεται από το Α. Άρα, το ΚΜ 

ανήκει στην ευθεία ΑΒ.	  

B. Σχήµα (β)

Στηρίζουµε το σώµα από ένα διαφορετικό σηµείο Γ. Όταν το σώµα 

ισορροπήσει, χαράσσουµε την κατακόρυφη ευθεία Γ∆. Ακολουθώ-

ντας το ίδιο σκεπτικό µε προηγουµένως, συµπεραίνουµε ότι το ΚΜ 

ανήκει στην ευθεία Γ∆. Άρα, το ΚΜ είναι το σηµείο τοµής των ΑΒ 

και Γ∆.

Σηµείωση 

Στο σηµείο στήριξης Α του σώµατος εφαρµόζεται και µία δύναµη N ,	

που είναι αντίθετη στο βάρος (δεν περιλαµβάνεται στο σχήµα). Η 

δύναµη N  έχει µηδενική ροπή ως προς το Α και δεν περιστρέφει το 

σώµα. Η ίδια παρατήρηση ισχύει για το σηµείο Γ, όταν χρησιµοποιεί-

ται σαν σηµείο στήριξης.
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Στα επόµενα παραδείγµατα, θα ασχοληθούµε µε στερεά σώµατα, ή 

συστήµατα στερεών σωµάτων, στα οποία δρουν δύο ή περισσότερες 

οµοεπίπεδες εξωτερικές δυνάµεις. Για να µελετήσουµε τη δράση 

των δυνάµεων, ακολουθούµε τα εξής βήµατα:

Στρατηγική Επίλυσης Προβληµάτων Ισορροπίας 

(1)	 Ορίζουµε το σώµα ή σύστηµα σωµάτων.

(2)	 Σχεδιάζουµε τις εξωτερικές δυνάµεις.

(3)	 �Η δεύτερη συνθήκη ισορροπίας πρέπει να ικανοποιείται ως προς οποιοδήποτε σηµείο του χώ-

ρου. Επιλέγουµε ένα αυθαίρετο σηµείο Ο, πάνω στο επίπεδο που ορίζουν οι φορείς των δυνά-

µεων. 

(4)	 �Ο άξονας περιστροφής Οz διέρχεται από το Ο και τέµνει κάθετα το επίπεδο των φορέων. Υπο-

λογίζουµε τις ροπές όλων των εξωτερικών δυνάµεων κατά µήκος του άξονα περιστροφής, 

όπως περιγράψαµε στην Ενότητα 1.3. Θυµίζουµε ότι η ροπή είναι θετική για δυνάµεις που 

στρέφουν αριστερόστροφα, και αρνητική για δυνάµεις που στρέφουν δεξιόστροφα το σηµείο 

εφαρµογής τους ως προς το Ο.

(5)	 ��Εάν µία άγνωστη εξωτερική δύναµη F  διέρχεται από το Ο, η ροπή της µηδενίζεται.	

	 (α)  �Εάν δεν χρειάζεται να υπολογίσουµε την F , η δεύτερη συνθήκη ισορροπίας συνήθως επαρ- 

κεί για την επίλυση του προβλήµατος:

ΣΜεξωτ, z  = 0

 

	 (β)  �Εάν χρειάζεται να υπολογίσουµε την F , χρησιµοποιούµε και την πρώτη συνθήκη. Κατα-

στρώνουµε τις εξισώσεις ισορροπίας:

ΣF εξωτ = 0   
ΣFεξωτ, x  = 0

ΣFεξωτ, y  = 0

ΣΜεξωτ, z  = 0

	 �Oι εξισώσεις αυτές αποτελούν σύστηµα. Επιλύουµε το σύστηµα και προσδιορίζουµε τις άγνω-

στες συνιστώσες Fεξωτ, x, Fεξωτ, y .

Σηµείωση 

Συνήθως, βοηθά να επιλέξουµε το σηµείο Ο επάνω στον φορέα µίας άγνωστης εξωτερικής  δύ-

ναµης F . Τότε, η ροπή της άγνωστης δύναµης µηδενίζεται ως προς το Ο.
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Παράδειγµα 2

Ισορροπία Ζυγαριάς

Στο επόµενο σχήµα, η αβαρής ράβδος µίας ζυγαριάς µπορεί να περιστρέφεται χωρίς τριβές γύρω 

από το σηµείο Ο. O άξονας περιστροφής Oz είναι κάθετος στο επίπεδο xy της σελίδας και διέρχεται 

από το Ο.

Τα άκρα Α και Β της ράβδου απέχουν κατά d1 και d2 από το σηµείο Ο. Στα άκρα Α και Β αναρτώνται 

δύο σώµατα µε µάζες m1 και m2 
και η ράβδος ισορροπεί σε οριζόντια θέση. Θα υπολογίσουµε µία 

σχέση ανάµεσα στις µάζες m1 και m2  
και τις αποστάσεις d1 και d2. 

 

1.	 	 �Θα θεωρήσουµε το σύστηµα ράβδου - σωµάτων. Οι εξωτερικές δυνάµεις αυτού του συστή-

µατος είναι τα βάρη B1 και B2 των δύο σωµάτων, και µία κατακόρυφη δύναµη N  στη ράβδο από 

το σηµείο στήριξης Ο. Οι φορείς όλων των δυνάµεων ανήκουν στο κατακόρυφο επίπεδο xy.  

2.	 	 �Κατά µήκος του κατακόρυφου άξονα Οy θεωρούµε θετική την κατεύθυνση προς τα πάνω. 

Εφαρµόζοντας την πρώτη συνθήκη ισορροπίας, βρίσκουµε:

ΣFεξωτ, y  = 0  ΙN Ι  -m1 g -m2 g = 0  ΙN Ι = (m1 + m2)g
 

	 �Η πιο πάνω σχέση χρησιµεύει στον υπολογισµό της άγνωστης δύναµης N. Eάν όµως µας ενδι-

αφέρει απλώς να βρούµε µία σχέση ανάµεσα στις µάζες m1 και m2, δεν χρειαζόµαστε την πιο 

πάνω σχέση, αλλά χρησιµοποιούµε τη δεύτερη συνθήκη ισορροπίας (βήµα (3)). 

3.	 �Οι ροπές των τριών δυνάµεων ως προς το Ο είναι κάθετες στο επίπεδο xy (παράλληλες µε τον 

άξονα περιστροφής Οz). Υπολογίζουµε ξεχωριστά την αλγεβρική τιµή κάθε ροπής.
 

•	 Ο φορέας της δύναµης N  διέρχεται από το σηµείο Ο. Άρα η ροπή της N  µηδενίζεται: ΜN  = 0.	

Σηµείωση 

Mπορούµε να θεωρήσουµε σαν σύστηµα την οριζόντια ράβδο. Τότε, οι εξωτερικές δυνάµεις 

είναι η δύναµη N, µία τάση σχοινιού T1 = B1  στο σηµείο Α, και µία τάση σχοινιού T2 = B2  στο 

σηµείο Β. Σας προτείνουµε να επιβεβαιώσετε ότι θα καταλήξουµε στο ίδιο αποτέλεσµα.
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•	 Επειδή το βάρος B1 στρέφει αριστερόστροφα τη ράβδο, η αντίστοιχη ροπή είναι θετική. Ο φορέ-

ας του βάρους B1 απέχει κατά d1  από το Ο. Άρα, ΜB1 = +ΙB1Ιd1 = +m1gd1.

•	 Tο βάρος B2 στρέφει δεξιόστροφα τη ράβδο, οπότε η αντίστοιχη ροπή είναι αρνητική. Ο φορέας 

του βάρους B2 απέχει κατά d2  από το Ο. Άρα, ΜB2 = -ΙB2Ιd2 = -m2gd2. 

Εφαρµόζοντας τη δεύτερη συνθήκη ισορροπίας, βρίσκουµε:

ΣΜεξωτ, z  = 0  m1gd1 -m2gd2 = 0  m1gd1 = m2gd2    
m1

m2
 = 
d2
d1
 

 

Από την τελευταία σχέση, συµπεραίνουµε τα εξής:

•	 Εάν οι µάζες είναι ίσες, το σηµείο περιστροφής Ο πρέπει να βρίσκεται στη µέση της ράβδου:	

m1 = m2  d1 = d2.

•	 Η ράβδος ισορροπεί, ακόµη και εάν οι µάζες δεν είναι ίσες. Η µεγαλύτερη µάζα πρέπει να τοπο-

θετηθεί πιο κοντά στο σηµείο περιστροφής Ο: m1 > m2  d1 < d2.  

Αριθµητική Εφαρµογή

Έστω ότι τα δύο σώµατα έχουν µάζες m1 = 0,50 kg και m2 = 1,5 kg. Συµπεραίνουµε ότι:

 
d2
d1
 = 
m1

m2 
 = 
0,50 kg 
1,5 kg  

 = 0,33

 Παρατήρηση

Στο επόµενο σχήµα, η ράβδος ισορροπεί, σχηµατίζοντας γωνία θ  90ο µε την οριζόντια διεύ-

θυνση. Θα δείξουµε ότι η συνθήκη µαζών-αποστάσεων παραµένει ίδια.

Οι αποστάσεις των φορέων των δυνάµεων B1 και B2 από το σηµείο Ο γίνονται d1συνθ και d2συνθ. 
Εφαρµογή της δεύτερης συνθήκης, δίνει:

ΣΜεξωτ, z  = 0  m1gd1συνθ = m2gd2συνθ   
m1

m2
 = 
d2
d1
 (θ  90ο)
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Παράδειγµα 3

To Καροτσάκι του Κηπουρού

Στο επόµενο σχήµα απεικονίζεται ένα καροτσάκι κηπουρού, που χρησιµοποιείται για τη µεταφορά 

φορτίων. Το καροτσάκι µπορεί να περιστρέφεται γύρω από έναν οριζόντιο άξονα, που διέρχεται από 

το σηµείο επαφής Ο του τροχού µε το έδαφος. Η συνολική µάζα του καροτσιού είναι m  = 30,0 kg και 

το ΚΜ του βρίσκεται σε οριζόντια απόσταση d2 = 25,0 cm από το Ο.

Η δύναµη ανύψωσης Fi   εφαρµόζεται σε οριζόντια απόσταση d1 = 150,0 cm από το σηµείο Ο. Θα υπο-

λογίσουµε τη δύναµη Fi    σαν συνάρτηση του συνολικού βάρους του καροτσιού, όταν το καροτσάκι 

βρίσκεται σε στατική ισορροπία.

1.	 �Στο σύστηµα του καροτσιού, εξωτερικές δύναµεις είναι η 

δύναµη Fi  , το βάρος B   του καροτσιού και µία κάθετη δύνα-

µη N  από το έδαφος στο σηµείο Ο. Όλες οι δυνάµεις είναι 

κατακόρυφες.	  

	 �Εάν δεν µας ενδιαφέρει να υπολογίσουµε τη δύναµη N, χρη-	

σιµοποιούµε µόνο τη δεύτερη συνθήκη ισορροπίας.

2.	 �Θα υπολογίσουµε τις ροπές των δυνάµεων ως προς το ση-

µείο O. Όλες οι ροπές έχουν διεύθυνση κάθετη στο επίπεδο 

της σελίδας (άξονας Οz).

	 •	 �Η ροπή της δύναµης N  είναι ίση µε µηδέν ως προς το ση-	

µείο Ο: ΜN  = 0. 

	 •	 Η ροπή του βάρους είναι θετική: ΜB  = +mgd2.

	 •	 H ροπή της δύναµης Fi   είναι αρνητική: ΜFi  = -ΙFi  Ιd1.

Η δεύτερη συνθήκη ισορροπίας δίνει:

ΣΜεξωτ, z  = 0  ΜN  + ΜB  + ΜFi   = 0  0 + mgd2 -ΙFi  Ιd1 = 0  ΙFi  Ι = mg d2d1
 

Η δύναµη Fi   είναι µικρότερη από το βάρος του σώµατος:d1 > d2  ΙFi  Ι < mg. Άρα, το καροτσάκι του 
κηπουρού έχει µηχανικό πλεονέκτηµα.

Αριθµητική Eφαρµογή

Αντικαθιστούµε m
  = 30,0 kg, d1  = 150,0 cm και d2  = 25,0 cm. 

 

ΙFi  Ι = mg x 25,0 cm150,0 cm
 = 
mg
6
 = 
1
6
 x (30,0 kg) x (9,81 m/s2) = 49,1 N 

Να παρατηρήσετε ότι καταβάλλουµε την ίδια δύναµη, µε την οποία θα σηκώναµε µία µάζα 5,0 kg (το 

1/6 της µάζας του καροτσιού).
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Παράδειγµα 4

Ο ∆ικέφαλος Μυς

Στο επόµενο σχήµα απεικονίζεται το µπροστινό µέρος του χεριού ενός ανθρώπου. Το χέρι µπορεί να 

περιστρέφεται γύρω από έναν οριζόντιο άξονα, που διέρχεται από το σηµείο Ο του αγκώνα. Όταν το 

µπροστινό µέρος ισορροπεί σε οριζόντια στάση, ασκούνται σε αυτό οι ακόλουθες δυνάµεις:

(i)	 	 �Ο δικέφαλος µυς ασκεί µία κατακόρυφη δύναµη F∆  µε φορά προς τα πάνω, σε απόσταση	

d1 = 5,0 cm από το σηµείο Ο. 
(ii)		 �Tο βάρος BX  του µπροστινού µέρους του χεριού δρα στο ΚΜ του (περίπου στη µέση του χε-

ριού, σε απόσταση d2 = 18,0 cm από τον αγκώνα). 
(iii)	 ��Στο σηµείο Ο του αγκώνα ασκείται µία δύναµη F E  από το υπόλοιπο σώµα.

Όλες οι δυνάµεις είναι κατακόρυφες και ανήκουν στο επίπεδο της σελίδας. Οι ροπές των δυνάµεων 

είναι κάθετες στο επίπεδο της σελίδας.

Θα εφαρµόσουµε τη δεύτερη συνθήκη ισορροπίας, ως προς το σηµείο Ο. Η άγνωστη δύναµη F E  έχει 

µηδενική ροπή ως προς αυτό το σηµείο. Για τις υπόλοιπες δυνάµεις, βρίσκουµε:

+d1 ΙF∆Ι - d2 ΙBXΙ  = 0   ΙF∆Ι = d2d1  ΙBXΙ = d2d1  (mg)

Να παρατηρήσετε ότι η δύναµη F∆  από τον δικέφαλο µυ είναι αρκετά µεγαλύτερη από το βάρος του 

χεριού:

ΙF∆Ι = 18,0 cm5,0 cm
 x (mg) = 3,6 x (mg) 

 

Αυτό συµβαίνει επειδή ο µοχλοβραχίονας της F∆  είναι πολύ µικρότερος από τον µοχλοβραχίονα του 

βάρους BX. 

Εάν ο άνθρωπος κρατά και ένα σώµα στην παλάµη του, η απαιτούµενη δύναµη F∆  γίνεται ακόµη µε-

γαλύτερη. 

Εφαρµόζοντας την πρώτη συνθήκη ισορροπίας, βρίσκουµε τη δύναµη F E :

 

ΙF∆Ι  - ΙF E Ι  - ΙBXΙ  = 0  ΙF E Ι = ΙF∆Ι  - ΙBXΙ  = 2,6 x (mg)

H φορά της F E  είναι προς τα κάτω.
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Παράδειγµα 5

Aθλήτρια που ισορροπεί σε οριζόντια στάση

Στο επόµενο σχήµα απεικονίζεται µία αθλήτρια µάζας m = 40,0 kg, που ισορροπεί σε οριζόντια στάση. 

Εκτός από το βάρος B   της αθλήτριας, στα χέρια και τα πόδια της ασκούνται εξωτερικές δυνάµεις 

από το έδαφος. Θα συµβολίζουµε τη συνισταµένη δύναµη στα πόδια της αθλήτριας µε NΠ, και τη συ-

νισταµένη δύναµη στα χέρια της µε NΧ. Θα υπολογίσουµε τις δυνάµεις NΠ  και NX, εάν η αθλήτρια 

ισορροπεί. 

Εφαρµόζουµε την πρώτη συνθήκη ισορροπίας, θεωρώντας ως θετική τη φορά προς τα πάνω:

ΣFεξωτ, y  = 0  ΙNΠΙ  - ΙB  Ι  + ΙNXΙ = 0  ΙNΠΙ = mg   - ΙNXΙ 

Οι φορείς των NΠ, B   και NX  ανήκουν στο ίδιο κατακόρυφο επίπεδο xy. Ο φορέας της NΠ τέµνει το 

πάτωµα στο σηµείο Α. Θα υπολογίσουµε τις ροπές όλων των δυνάµεων ως προς το Α. 

Όλες οι ροπές έχουν διεύθυνση κάθετη στο επίπεδο xy (το επίπεδο της σελίδας).

•	 Η δύναµη NΠ  διέρχεται από το σηµείο A. Άρα η ροπή της µηδενίζεται: MNΠ
 = 0. 

•	 H δύναµη NX  στρέφει αριστερόστροφα το σώµα της αθλήτριας, οπότε η αντίστοιχη ροπή είναι 

θετική. Ο φορέας της NX  απέχει κατά d1 από το A. Άρα, MNX
 = +ΙNXΙ d1. 

•	 Το βάρος B   στρέφει δεξιόστροφα το σώµα της αθλήτριας, οπότε η αντίστοιχη ροπή είναι αρνη-

τική. Ο φορέας του βάρους απέχει κατά d2  από το A. Άρα, MB  = -mgd2. 

Εφαρµόζοντας τη δεύτερη συνθήκη ισορροπίας, βρίσκουµε:

ΣΜεξωτ, z  = 0  ΙNXΙ d1 - mgd2 = 0  ΙNXΙ  = mg d2d1
Να παρατηρήσετε ότι το µέτρο της NX  είναι µικρότερο από το βάρος του σώµατος: d2  < d1  ΙNXΙ < mg.	

Για να υπολογίσουµε το µέτρο της δύναµης NΠ, αντικαθιστούµε το µέτρο ΙNXΙ  στην πρώτη συνθήκη 
ισορροπίας:

ΙNΠΙ = mg   - ΙNXΙ = mg(1- d2d1 )
 

Η αθλήτρια ασκεί στο έδαφος µε τα χέρια της συνολική δύναµη FX = - NX  (ζεύγος δράσης - αντίδρα-

σης). Με τα πόδια της ασκεί στο έδαφος συνολική δύναµη FΠ = - NΠ  (ζεύγος δράσης - αντίδρασης).
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Αριθµητική Eφαρµογή

Έστω ότι η αθλήτρια έχει µάζα 40,0 kg και οι αποστάσεις d
1  = 1,60 m και d2  = 1,00 m. Το µέτρο της 

δύναµης NX  ισούται µε:

ΙNXΙ = (mg) x 1,00 m1,60 m
 = 
5
8
 x (mg) = 

5
8
 x (40,0 kg) x (9,81 m/s2) = 245 N 

(H δύναµη αυτή µοιράζεται στα δύο χέρια της αθλήτριας).

Το µέτρο της NΠ ισούται µε:

ΙNΠΙ = 38  x (mg) = 
3
8
 x (40,0 kg) x (9,81 m/s2) = 147 N 

 (H δύναµη αυτή µοιράζεται στα δύο πόδια της αθλήτριας).

Παράδειγµα 6

Ισορροπία Πλατφόρµας

H οριζόντια σανίδα του επόµενου σχήµατος έχει µάζα mΣ = 1,00 kg και µήκος 2L = 2,00 m. Τα σηµεία 

Α και Γ της σανίδας στηρίζονται σε κατακόρυφους στύλους. Η απόσταση ΑΓ ισούται µε d
  = 1,50 m. 

Στο άκρο ∆ της σανίδας ισορροπεί ένα κιβώτιο µάζας mK. Θα υπολογίσουµε τη µέγιστη µάζα του 

κιβωτίου, για την οποία δεν ανατρέπεται η σανίδα. 

1.	 Θα θεωρήσουµε το σύστηµα σανίδας - κιβωτίου. 

2.	 �Οι εξωτερικές δυνάµεις είναι το βάρος BΣ της σανίδας, οι δυνάµεις Ν1 και Ν2 από τους στύ-

λους, και το βάρος BΚ  του κιβωτίου. Όλες οι δυνάµεις είναι κατακόρυφες.

3.	 �Θα υπολογίσουµε τις ροπές των δυνάµεων ως προς το σηµείο Γ. Όλες οι ροπές είναι κάθετες 

στο κατακόρυφο επίπεδο xy. 

•	 	Η ροπή της δύναµης Ν1  είναι αρνητική: MN1
 = -ΙΝ1Ιd . 

•	 	Η ροπή της δύναµης Ν2  είναι ίση µε µηδέν: MN2
 = 0. 
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•	 Η ροπή της BΣ  είναι θετική: MΒΣ
= +ΙBΣΙ(d -L) = +mΣ g (d -L).  

•	 H ροπή της BΚ  είναι αρνητική: MΒK
= -ΙBΚΙ(2L -d ) = -mK g (2L -d ).   

Εφαρµόζοντας τη δεύτερη συνθήκη ισορροπίας, βρίσκουµε:

 

ΣΜεξωτ, z  = 0  - ΙN1Ι d +mΣ g (d -L) -mK g (2L -d ) = 0  mΣ g (d -L) -mK g (2L -d )  = ΙN1Ι d

mΣ g (d -L) -mK g (2L -d ) = 0  mΣ (d -L) = mK (2L -d )  mK = mΣ 
d -L
2L -d

Aριθµητική Εφαρµογή

Aντικαθιστώντας mΣ = 1,00 kg, L = 1,00 m και d  = 1,50 m, βρίσκουµε:

mΚ = 
1,50 -1,00

2,00 -1,50
 χ (1,00 kg) = 1,00 kg 

Η σανίδα αρχίζει να ανατρέπεται όταν το σηµείο Α χάσει επαφή µε τον κατακόρυφο στύλο. 

Μόλις η σανίδα αρχίζει να ανατρέπεται, η δύναµη N1  µηδενίζεται. Άρα:

Σηµειώσεις

•	 Για να µην ανατρέπεται η σανίδα όταν το κιβώτιο έχει µάζα mK > mΣ 
d -L
2L -d

, πρέπει η δύ-

ναµη N1  να αποκτήσει φορά προς τα κάτω (δηλαδή το σηµείο Α να είναι καρφωµένο στον 

στύλο).

•	 Έστω ότι η µάζα mK είναι δεδοµένη. Με το ίδιο σκεπτικό προσδιορίζουµε την ελάχιστη από-

σταση d, στην οποία πρέπει να τοποθετηθεί το στήριγµα Γ για να µην ανατρέπεται η σανίδα:

mΣ g (d -L) -mK g (2L -d ) ≥ 0  (mΣ +mK)d  ≥ (mΣ + 2mK)L 

d  ≥ 
mΣ + 2mK
mΣ +mK

 L  dελαχ = 
mΣ + 2mK
mΣ +mK

 L

Έλεγχος Κατανόησης Εννοιών:

1.10.4.	 �Έστω ότι η σανίδα είναι καρφωµένη στον κατακόρυφο στύ-

λο στο άκρο Α.  Τι φορά αποκτά η δύναµη N1, εάν η από-

σταση d  > 
mΣ + 2mK
mΣ +mK

 L;

1.10.5.	 �Να υπολογίσετε την ελάχιστη απόσταση dελαχ, εάν mK =	

2,50 kg.
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EΝΘΕΤΟ: ΤΑ ∆ΙAΦΟΡΑ ΕI∆Η ΜΟΧΛΩΝ

Οι µοχλοί είναι περιστρεφόµενες µηχανικές διατάξεις, που λει-

τουργούν µε βάση το φυσικό µέγεθος της ροπής. Η εφαρµογή 

δύναµης Fi  σε έναν µοχλό προκαλεί την άσκηση δύναµης Fo  από 

τον µοχλό.

Ο σπουδαίος αρχαίος Έλληνας Φυσικός, Μαθηµατικός και Μη-

χανικός Αρχιµήδης ο Συρακούσιος (287-212 π.Χ.) εξήγησε τη λει-

τουργία των µοχλών. Για να τονίσει τη χρησιµότητά τους, είχε πει:	

«Δ΅ς μοι πÄ στ΅ και τaν ΓÄν κινάσω»: ∆ος µου που να σταθώ                   ι 
και θα κινήσω τη Γη.	  

Στους µοχλούς πρώτου είδους, το σηµείο περιστροφής Ο παρεµβάλλεται ανάµεσα στα σηµεία εφαρ-

µογής των δυνάµεων Fi   και Fo . Παραδείγµατα µοχλών πρώτου είδους είναι η ζυγαριά και η τραµπάλα. 

Ένας µοχλός πρώτου είδους ασκεί µεγαλύτερη δύναµη από αυτή που δέχεται: ΙFo Ι  > ΙFi Ι για di > do .
 

Στους µοχλούς δευτέρου είδους, το σηµείο εφαρµογής της Fo  παρεµβάλλεται ανάµεσα στο σηµείο 

περιστροφής Ο και στο σηµείο εφαρµογής της Fi . Παραδείγµατα µοχλών δευτέρου είδους είναι το 

καροτσάκι του κηπουρού και ο καρυοθραύστης. Ένας µοχλός δευτέρου είδους ασκεί πάντοτε µεγα-

λύτερη δύναµη από αυτή που δέχεται: ΙFo Ι  > ΙFi Ι.
 

Στους µοχλούς τρίτου είδους, το σηµείο εφαρµογής της Fi   παρεµβάλλεται ανάµεσα στο σηµείο πε-

ριστροφής Ο και στο σηµείο εφαρµογής της Fo . Παραδείγµατα µοχλών  τρίτου είδους είναι το φτυάρι, 

το καλάµι του ψαρέµατος, το ακόντιο του αθλητή, ο δικέφαλος µυς. Ένας µοχλός τρίτου είδους ασκεί 

πάντοτε µικρότερη δύναµη από αυτή που δέχεται: ΙFi Ι  > ΙFo Ι . 
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ΕΝΘΕΤΟ ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ. ΠΡΟΣ∆ΙΟΡΙΣΜΟΣ ΤΟΥ ΣΗΜΕΙΟΥ ΕΦΑΡΜΟΓΗΣ ΚΑΘΕΤΗΣ ∆ΥΝΑΜΗΣ

Το επόµενο σχήµα απεικονίζει έναν οµογενή κύβο µάζας m  και ακµής 2L , που ισορροπεί πάνω σε 

ένα οριζόντιο πάτωµα. Στο σηµείο Α του κύβου ασκούµε µία κατακόρυφη γνωστή εξωτερική δύναµη 

F , µε φορά προς τα κάτω. Στον κύβο δρα επίσης µία κάθετη εξωτερική δύναµη N από το πάτωµα, µε 

φορά προς τα επάνω. Στην πραγµατικότητα, η δύναµη N  είναι η συνισταµένη ενός µεγάλου αριθµού 

από στοιχειώδεις δυνάµεις, που ασκούν σηµεία του πατώµατος σε σηµεία του κύβου. Εάν ο κύβος 

βρίσκεται σε στατική ισορροπία, µπορούµε από τις συνθήκες ισορροπίας να προσδιορίσουµε το 

σηµείο εφαρµογής της συνισταµένης δύναµης N.  

Το σηµείο Α εφαρµογής της F  ανήκει στο κατακόρυφο επίπεδο xy, που διέρχεται από το ΚΜ του 

κύβου και τέµνει τις ακµές του κύβου στα µέσα τους Α, Ο, Γ και ∆. Στο δεξί σχήµα απεικονίζεται το 

επίπεδο xy σε πρόσοψη. Το σηµείο εφαρµογής της N  βρίσκεται πάνω στην ευθεία ΟΓ, σε απόσταση 

χ από το σηµείο Ο. 	  

Επειδή ο κύβος ηρεµεί, η συνισταµένη εξωτερική δύναµη µηδενίζεται:

ΣFεξωτ, y  = 0  ΙN  Ι -mg  - ΙF  Ι = 0  ΙN  Ι  = mg + ΙF  Ι

Οι ροπές των εξωτερικών δυνάµεων ως προς το Ο είναι κάθετες στο επίπεδο xy. Θα υπολογίσουµε 

ξεχωριστά την αλγεβρική τιµή κάθε ροπής:
 

•	 Ο φορέας της δύναµης F  διέρχεται από το σηµείο Ο. Άρα η ροπή της F  µηδενίζεται: MF  = 0.



60 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1A  MHXANIKH ΣΤΕΡΕΟY ΣΩΜΑΤΟΣ

•	 Επειδή το βάρος B   στρέφει αριστερόστροφα τον κύβο, η ροπή του βάρους είναι θετική. Ο φο-

ρέας του βάρους B   απέχει κατά L από το Ο. Άρα, MB  = +ΙB  ΙL = +mgL. 

•	 H δύναµη N  στρέφει δεξιόστροφα τον κύβο, οπότε η αντίστοιχη ροπή είναι αρνητική. Ο φορέας 

της N  απέχει κατά χ από το Ο. Άρα, MΝ  = -ΙN Ιχ. 

Εφαρµόζοντας τη δεύτερη συνθήκη ισορροπίας, βρίσκουµε:

ΣΜεξωτ, z = 0  mgL - ΙN Ιχ = 0  χ = 
mg

ΙN Ι
L =  

mg

mg + ΙF  Ι
L 

 

Eάν η F   µηδενισθεί, το σηµείο εφαρµογής της κάθετης δύναµης N  βρίσκεται στο µέσο της ευθείας 

ΟΓ (κάτω από το ΚΜ): χ = 
mg
mg
L = L. Εάν F    0, το σηµείο εφαρµογής της N  µετατοπίζεται προς τον 

φορέα της F .

Παραδείγµατα µε Οµοεπίπεδες, όχι Παράλληλες ∆υνάµεις 

Θα αναφέρουµε πρώτα µία πολύ χρήσιµη ιδιότητα:

Στο σώµα της Εικόνας 1-7 δρουν τρεις οµοεπίπεδες, µη παράλληλες δυνάµεις. Για να ισορροπεί το 

σώµα, οι φορείς των δυνάµεων πρέπει να διέρχονται από το ίδιο σηµείο. Εάν δεν ισχύει αυτό, το 

άθροισµα των ροπών των τριών δυνάµεων δεν µηδενίζεται:

ΣΜ                           0 

Εικόνα 1-7

ΕΝΘΕΤH ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ

Στο επόµενο σχήµα απεικονίζεται ένα σώµα το οποίο ισορροπεί υπό την επίδραση των τριών οµοεπί-

πεδων δυνάµεων F1, F2 και F3. Το διανυσµατικό άθροισµα ΣF  = F1 + F2 + F3 = 0. Για να ισορροπεί το 
σώµα, πρέπει επίσης το άθροισµα των ροπών των δυνάµεων να µηδενίζεται ως προς οποιοδήποτε 

σηµείο: ΣΜ             i  = Μ             1 + Μ             2 +Μ             3 = 0.
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Έστω ότι οι φορείς των F1 και F2 τέµνονται στο σηµείο Α. Ας υποθέσουµε ότι ο φορέας της F3  δεν 

διέρχεται από το Α (σχήµα (α)). Οι ροπές των F1 και F2  µηδενίζονται ως προς το Α, αλλά η ροπή της 

F3  είναι µη µηδενική, ως προς το ίδιο σηµείο:

ΙΜ             3Ι  = ΙF3Ιd       0

Άρα, η δεύτερη συνθήκη ισορροπίας δεν ικανοποιείται.	 

Για να ικανοποιείται η δεύτερη συνθήκη, ο φορέας της F3  πρέπει να διέρχεται επίσης από το σηµείο 

Α (σχήµα (β)). 

Σηµείωση 

Στα προβλήµατα ισορροπίας θα συναντήσετε δυνάµεις που ασκούνται από διάφορα σώµατα, όπως 

σχοινιά, ράβδους, δοκούς, πατώµατα, τοίχους. Μπορείτε να προσδιορίζετε τη διεύθυνση αυτών των 

δυνάµεων µε τους εξής κανόνες:

•	 Η τάση ενός σχοινιού είναι πάντοτε ελκτική, µε διεύθυνση κατά µήκος του σχοινιού. 

•	 Η δύναµη από έναν λείο τοίχο ή πάτωµα είναι κάθετη σε αυτό. Εάν ο τοίχος ή το πάτωµα είναι 

τραχύ, η δύναµη µπορεί να έχει οποιαδήποτε διεύθυνση. 

•	 Η δύναµη από µία στερεά ράβδο µπορεί να είναι ελκτική ή απωστική, και να έχει οποιαδήποτε 

διεύθυνση. ∆εν είναι αναγκαστικά παράλληλη στη ράβδο. 

•	 Εάν σε ένα σώµα που ισορροπεί δρουν τρεις οµοεπίπεδες, µη παράλληλες δυνάµεις, απαιτού-

µε οι φορείς των δυνάµεων να τέµνονται. 
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Παράδειγµα 1

Στο επόµενο σχήµα απεικονίζεται ένα λεπτό ραβδί µάζας m και µήκους L, το οποίο εφάπτεται µε ένα 

τραχύ πάτωµα και έναν λείο κατακόρυφο τοίχο. Στο ραβδί ασκείται το βάρος του B  , η δύναµη Ν1  από 

τον τοίχο και η δύναµη Ν2  από το πάτωµα. Eάν το ραβδί ισορροπεί υπό γωνία θ = 60ο µε το οριζόντιο 

πάτωµα, θα υπολογίσουµε τις δυνάµεις Ν1  και Ν2.

Οι φορείς των τριών δυνάµεων ανήκουν στο κατακόρυφο επίπεδο xy, που διέρχεται από το ΚΜ του 

ραβδιού. Σύµφωνα µε την προηγούµενη απόδειξη, οι φορείς των τριών δυνάµεων πρέπει να τέµνονται. 

Το βάρος B   έχει σηµείο εφαρµογής στο µέσο του ραβδιού Γ και κατακόρυφη διεύθυνση. Επειδή ο 

τοίχος είναι λείος, η δύναµη Ν1  έχει οριζόντια διεύθυνση (κάθετη στον τοίχο). Προεκτείνοντας τους 

φορείς των B   και Ν1 , βρίσκουµε ότι τέµνονται στο σηµείο ∆.

Αναγκαστικά, ο φορέας της δύναµης Ν2 διέρχεται επίσης από το ∆. Να παρατηρήσετε ότι η δύναµη  

Ν2  δεν είναι κάθετη στο πάτωµα. Αυτό συµβαίνει επειδή το πάτωµα είναι τραχύ. Υπό την επίδραση 

του βάρους B  , το ραβδί τείνει να περιστραφεί δεξιόστροφα ως προς το σηµείο Α. Το άκρο Α τoυ 

ραβδιού τείνει να κινηθεί προς τα αριστερά, και υφίσταται µία οριζόντια δύναµη στατικής τριβής f s = 
N2,x  από το πάτωµα, µε κατεύθυνση προς τα δεξιά, και µία κατακόρυφη δύναµη N2,y , µε κατεύθυνση 

προς τα πάνω. Η N2 είναι η συνισταµένη των δύο αυτών δυνάµεων:

	  N2  = N2,x  + N2,y
 

Επειδή οι δυνάµεις B, Ν1 και Ν2 δεν είναι παράλληλες, εφαρµόζουµε την πρώτη συνθήκη ξεχωριστά 

στις κατευθύνσεις x και y:

ΣFεξωτ, x = 0  - ΙΝ1Ι + ΙN2,x Ι = 0   ΙΝ1Ι = ΙN2,x Ι
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ΣFεξωτ, y = 0  ΙN2,y Ι  - mg = 0  ΙN2,y Ι  = mg
 

Aπό τις πιο πάνω εξισώσεις υπολογίσθηκε η συνιστώσα N2,y . Για να υπολογίσουµε τη συνιστώσα N2,x	
και τη δύναµη N1, χρειαζόµαστε µία επιπλέον εξίσωση. Αυτή προκύπτει από τη δεύτερη συνθήκη 

ισορροπίας. 

Όταν χρησιµοποιούµε τη δεύτερη συνθήκη, υπολογίζουµε συνήθως τις ροπές ως προς το σηµείο 

εφαρµογής µίας από τις άγνωστες δυνάµεις. Στο συγκεκριµένο παράδειγµα, οποιοδήποτε από τα 

σηµεία Α και Β είναι κατάλληλο. Θα υπολογίσουµε τις ροπές των διαφόρων δυνάµεων ως προς το 

σηµείο Α. 

Όλες οι ροπές έχουν διεύθυνση κάθετη στο επίπεδο xy (το επίπεδο της σελίδας).

•	 Η δύναµη N1 στρέφει αριστερόστροφα τη ράβδο, οπότε η αντίστοιχη ροπή είναι θετική. Ο φορέ-

ας της N1 απέχει κατά Lηµ60ο από το A. Άρα MN1= +ΙN1Ι(Lηµ60ο). 

•	 Το βάρος B   στρέφει δεξιόστροφα τη ράβδο, οπότε η αντίστοιχη ροπή είναι αρνητική. Ο φορέας 

του B   απέχει κατά (L/2)συν60ο από το A. Άρα, MB = -ΙB  Ι(L/2)συν60ο. 

•	 Η δύναµη N2  έχει µηδενική ροπή ως προς το A: MN2= 0.  

Εφαρµόζοντας τη δεύτερη συνθήκη ισορροπίας, βρίσκουµε:

ΣMεξωτ, z = 0  ΙN1Ι (Lηµ60ο)  - mg (L/2)συν60ο = 0  ΙN1Ι  = συν60ο

2ηµ60ο  mg = 
1
2   3

 mg

Χρησιµοποιώντας το αποτέλεσµα της πρώτης συνθήκης, προκύπτει ότι

 ΙN2,x Ι = ΙΝ1Ι =   1
2   3

 mg

 

H γωνία φ = ∆ΑΚ, που σχηµατίζει η δύναµη N2  µε το οριζόντιο πάτωµα, προσδιορίζεται από τη σχέση:

  

εφφ = ΙN2,y Ι
ΙN2,x Ι

 = 
mg

(mg)/2   3
 = 2   3   φ = τοξ εφ(2   3) = 74ο

Το µέτρο της N2 ισούται µε

ΙN2Ι =    ΙN2,x Ι 2 + ΙN2,y Ι 2  =    ( mg

2   3 )2+ (mg)2  =     1312  mg

Σηµείωση 

Σας προτείνουµε να εφαρµόσετε τη δεύτερη συνθήκη ως προς το σηµείο Β, και να επιβεβαιώ-

σετε ότι καταλήγετε στο ίδιο αποτέλεσµα.
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Έλεγχος Κατανόησης Εννοιών:

1.10.6.	 �Εάν το πάτωµα και ο τοίχος ήταν λεία, θα µπορούσε να 

ισορροπεί η ράβδος στην ίδια πλάγια διεύθυνση; 

1.10.7.	 �Εάν το πάτωµα ήταν λείο, ποια δύναµη θα έπρεπε να ασκεί 

ο τοίχος στη ράβδο ώστε η ράβδος να ισορροπεί  στην ίδια 

πλάγια διεύθυνση;

Παράδειγµα 2

Στο επόµενο σχήµα απεικονίζεται µία ράβδος µάζας m και µήκους L, η οποία ισορροπεί σε οριζόντια 

θέση. Το άκρο Ο της ράβδου είναι στερεωµένο στον τοίχο µέσω άρθρωσης, ενώ το άκρο Α είναι συν-

δεδεµένο µε ένα τεντωµένο σχοινί, που σχηµατίζει γωνία θ = 60ο µε την οριζόντιο. Θα υπολογίσουµε 

τις δυνάµεις που δρουν στη ράβδο.

Οι εξωτερικές δυνάµεις της ράβδου είναι το βάρος της B  , η δύναµη T   από τo σχοινί και η δύναµη F   

από τoν τοίχο. Οι τρεις αυτές δυνάµεις είναι οµοεπίπεδες: Οι φορείς τους ανήκουν στο κατακόρυφο 

επίπεδο xy, που διέρχεται από το ΚΜ του ραβδιού. Σύµφωνα µε την προηγούµενη απόδειξη, οι φο-

ρείς των τριών δυνάµεων πρέπει να τέµνονται.

Το βάρος B   έχει σηµείο εφαρµογής στο µέσο της ράβδου, και κατακόρυφη διεύθυνση. Η τάση T   του 

σχοινιού έχει διεύθυνση κατά µήκος του σχοινιού. Άρα, οι φορείς των δυνάµεων B   και T   τέµνονται 

στο σηµείο B του σχοινιού. Ο φορέας της F   διέρχεται αναγκαστικά από το B.

Εφαρµόζοντας την πρώτη συνθήκη στις διευθύνσεις x και y, βρί-

σκουµε:

ΣFεξωτ, x = 0  ΙF x Ι - ΙT x Ι = 0   ΙF x Ι = ΙT x Ι

ΣFεξωτ, y = 0  ΙF y Ι + ΙT y Ι -mg = 0

Θα εφαρµόσουµε τη δεύτερη συνθήκη ως προς το σηµείο Ο. Όλες 

οι ροπές έχουν διεύθυνση κάθετη στο επίπεδο xy (το επίπεδο της 

σελίδας).

•	 Η δύναµη F  έχει µηδενική ροπή ως προς το Ο: MF = 0.
  

•	 Το βάρος B   στρέφει δεξιόστροφα τη ράβδο, οπότε η αντί-

στοιχη ροπή είναι αρνητική: MB = -mg(L/2).
 

•	 Η δύναµη T  στρέφει αριστερόστροφα τη ράβδο, οπότε έχει 

θετική ροπή ως προς το Ο. Η συνιστώσα Tx  δεν συνεισφέ-

ρει στη ροπή, επειδή ο φορέας της διέρχεται από το Ο. Άρα:	

MT = ΙT y Ι L.
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Εφαρµόζοντας τη δεύτερη συνθήκη ισορροπίας, βρίσκουµε:

ΣMεξωτ, z = 0  ΙT y ΙL -mg(L/2) = 0  ΙT y Ι = mg2
 

Aπό το αποτέλεσµα της πρώτης συνθήκης, βρίσκουµε:

ΙF y Ι = mg - ΙT y Ι = mg2  = ΙT y Ι
 

Οι συνιστώσες της δύναµης T        ικανοποιούν τη σχέση:

ΙT y Ι
ΙT x Ι
 = εφ60ο  ΙT x Ι = ΙT y Ι

εφ60ο  = 
mg

(2   3)
  

Ο φορέας της F      σχηµατίζει επίσης γωνία 60ο µε την οριζόντιο (το τρίγωνο ΒΟΑ είναι ισοσκελές, µε 

πλευρές OB = AB και γωνίες BOA  = OAB  = 60ο).

Οι δυνάµεις T        και F      έχουν ίσα µέτρα

ΙF       Ι = ΙT       Ι =    ΙT x Ι 2+ ΙT y Ι2  =    ( mg

2   3 )2+ (mg2 )2 = mg   3  

Ερωτήσεις Κατανόησης

Να συµπληρώσετε τον πιο κάτω Πίνακα µε την Ένδειξη Σωστό/Λάθος. Σε κάθε περίπτωση, να αιτιο-

λογήσετε την απάντησή σας στο τετράδιό σας. 

Α/Α     ΠΡΟΤΑΣΗ Σωστό / Λάθος

1 Σύµφωνα µε τον πρώτο νόµο του Νεύτωνα για την περιστροφική κίνηση:

α Ένα σώµα παραµένει ακίνητο όταν η συνισταµένη δύναµη µηδενίζεται.

β Ένα σώµα παραµένει ακίνητο όταν η συνισταµένη ροπή µηδενίζεται.

γ
Ένα σώµα περιστρέφεται µε σταθερή (ή µηδενική) γωνιακή ταχύτητα όταν 
το άθροισµα των ροπών των εξωτερικών δυνάµεων µηδενίζεται.

2
Ένα σώµα περιστρέφεται µε σταθερή γωνιακή ταχύτητα ως προς ακλόνητο 
άξονα. Συµπεραίνουµε ότι:

α Η συνισταµένη των εξωτερικών δυνάµεων στο σώµα µηδενίζεται.

β
Το άθροισµα των ροπών των εξωτερικών δυνάµεων ως προς οποιοδήποτε 
σηµείο του χώρου µηδενίζεται.
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3
Εάν η γωνιακή ταχύτητα ενός σώµατος µεταβάλλεται, το άθροισµα των 
ροπών των εξωτερικών δυνάµεων στο σώµα δεν µηδενίζεται.

4
Όταν ένα σώµα βρίσκεται σε στατική ισορροπία, η γωνιακή ταχύτητα 
περιστροφής του είναι µηδενική.

5
Όταν η συνισταµένη των εξωτερικών δυνάµεων σε ένα σώµα δεν 
µηδενίζεται, το σώµα δεν βρίσκεται σε στατική ισορροπία.

6
Όταν η συνισταµένη των εξωτερικών δυνάµεων σε ένα σώµα µηδενίζεται, το 
σώµα βρίσκεται σε στατική ισορροπία.

Ασκήσεις

1 	 �O φηµισµένος πύργος της Πίζας ισορροπεί σε πλάγια θέση 

ως προς την κατακόρυφο. 

	 �Το ύψος του πύργου είναι 55,0 m και η οριζόντια µετατόπιση 

της οροφής του πύργου, σε σχέση µε την κατακόρυφο, είναι  

L = 4,5 m.

	 A.	 �Υποθέτοντας ότι ο πύργος είναι οµογενής, να εξηγήσετε 

γιατί ισορροπεί.

	 B.	 �Να υπολογίσετε τη µέγιστη τιµή της γωνίας θ, για την οποία 
ο πύργος µπορεί να ισορροπεί.	 

2 	 �Ένα οµογενές χάρτινο κουτί µάζας m ισορροπεί όπως φαί-

νεται στο διπλανό σχήµα. Οι δύο βάσεις του κουτιού έχουν 

µήκη H και d. 

	 A.	 �Nα εξηγήσετε γιατί το κουτί δεν ανατρέπεται.

	 B.	 �Στο άκρο Α του κουτιού τοποθετούµε προσεκτικά µία µε-

ταλλική σφαίρα µάζας M και αµελητέων διαστάσεων, χω-

ρίς να γείρουµε το κουτί. Να υπολογίσετε τη µέγιστη τιµή 

της µάζας M, για την οποία το κουτί µπορεί να ισορροπεί. 

	 Υπόδειξη

	 �Να εξετάσετε για ποια τιµή της µάζας M, το ΚΜ του συστήµα-

τος µετακινείται έξω από τη βάση στήριξης.	  

3 	 �Ο καθηγητής της Φυσικής σας έχει αναθέσει να υπολογίσετε 

τη θέση του ΚΜ του νέου του αυτοκινήτου. Η µέθοδος προσ-
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διορισµού του ΚΜ, σύµφωνα µε την οποία θα αναρτήσετε το 

αυτοκίνητο από δύο διαφορετικά σηµεία, είναι κάπως επικίν-

δυνη σε αυτή την περίπτωση. Ο µηχανικός της γειτονιάς σας 

εισηγείται µία εναλλακτική µέθοδο:

	 �Σταθµεύετε το αυτοκίνητο, έτσι ώστε οι µπροστινοί και πίσω 

τροχοί να πατούν στις ζυγαριές Α και Β. Η απόσταση ανά-

µεσα στα σηµεία επαφής των τροχών είναι L = 3,85 m και οι 

ενδείξεις των ζυγαριών είναι 660,0 kg και 540,0 kg. Σε ποιά 

θέση ανάµεσα στα σηµεία επαφής Α και Β βρίσκεται το ΚΜ 

του αυτοκινήτου;	  

4 	 �To εργαλείο του διπλανού σχήµατος χρησιµοποιείται για την 

κοπή µεταλλικών συρµάτων. Οι λαβές µπορούν να περιστρέ-

φονται γύρω από το σηµείο Ο. Επειδή οι λαβές έχουν πολύ 

µεγαλύτερο µήκος από τις λεπίδες, η δύναµη Fi , που εφαρ-

µόζουµε στις λαβές, πολλαπλασιάζεται στις λεπίδες.

	 �Εάν η εφαρµοζόµενη δύναµη σε κάθε λαβή έχει µέτρο 10,0 N	

να υπολογίσετε το µέτρο της δύναµης Fo  που ασκεί κάθε λε-

πίδα.	  

5 	 �To διπλανό σχήµα απεικονίζει έναν λοστό µάζας 1,0 kg, ο 

οποίος αφαιρεί ένα καρφί από ένα ξύλινο πάτωµα. 

	 �Ο λοστός ακουµπά στο πάτωµα στο σηµείο Ο και στο καρφί 

στο σηµείο B. Εάν πιέσουµε προς τα κάτω το άκρο A του λο-

στού µε µία κατακόρυφη δύναµη Fi  µέτρου 12,0 N, το άκρο 

B του λοστού τείνει να κινηθεί προς τα πάνω, και δέχεται µία 

δύναµη FKΛ από το καρφί. To πάτωµα ασκεί στον λοστό τη 

δύναµη Ν   . 

	 A.	 �Να προσδιορίσετε τις εξωτερικές δυνάµεις στον λοστό. 

Ποιές από αυτές τις δυνάµεις έχουν µη µηδενική ροπή ως 

προς το Ο; 	  

	 Β.	 �Να υπολογίσετε το µέτρο της FKΛ , εάν ο λοστός αρχίζει να 

περιστρέφεται µε σταθερή γωνιακή ταχύτητα.

	 Γ.	 �Να προσδιορίσετε το µέτρο και την κατεύθυνση της δύνα-

µης, που ασκεί ο λοστός στο καρφί.

Σηµείωση

Να υποθέσετε ότι το ΚΜ του λοστού είναι στο µέσο της οριζόντιας 

απόστασης µεταξύ των Α και Β.
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6 	 �Το διπλανό σχήµα απεικονίζει τη ράβδο µίας ζυγαριάς, η 

οποία έχει µήκος L = 1,20 m και µπορεί να περιστρέφεται 

γύρω από το σηµείο στήριξης Ο.

	 �Από τα άκρα Α και Β της ράβδου αναρτώνται δύο σώµατα µε 

µάζες mΑ = 0,25 kg και mB = 0,75 kg. Να προσδιορίσετε την 

απόσταση x από το σηµείο Α, στην οποία πρέπει να τοποθετη-

θεί το σηµείο στήριξης Ο για να ισορροπεί η ράβδος εάν:

	 A.	Η ράβδος είναι αβαρής.

	 Β.	Η ράβδος είναι οµογενής και έχει µάζα mP = 0,20 kg.  

 

7 	 �Ένας άνθρωπος θέλει να σηκώσει ένα βράχο µάζας m = 

125,0 kg χρησιµοποιώντας µία αβαρή δοκό, όπως στο δι-

πλανό σχήµα. Η δοκός έχει µήκος L = 1,00 m και µπορεί να 

περιστρέφεται γύρω από το σηµείο Ο, το οποίο απέχει κατά 	

d = 10,0 cm από το άκρο της Α.  

	 Ο άνθρωπος ασκεί µία κατακόρυφη δύναµη Fi  στο άκρο Β.

	 A.	 �Να προσδιορίσετε όλες τις εξωτερικές δυνάµεις, που δρουν	

στο σύστηµα δοκού-βράχου. Ποιές από αυτές ασκούν ρο-	

πή ως προς το σηµείο Ο;

	 B.	 �Ποιό πρέπει να είναι το µέτρο της Fi , έτσι ώστε ο άνθρω-

πος να σηκώσει τον βράχο µε σταθερή ταχύτητα; Να συ-

γκρίνετε το µέτρο ΙFi Ι  µε το βάρος του βράχου.
	 Γ.	 �To αποτέλεσµά σας εξαρτάται από τη γωνία, που σχηµατί-

ζει η δοκός µε το οριζόντιο έδαφος;	  

8 	 �Στο διπλανό σχήµα απεικονίζεται ένα καροτσάκι µάζας 10,0 kg,	

το οποίο µπορεί να περιστρέφεται ως προς το σηµείο στήρι-

ξης Ο µε το έδαφος. 

	 �Τοποθετούµε στο καροτσάκι επιπρόσθετο φορτίο 60,0 kg. Το 

ΚΜ του καροτσιού-φορτίου βρίσκεται σε οριζόντια απόσταση   

d2 = 20,0 cm από το σηµείο Ο.  

	 A.	 �Να προσδιορίσετε τις εξωτερικές δυνάµεις στο σύστηµα 

καροτσιού-φορτίου.

	 Β.	 �Να υπολογίσετε την κατακόρυφη δύναµη Fi , που χρειά-

ζεται να ασκούµε στο καρότσι για να βρίσκεται σε στατική 

ισορροπία.	  
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9 	 �Στο διπλανό σχήµα (α) απεικονίζεται το χέρι ενός ανθρώπου, 

όπως στο Παράδειγµα 4. Το χέρι µπορεί να περιστρέφεται 

ως προς το σηµείο Ο του αγκώνα.

	 �Ο δικέφαλος µυς ασκεί µία κατακόρυφη δύναµη F∆ στο χέρι, 

σε απόσταση 5,0 cm από το σηµείο Ο. Το µπροστινό τµήµα 

του χεριού έχει µάζα 3,0 kg και το ΚΜ του τµήµατος βρίσκε-

ται σε απόσταση 18,0 cm από το σηµείο Ο. Ο άνθρωπος κρα-

τά έναν βράχο µάζας 5,0 kg. Το ΚΜ του βράχου βρίσκεται σε 

απόσταση 40,0 cm από το σηµείο Ο.

	 �Το σχήµα (β) δείχνει ένα απλοποιηµένο µοντέλο του χεριού. 

Εάν το χέρι ισορροπεί σε οριζόντια στάση, να υπολογίσετε την	

απαιτούµενη δύναµη από τον δικέφαλο µύ και να την συγκρί-

νετε µε το συνολικό βάρος BX + BΣ.

 

10 	 �Το διπλανό σχήµα απεικονίζει µία δοκό µήκους L = 0,75 m, 

η οποία µπορεί να περιστρέφεται µέσω άρθρωσης ως προς 

το άκρο της Ο. Η ράβδος αναρτάται µε σχοινί από το σηµείο 

A, που απέχει κατά d = 0,25 m από το άκρο Ο. Στο δεύτερο 

άκρο Β της ράβδου αναρτάται ένα σώµα µάζας m = 2,4 kg. 

	 �Να προσδιορίσετε τη δύναµη F, εάν η δοκός ισορροπεί και 

είναι:

	 A.	αβαρής.

	 B.	οµογενής, µε µάζα m∆ = 1,2 kg.

	 �Να συγκρίνετε τη δύναµη F        µε το βάρος του σώµατος. Τι πα-

ρατηρείτε; 	  

11 	 ��Μία οριζόντια σανίδα µήκους L = 2,50 m και µάζας mΣ =	

20,0 kg στηρίζεται στα σηµεία Α και Γ σε δύο κατακόρυφους 

πασσάλους. Τα σηµεία Α και Γ απέχουν κατά d = 0,50 m από 

τα άκρα της σανίδας. 

	 A.	 �Ένας νέος στέκεται στο άκρο ∆ της σανίδας. Ποιά είναι 

η µέγιστη µάζα mA  που µπορεί να έχει ο νέος, χωρίς να  

ανατρέπεται η σανίδα;	  

	 Β.	 �Εάν ο νέος έχει µάζα 50,0 kg, ποια είναι η µικρότερη από-

σταση x από το σηµείο ∆, στην οποία µπορεί να σταθεί 

χωρίς να ανατρέπεται η σανίδα;
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12 	 ���Το διπλανό σχήµα απεικονίζει έναν πάσσαλο ΟΑ µάζας	

mΠ = 24,0 kg, από τον οποίο έχει αναρτηθεί ένα σήµα τροχαί-

ας µε µάζα mΣ = 8,0 kg.

	 �Να υποθέσετε ότι ο πάσσαλος ΟΑ είναι οµογενής και βρί-

σκεται σε στατική ισορροπία. Να υπολογίσετε την τάση στο 

σηµείο Λ του πασσάλου από το συρµατόσχοινο ΚΛ, και τη δύ-

ναµη στο σηµείο Ο από τον κατακόρυφο στύλο. 	  

Συσχέτιση Εννοιών των Ενοτήτων 1.1 - 1.10. 

1.1.	� Σηµειακό / Μη Σηµειακό /
	 Στερεό Σώµα

1.2.	Μεταφορική / 
	 Περιστροφική Κίνηση 
	 Στερεού Σώµατος

1.4.	 Συνιστώσα Ροπής 
	 ∆ύναµης κατά µήκος 	
	 άξονα 

1.5.  Θεώρηµα Ροπών 
         Εφαρµογή 
	 του Θεωρήµατος
        σε συντρέχουσες 
	 δυνάµεις

1.3.  Ροπή ∆ύναµης 
         ως προς σηµείο

1.6. - 1.7.  Ζεύγος ∆υνάµεων. 
	           Παραδείγµατα

1.8.	 1ος Νόµος

ΣMεξωτ, z  = 0  ω = σταθερή

1.9. - 1.10.	 Συνθήκες Στατικής 
	 Ισορροπίας

ΣF εξωτ  = 0

ΣΜ    εξωτ  = 0
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Απαντήσεις  Ελέγχου Κατανόησης Εννοιών

1.1.1.	 (γ), (δ), (στ).   Τα υπόλοιπα δεν διατηρούν το σχήµα τους.

1.1.2.	 Όχι, διότι δεν έχει σταθερό σχήµα.

1.2.1.	 (α) (ζ) µεταφορική, (β), (γ), (δ), (ε), (στ), (η), (θ) περιστροφική.

1.2.2.	 Ο έλικας, ο κύλινδρος και η µπάλα µετακινούνται και ταυτόχρονα περιστρέφονται ως προς το ΚΜ.

1.3.1.	 Α, Β.

1.3.2.	 �Στο σχήµα (β), η δύναµη δεν µεταβάλλεται, αλλά το σηµείο εφαρµογής της µετακινείται πάνω στον 

φορέα της (από το Α στο Β). Άρα, η ροπή δεν µεταβάλλεται. Οι δύο µαθητές ανοίγουν την πόρτα µε 

την ίδια ευκολία.

1.4.1.	 Η ροπή είναι µηδενική και στις δύο περιπτώσεις.

1.7.1.	 Το θεώρηµα των ροπών δεν ισχύει για ζεύγος δυνάµεων (δεν είναι συντρέχουσες).

1.7.2.	 Όχι, διότι η συνισταµένη δύναµη µηδενίζεται.

1.7.3.	 Μηδέν.

1.7.4.	 �Ένα ζεύγος δυνάµεων, που δρουν σε αντιδιαµετρικά σηµεία του µεγαλύτερου τιµονιού, ασκούν 

µεγαλύτερη ροπή.

1.7.5.	 �Το κατσαβίδι ασκεί δεδοµένη ροπή στη βίδα για να την περιστρέψει. Εάν το κατασβίδι έχει σχήµα 

σταυρού, η λεπίδα του ασκεί δύο ζεύγη δυνάµεων στη βίδα. Το µέτρο της ροπής κάθε ζεύγους 

ισούται µε το µισό του µέτρου της συνολικής  ροπής. Συνεπώς, τα µέτρα των δυνάµεων του ζεύγους  

είναι µικρότερα κατά 50%. 

1.7.6.	 ��Όχι. Το άθροισµα του ζεύγους και µίας τρίτης δύναµης F1  δίνει µη µηδενική συνισταµένη: ΣF  = 
F  - F  + F1   0. Η συνισταµένη των τριών δυνάµεων επιταχύνει το ΚΜ του σώµατος.  

1.7.7.	 Ασκώντας ένα δεύτερο ζεύγος δυνάµεων µε αντίθετη ροπή από το πρώτο.
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1.8.1.	 �Το ΚΜ του ραβδιού είναι ακίνητο, άρα ΣF εξωτ = 0. Η γωνιακή ταχύτητα του ραβδιού είναι σταθερή, οπότε 

ΣΜεξωτ = 0. Tα Ι και ΙΙ είναι σωστά.

1.8.2.	 �Το ΚΜ του ραβδιού εκτελεί οµαλή κυκλική κίνηση. Άρα, υπάρχει συνισταµένη εξωτερική δύναµη, που 

ενεργεί σαν κεντροµόλος:  ΣF εξωτ = FΚ   0. Η δύναµη αυτή ασκείται στο σηµείο Α του ραβδιού από τον 

άξονα περιστροφής. Το ραβδί κινείται µε σταθερή γωνιακή ταχύτητα, άρα το άθροισµα των ροπών εξωτε-

ρικών δυνάµεων µηδενίζεται ως προς τον άξονα περιστροφής: ΣΜεξωτ = 0. Το Ι λάθος/ το ΙΙ σωστό.

1.8.3.	 Το Ι.

1.8.4.	 �Επειδή η συνισταµένη εξωτερική δύναµη µηδενίζεται και το ΚΜ ήταν αρχικά ακίνητο, το ΚΜ παραµένει 

ακίνητο. Επειδή το άθροισµα των ροπών δεν µηδενίζεται, το σώµα περιστρέφεται µε γωνιακή επιτάχυνση. 

Το ΚΜ πρέπει να ανήκει στον άξονα περιστροφής για να µην περιστρέφεται. (Εάν το ΚΜ περιστρέφονταν, 

η συνισταµένη εξωτερική δύναµη θα ήταν κεντροµόλος και δεν θα µηδενίζονταν).

1.10.1.	 �Όταν το ΚΜ του ανθρώπου βρεθεί έξω από τη βάση στήριξής του στο έδαφος (τα πόδια του), η συνολική 

ροπή του βάρους και της κάθετης δύναµης από το έδαφος ανατρέπει τον άνθρωπο.

1.10.2.	 �Το βάζο Β έχει µικρότερη βάση στήριξης. Για να ανατραπεί το Β, αρκεί να γείρει κατά µικρότερη γωνία σε 

σύγκριση µε το Α.

1.10.3.	 �Το ΚΜ του κιβωτίου Β απέχει περισσότερο από το έδαφος. Για να µετακινηθεί το ΚΜ του Β έξω από τη 

βάση στήριξης, αρκεί να γείρουµε το Β κατά µικρότερη γωνία, σε σύγκριση µε το Α.

1.10.4.	 Προς τα κάτω (προσπαθεί να συγκρατήσει τη σανίδα, ασκώντας αριστερόστροφη ροπή).

1.10.5.	 dελαχ = 
1,00 + 5,00

1,00 + 2,50
 χ (1,00 m) = 1,71 m.

1.10.6.	 �Όχι, γιατί η δύναµη Ν2  θα γίνονταν κατακόρυφη, και οι  φορείς των τριών οµοεπίπεδων, µη παράλληλων 

δυνάµεων Ν1, Ν2  και Β   δεν θα τέµνονταν.

1.10.7.	 �Στη ράβδο ασκείται µία κατακόρυφη δύναµη Ν2  από το πάτωµα και το βάρος της. Για να ισορροπεί χρει-

άζεται να ασκηθεί µία κατακόρυφη δύναµη στο σηµείο Β από τον κατακόρυφο τοίχο, µε φορά προς τα 

πάνω. Οι τρεις δυνάµεις είναι παράλληλες, και η σκάλα ισορροπεί όπως µία ζυγαριά.
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		    ΜΗΧΑΝΙΚΗ ΣΤΕΡΕΟΥ 	
							         ΣΩΜΑΤΟΣ 



Στις Ενότητες 1.11. - 1.19. του Κεφαλαίου 1Β:

	 		  Υπολογίζουµε την κινητική ενέργεια της περιστροφικής κίνησης.

	 		  Ορίζουµε τη ροπή αδράνειας σώµατος ως προς άξονα περιστροφής.

	 		  ∆ιατυπώνουµε τον ∆εύτερο Νόµο του Νεύτωνα για την περιστροφική κίνηση.

	 		  Συζητούµε τη φυσική σηµασία της ροπής αδράνειας.

	 		  Εφαρµόζουµε τον ∆εύτερο Νόµο σε προβλήµατα περιστροφικής κίνησης.

	 		  Εφαρµόζουµε την Αρχή της ∆ιατήρησης της Μηχανικής Ενέργειας 

			   σε προβλήµατα περιστροφικής κίνησης.

	 		�  Ορίζουµε το φυσικό µέγεθος της Στροφορµής υλικού σηµείου ως προς 

			   σηµείο του χώρου.

	 		�  Υπολογίζουµε τη στροφορµή στερεού σώµατος κατά µήκος ακλόνητου άξονα 

περιστροφής.

	 		  ∆ιατυπώνουµε τη γενικευµένη έκφραση του ∆εύτερου Νόµου 

			   για την περιστροφική κίνηση.

	 		�  ∆ιατυπώνουµε τις συνθήκες, κάτω από τις οποίες η συνολική στροφορµή

			   ενός σώµατος, ή συστήµατος σωµάτων, διατηρείται.

	 		�  Εφαρµόζουµε την Αρχή της ∆ιατήρησης της Στροφορµής σε συστήµατα 

			   σωµάτων και σε σώµατα µε µεταβαλλόµενη ροπή αδράνειας.

ΚΕΦΑΛΑΙΟ

		    ΜΗΧΑΝΙΚΗ ΣΤΕΡΕΟΥ 	
							         ΣΩΜΑΤΟΣ Ενότητες 1.11. - 1.19.
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Το διπλανό σχήµα απεικονίζει ένα σώµα συνολικής µάζας m, το οποίο 

περιστρέφεται µε γωνιακή ταχύτητα ω  γύρω από τον άξονα Οz. Χω-

ρίζουµε το σώµα σε έναν µεγάλο αριθµό από στοιχειώδη τµήµατα 1, 

2, ..., k, ..., µε µάζες m1, m2, ..., mk , .... Το τµήµα k  έχει µάζα mk  

και βρίσκεται σε απόσταση rk  από τον άξονα περιστροφής. Καθώς το 

σώµα περιστρέφεται, το τµήµα k  διαγράφει κυκλική τροχιά µε γραµ-

µική ταχύτητα υk  = ωrk . Η κινητική ενέργεια του τµήµατος k  ισούται µε

Εκιν, k  = 
1
2
 mk υ 2k  = 

1
2
 mk (ωrk)2 = 

1
2
 mk r  2k ω2 

 

Για να υπολογίσουµε τη συνολική περιστροφική κινητική ενέργεια 

του σώµατος, προσθέτουµε τις κινητικές ενέργειες όλων των στοι-

χειωδών τµηµάτων του:

Εκιν, περ  = Σ
k
Εκιν, k = Σ  

k (12  mk r  2k ω2) = 12  ( Σ  
k
mk r  2k)ω2 = 

1
2
 Ιω2 

 

Να παρατηρήσετε ότι η περιστροφική κινητική ενέργεια:

•	 Είναι ανάλογη µε το τετράγωνο της γωνιακής ταχύτητας περι-

στροφής του σώµατος.

 

•	 Εξαρτάται από την κατανοµή της µάζας του σώµατος γύρω από 

τον άξονα περιστροφής, µέσω του αθροίσµατος

 Ι = Σ  
k
mk r  2k

Εάν η µάζα του σώµατος είναι συγκεντρωµένη κοντά στον άξονα 

περιστροφής, η κινητική ενέργεια είναι µικρότερη. 

Το άθροισµα Ι ονοµάζεται ροπή αδράνειας του σώµατος και το µελε-

τούµε στην επόµενη ενότητα.

1.11.  Η Κινητική Ενέργεια Περιστροφής 

Έλεγχος Κατανόησης Εννοιών:

1.11.1.	 �Πώς µεταβάλλεται η περιστροφική κινητική ενέργεια ενός 

σώµατος, εάν διπλασιάσουµε τη γωνιακή του ταχύτητα;

1.11.2.	 �∆ύο σώµατα περιστρέφονται µε την ίδια γωνιακή ταχύτητα. 

Είναι σωστό να συµπεράνουµε ότι έχουν την ίδια περιστρο-

φική κινητική ενέργεια;
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1.12.  Η Ροπή Αδράνειας 

Η ροπή αδράνειας ενός σώµατος ως προς έναν συγκεκριµένο άξο-

να περιστροφής, ορίζεται από την επόµενη σχέση:

Ροπή Αδράνειας Στερεού Σώµατος ως προς Άξονα 
Περιστροφής

 Ι = Σ  
k
mk r  2k

 

όπου mk  είναι η µάζα και rk  είναι η απόσταση του στοιχειώδους τµή-

µατος k  από τον άξονα περιστροφής.

Στο διεθνές σύστηµα SI, η ροπή αδράνειας εκφράζεται σε µονάδες 

kg m2.

 Παρατηρήσεις

•	 Η ροπή αδράνειας ενός σώµατος εξαρτάται από τη µάζα του σώµατος, το σχήµα του, και 

τον άξονα περιστροφής. Όσο πιο κοντά στον άξονα περιστροφής βρίσκεται το µεγαλύτερο 

ποσοστό της µάζας του σώµατος, τόσο µικρότερη είναι η ροπή αδράνειας του σώµατος.

•	 Η ροπή αδράνειας υλικού σηµείου µάζας m ορίζεται µε τον ίδιο τρόπο: Ι = mr 2. 

Ροπή Αδράνειας διαφόρων Στερεών Σωµάτων

Η ροπή αδράνειας αντιπροσωπευτικών στερεών σωµάτων ως προς 

συγκεκριµένους άξονες περιστροφής καταγράφεται στον Πίνακα 1-1.	

Οµογενές Στερεό Σώµα και Άξονας Περιστροφής Ροπή Αδράνειας

∆ακτύλιος µάζας m και ακτίνας R, ως προς κάθετο άξονα 
που διέρχεται από το κέντρο του.

mR 2

∆ίσκος µάζας m  και ακτίνας R, ως προς κάθετο άξονα 
που διέρχεται από το κέντρο του.

1
2
 mR 2

Πίνακας 1-1

Ροπή Αδράνειας διαφόρων Οµογενών Στε-	

ρεών.
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Ράβδος µάζας m  και µήκους L, ως προς κάθετο άξονα που 
διέρχεται από το κέντρο της.

1
12
 mL 2

Ράβδος µάζας m  και µήκους L, ως προς κάθετο άξονα που 
διέρχεται από το άκρο της.

1
3
 mL 2

Συµπαγής σφαίρα µάζας m  και ακτίνας R, ως προς άξονα 
που διέρχεται από το κέντρο της. 

2
5
 mR 2

Λεπτός σφαιρικός φλοιός  µάζας m  και ακτίνας R, ως προς 
άξονα που διέρχεται από το κέντρο του.

2
3
 mR 2

Συµπαγής κύλινδρος µάζας m, µε βάση ακτίνας R, ως προς 
άξονα συµµετρίας κάθετο στη βάση του.

1
2
 mR 2

Φυσική Σηµασία της Ροπής Αδράνειας

Συγκρίνοντας την περιστροφική κινητική ενέργεια Εκιν, περ = 
1
2
 Ιω2  και 

τη µεταφορική κινητική ενέργεια Εκιν, µετ = 
1
2
 mυ2, παρατηρούµε ότι η 

ροπή αδράνειας Ι είναι αντίστοιχη µε το µέγεθος της µάζας m στη µε-

ταφορική κίνηση. Θυµίζουµε ότι η µάζα ενός σώµατος εκφράζει την 

τάση του να αντιδρά σε µεταβολές της µεταφορικής του ταχύτητας. 

Αντίστοιχα:

Η ροπή αδράνειας εκφράζει την τάση ενός σώµατος να αντιδρά 

σε µεταβολές της γωνιακής του ταχύτητας. Σώµατα µε µεγάλη 

ροπή αδράνειας ως προς κάποιον άξονα περιστροφής τείνουν 

να διατηρούν σταθερή (ή µηδενική) γωνιακή ταχύτητα ως προς 

αυτόν τον άξονα.
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Η φυσική σηµασία της ροπής αδράνειας θα αναδειχθεί περισσότερο 

από τον ∆εύτερο Νόµο του Νεύτωνα για την Περιστροφική Κίνηση, 

τον οποίο συζητούµε στην Ενότητα 1.13.

Παράδειγµα 1

Υπολογισµός της Κινητικής Ενέργειας Περιστρεφόµενου ∆ίσκου.

Ένας µεταλλικός δίσκος έχει µάζα 50,0 kg και ακτίνα 1,0 m και περιστρέφεται µε συχνότητα 600,0 rpm	

γύρω από κάθετο άξονα, που διέρχεται από το κέντρο του.

H ροπή αδράνειας του δίσκου ως προς τον κάθετο άξονα συµµετρίας του είναι Ι = 
1
2
 mR 2. Άρα, η 

κινητική ενέργεια του δίσκου είναι: Εκιν  = 
1
2
 Ιω2 = 

1
4
 mR 2ω2. Αντικαθιστώντας, βρίσκουµε:

Εκιν  = 
1
4
 ( 50,0 kg) x ( 1,0 m)2 x (600,0 x 2π rad 

60 s )2= 14  x 50,0 x ( 1,0)2 x ( 20,00 x π)2 kg 
m2

s2
  = 4,9 x 104 J	

 

Ερώτηση

Έστω ότι ο ίδιος δίσκος εκτελεί µόνο µεταφορική κίνηση. Με ποιά ταχύτητα θα έπρεπε να κινείται, 

ώστε να έχει την ίδια κινητική ενέργεια;

Ε  µετ
κιν  = Ε

 περ
κιν   

1
2
 mυ2 = 

1
4
 mR 2ω2  υ  = 1

2
 ωR  = 1

2 (20,00 x π rad 
s ) x ( 1,0 m) = 45

m
s
  = 160 

km
h

 

Η ταχύτητα αυτή είναι πολύ µεγάλη. Άρα, ένας περιστρεφόµενος δίσκος µπορεί να αποθηκεύσει 

µεγάλη ποσότητα κινητικής ενέργειας. Αυτή η ιδιότητα βρίσκει εφαρµογή στον σφόνδυλο, που επεξη-

γείται στο επόµενο Ένθετο.

ΕΝΘΕΤO: Ο ΣΦOΝ∆ΥΛΟΣ (FLYWHEEL)

O σφόνδυλος είναι µία µηχανική διάταξη (συνήθως ένας τροχός 

µε µεγάλη ροπή αδράνειας), που χρησιµοποιείται για την αποθή-

κευση και απόδοση µεγάλων ποσοτήτων περιστροφικής κινητικής 

ενέργειας, και για την διατήρηση της γωνιακής ταχύτητας περι-

στροφής µηχανών. Παράδειγµα σφονδύλου είναι ο τροχός του αγ-

γειοπλάστη, ο οποίος χρησιµοποιούνταν ήδη πριν από 5000 χρό-	

νια στην αρχαία Μεσοποταµία και Αίγυπτο. 	

Οι µηχανές των αυτοκινήτων περιέχουν έναν σφόνδυλο, συνδεδε-

µένο µε τον στροφαλοφόρο άξονα (σχήµα). Επειδή η καύση του 

Για µία εφαρµογή του σφονδύλου 

στην αγγειοπλαστική, συµβουλευθείτε	

το video https://www.youtube.com/

watch?v=SHW1XoRLfuo
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αερίου στους κυλίνδρους δεν είναι συνεχής, η ροπή από τα έµβο-

λα στον στροφαλοφόρο άξονα διακόπτεται. Η ροπή αδράνειας του 

σφονδύλου εξασφαλίζει ότι ο στροφαλοφόρος άξονας διατηρεί 

σταθερή γωνιακή ταχύτητα.

Σφόνδυλοι χρησιµοποιούνται σε ηλεκτρικά δίκτυα για την διατήρη-

ση σταθερής διαφοράς δυναµικού και για την αποθήκευση ενέρ-

γειας, και σε µέσα µεταφοράς για την γρήγορη µετάδοση κινητι-

κής ενέργειας. 

Έλεγχος Κατανόησης Εννοιών:

1.12.1.	 �Στο επόµενο σχήµα απεικονίζονται δύο αβαρείς οριζόντι-

οι δίσκοι, που περιέχουν στην επιφάνειά τους ίσο αριθµό 

σταθµών.

	 A.	 �Στον δίσκο (α) τα σταθµά κατανέµονται σε όλη την επι-

φάνεια, ενώ στον δίσκο (β) στερεώνονται σε στήλες, 

κατά µήκος της περιφέρειας. Οι δίσκοι µπορούν να 

περιστρέφονται γύρω από κατακόρυφους άξονες Οz, 

που διέρχoνται από τα κέντρα τους. Ποιος δίσκος έχει 

µεγαλύτερη ροπή αδράνειας, ως προς τον άξονά του;

	 B.	 �Οι δύο δίσκοι περιστρέφονται µε την ίδια γωνιακή ταχύ-

τητα γύρω από τον άξονά τους Οz. Ποιος δίσκος έχει 

µεγαλύτερη κινητική ενέργεια;

	 Γ.  �	 �Ποιον δίσκο νοµίζετε ότι είναι ευκολότερο να θέσουµε 

σε περιστροφή; (Σας προτείνουµε να πραγµατοποιή-

σετε τη διάταξη, και να δοκιµάσετε το πείραµα).

1.12.2.	 �Στο επόµενο σχήµα απεικονίζονται δύο πανοµοιότυποι χά-

ρακες. Κάθε χάρακας µπορεί να περιστρέφεται χωρίς τρι-

βές γύρω από κατακόρυφο άξονα, που διέρχεται (α) από το 

κέντρο του ή (β) από την άκρη του.

	 A.	 �Ποιος χάρακας έχει µεγαλύτερη ροπή αδράνειας, ως 

προς τον άξονά του, και γιατί ;

	 B.	 �Οι δύο χάρακες περιστρέφονται µε την ίδια γωνιακή τα-

χύτητα γύρω από τον άξονά τους. 	  
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	 	 Ποιος χάρακας έχει µεγαλύτερη κινητική ενέργεια;

	 Γ. 	 �Ποιον χάρακα νοµίζετε ότι είναι πιο εύκολο να θέσουµε 

σε ηρεµία;

1.12.3.	 �Στις τελευταίες γιορτές του Πάσχα, βάψατε κατά λάθος και 

µερικά ωµά αυγά, µαζί µε τα βρασµένα (σφιχτά). Η µεγαλύ-

τερή σας αδελφή (φοιτήτρια της Φυσικής) σας προτείνει να 

ξεχωρίστε τα βρασµένα από τα ωµά αυγά, θέτοντάς τα σε 

περιστροφή. Γιατί;

	  

1.12.4.	 �Ποιο από τα δύο σώµατα έχει µεγαλύτερη ροπή αδράνειας 

ως προς κάθετο άξονα συµµετρίας, ένας συµπαγής οµογε-

νής κύλινδρος ή ένας κούφιος οµογενής κύλινδρος µε την 

ίδια µάζα και διαστάσεις; Γιατί; Ποιο από τα δύο σώµατα 

θέτουµε πιο εύκολα σε κίνηση;

1.12.5.	 �Στο διπλανό σχήµα απεικονίζεται µία πόρτα, που αποτελείται 

από ένα ξύλινο και ένα µεταλλικό φύλλο ίδιων διαστάσεων. 

Από ποιά µεριά θα τοποθετούσατε τον άξονα περιστροφής 

Οz, έτσι ώστε η πόρτα να περιστρέφεται ευκολότερα;	  
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ΕΝΘΕΤO: ΥΠΟΛΟΓΙΣΜOΣ ΤΗΣ ΡΟΠHΣ Α∆ΡAΝΕΙΑΣ ΕΝOΣ ΣΤΕΡΕΟY ΣΩΜΑΤΟΣ

Για τον υπολογισµό της ροπής αδράνειας ενός στερεού σώµατος, ακολουθούµε τα εξής γενικά βή-

µατα. 

(i)	 	 Ορίζουµε τον άξονα περιστροφής του σώµατος.

(ii)		 Χωρίζουµε το σώµα σε έναν πολύ µεγάλο αριθµό από στοιχειώδη τµήµατα. 

(iii)	 Υπολογίζουµε την απόσταση rk  του τµήµατος k, µάζας mk, από τον άξονα περιστροφής. 

(iv)	 Aθροίζουµε τις ποσότητες mk r  2k  ως προς όλα τα στοιχειώδη τµήµατα.

Παράδειγµα

Ροπή Αδράνειας ∆ακτυλίου ως προς Κάθετο Άξονα Συµµετρίας.

Το πιο κάτω σχήµα απεικονίζει έναν οµοιόµορφο λεπτό δακτύλιο ακτίνας R και συνολικής µάζας m. 

Χωρίζουµε τον δακτύλιο σε στοιχειώδη τµήµατα 1, 2, ..., k, ..., µε µάζες m1, m2, ..., mk , .... . Το τµήµα 

k έχει µάζα mk  και βρίσκεται σε απόσταση rk  = R από το σηµείο Ο.

 

H ροπή αδράνειας του δακτυλίου, ως προς τον κάθετο άξονα Oz που διέρχεται από το κέντρο του, 

ισούται µε:

 Ιδακτυλίου = Σ  
k
mk r  2k   =(Σ  

k
mk)R2 = mR2

Ερωτήσεις Κατανόησης

Να συµπληρώσετε τον πιο κάτω Πίνακα µε την Ένδειξη Σωστό/Λάθος. Σε κάθε περίπτωση, να αιτιο-

λογήσετε την απάντησή σας στο τετράδιό σας. 

Α/Α     ΠΡΟΤΑΣΗ Σωστό / Λάθος

1 Η περιστροφική κινητική ενέργεια ενός σώµατος είναι:

α Ανάλογη µε τη γωνιακή του ταχύτητα.

β Ανάλογη µε τη ροπή αδράνειας του σώµατος.

2
∆ύο σώµατα ίσης µάζας, που περιστρέφονται µε την ίδια γωνιακή ταχύτητα, 
έχουν την ίδια περιστροφική κινητική ενέργεια.
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3
Η ροπή αδράνειας ενός στερεού σώµατος δεν µεταβάλλεται ως προς 
συγκεκριµένο άξονα περιστροφής.

4 Η ροπή αδράνειας ενός σώµατος εξαρτάται από τον άξονα περιστροφής.

5
Όσο µεγαλύτερη ροπή αδράνειας έχει ένα σώµα, τόσο δυσκολότερο 
είναι να µεταβάλλουµε τη γωνιακή ταχύτητα περιστροφής του.

6
Περιστρέφουµε πιο εύκολα µία ράβδο ως προς το κέντρο της και πιο 
δύσκολα ως προς το άκρο της. 

Ασκήσεις

1 	 �Το πιο κάτω σχήµα απεικονίζει διάφορα οµογενή σώµατα της ίδιας µάζας m. Να συγκρίνετε τις 

ροπές αδράνειας των εξής σωµάτων, ως προς τους σηµειωµένους άξονες (κόκκινες ευθείες):

	 Ι. 	 Της συµπαγούς σφαίρας (α) και του σφαιρικού φλοιού (β).

	 ΙΙ. 	Του δακτυλίου (γ) και του δίσκου (δ).

 

	 �Για την απάντησή σας να µην συµβουλευτείτε τον Πίνακα 1-1. Να σκεφτείτε πώς κατανέµεται 

η µάζα των διαφόρων σωµάτων ως προς τους άξονες περιστροφής τους.

2 	 �Τα σώµατα της άσκησης 1 περιστρέφονται γύρω από τους άξονες περιστροφής τους µε την ίδια 

γωνιακή ταχύτητα ω. Να τα κατατάξετε κατά αύξουσα σειρά, ως προς την κινητική τους ενέργεια.
 

3 	 �Να υποθέσετε ότι η Γη είναι στερεή, οµογενής σφαίρα, ακτίνας R = 6370 km και µάζας mΓ =	

5,97 χ 1024 kg.

	 A.	 �Να υπολογίσετε τη ροπή αδράνειας της Γης ως προς άξονα, που διέρχεται από το κέντρο 

της. 

	 B.	 �Η Γη εκτελεί µία πλήρη περιστροφή γύρω από τον άξονά της σε 24 ώρες και περιφέρεται 

γύρω από τον Ήλιο µε µεταφορική ταχύτητα 30 χ 103 m/s. Να υπολογίσετε και να συγκρί-

νετε µεταξύ τους την περιστροφική κινητική ενέργεια και τη µεταφορική κινητική ενέργεια	

της Γης.



84 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1Β  MHXANIKH ΣΤΕΡΕΟY ΣΩΜΑΤΟΣ

4 	 �Οι οµογενείς κύλινδροι Α και Β του επόµενου σχήµατος	

έχουν την ίδια µάζα m, ακτίνες R  και 2R, και µπορούν να πε-

ριστρέφονται γύρω από άξονες συµµετρίας, που διέρχονται 

από το ΚΜ τους. 

	 A.	 �Να συγκρίνετε τις ροπές αδράνειας των δύο κυλίνδρων 

ως προς τον άξονα περιστροφής τους.

	 Β.	 �Οι δυο κύλινδροι περιστρέφονται µε την ίδια περιστροφική 

κινητική ενέργεια. Εάν το µέτρο της  γωνιακής ταχύτητας 

του κυλίνδρου Α είναι ωA = 16 rad/s, να υπολογίσετε το 

µέτρο της γωνιακής ταχύτητας του κυλίνδρου Β.                                                                                             	

5 	 �Μία οµογενής συµπαγής σφαίρα Α και ένας οµογενής σφαι-

ρικός φλοιός Β έχουν την ίδια ακριβώς µάζα και ακτίνα. Να 

περιγράψετε ένα πείραµα, µε το οποίο θα ξεχωρίσετε τη συ-

µπαγή σφαίρα από τον σφαιρικό φλοιό.

6 	 �Στη διπλανή φωτογραφία, πέντε παιδιά παίζουν σε µια περι-

στρεφόµενη παιδική πλατφόρµα, ακτίνας R = 1,5 m και µάζας 

mΠ = 550,0 kg.

	 A.	 �Να εξηγήσετε γιατί οι πλατφόρµες σαν αυτή κατασκευάζο-

νται µε µεγάλη µάζα και διάµετρο.

	 Β.	 �Να θεωρήσετε ότι κάθε παιδί µπορεί να προσεγγισθεί σαν	

υλικό σηµείο µάζας m  = 30,0 kg, που βρίσκεται στην πε-

ριφέρεια της πλατφόρµας. Να δείξετε ότι η συνολική πε-

ριστροφική κινητική ενέργεια του συστήµατος πλατφόρ-

µας-παιδιών δίνεται από τη σχέση:

Εκιν περ  = 
1
2(ΙΠ + 5mR 2)ω2

 

	 	 �Το µέγεθος  ΙΠ = 
1
2
mΠR 2  είναι η ροπή αδρανείας της πλατ-

φόρµας ως προς κάθετο άξονα, που διέρχεται από το κέ-

ντρο της.

	 Γ.	 �Η πλατφόρµα και τα παιδιά περιστρέφονται, εκτελώντας 

32 rpm. Να υπολογίσετε τη συνολική περιστροφική κινητι-

κή ενέργεια του συστήµατος πλατφόρµας-παιδιών.
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1.13.  Ο ∆εύτερος Νόµος του Νεύτωνα για την Περιστροφική Κίνηση

Στην Α΄ Λυκείου είχαµε διατυπώσει τον ∆εύτερο Νόµο του Νεύτωνα 

για τη Μεταφορική Κίνηση:

∆εύτερος Νόµος του Νεύτωνα για τη Μεταφορική Κίνηση  

H επιτάχυνση ενός σώµατος, που εκτελεί µεταφορική κίνηση, είναι ανάλογη µε τη συνισταµένη δύναµη 

και έχει µέτρο αντιστρόφως ανάλογο µε τη µάζα του σώµατος:

α  = 
1
mΣF

 

Στη Β΄ Λυκείου αποδείξαµε έναν αντίστοιχο νόµο για την κίνηση του 

ΚΜ ενός µη σηµειακού σώµατος, ή συστήµατος σωµάτων:

α ΚΜ  = 
1
mΣF εξωτ

 

Εάν το σώµα δεν είναι σηµειακό, η δράση µίας δύναµης δεν επιταχύ-

νει µόνο το ΚΜ, αλλά µπορεί να µεταβάλλει και τη γωνιακή ταχύτητα 

περιστροφής του σώµατος γύρω από έναν άξονα. Εάν το σώµα είναι 

στερεό, έχει σταθερή ροπή αδράνειας ως προς συγκεκριµένο άξο-

να. Για ένα στερεό σώµα αποδεικνύεται η εξής διατύπωση του ∆εύ-

τερου Νόµου για την Περιστροφική Κίνηση:

∆εύτερος Νόµος του Νεύτωνα για την Περιστροφική Κίνηση  

Έστω ότι ένα στερεό σώµα µπορεί να περιστρέφεται γύρω από έναν σταθερό άξονα Οz. Η γωνιακή 

επιτάχυνση του σώµατος είναι ευθέως ανάλογη µε τη συνισταµένη των εξωτερικών ροπών κατά µή-

κος του άξονα περιστροφής, και έχει µέτρο αντιστρόφως ανάλογο µε τη ροπή αδράνειας Ι  του σώµατος 

ως προς τον ίδιο άξονα:

 αγ  = 
1
 Ι (ΣΜεξωτ, z)

Παρατηρήσεις

•	 Στην πιο πάνω σχέση εµφανίζονται οι αλγεβρικές τιµές της γωνιακής επιτάχυνσης και της συνι-

σταµένης των εξωτερικών ροπών κατά µήκος του Οz. Οι διευθύνσεις των διανυσµάτων είναι κατά 

µήκος του άξονα Oz.

•	 Εάν στο σώµα δρουν περισσότερες από µία εξωτερικές δυνάµεις, υπολογίζουµε ξεχωριστά τη 

ροπή Μεξωτ, z  κάθε εξωτερικής δύναµης, κατά µήκος του Οz. Κατόπιν, υπολογίζουµε το άθροισµα 

ΣΜεξωτ, z    των ροπών.
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Η γωνιακή επιτάχυνση αγ είναι αντιστρόφως ανάλογη µε τη ροπή 

αδράνειας του σώµατος ως προς τον άξονα περιστροφής του. Άρα, 

η ροπή αδράνειας εκφράζει την τάση ενός σώµατος να αντιδρά σε 

µεταβολές της γωνιακής του ταχύτητας:

Όσο µεγαλύτερη είναι η ροπή αδράνειας ενός σώµατος ως προς κάποιον άξονα, τόσο µικρότερη γω-

νιακή επιτάχυνση αποκτά το σώµα από δεδοµένη εξωτερική ροπή. Σώµατα µε µεγάλη ροπή αδράνειας 

τείνουν να διατηρούν σταθερή (ή µηδενική) γωνιακή ταχύτητα.

EΝΘΕΤΟ: ΑΠΌ∆ΕΙΞΗ ΤΟΥ ∆ΕYΤΕΡΟΥ ΝOΜΟΥ ΓΙΑ EΝΑ ΣYΣΤΗΜΑ ΣΦΑΙΡΙ∆IΩΝ ΕΝΩΜEΝΩΝ ΜΕ ΡΑΒ∆I 

Η Εικόνα 1-8 απεικονίζει σε κάτοψη ένα άκαµπτο ραβδί µήκους 2R και αµελητέας µάζας. Στα άκρα 

του ραβδιού είναι στερεωµένα δύο πανοµοιότυπα σφαιρίδια µάζας m. 

Στο σχήµα (α), το σύστηµα ραβδιού-σφαιριδίων περιστρέφεται µε σταθερή γωνιακή ταχύτητα ω γύρω 
από έναν άξονα περιστροφής, που είναι κάθετος στο επίπεδο xy και διέρχεται από το κέντρο του 

ραβδιού. Το ΚΜ του συστήµατος συµπίπτει µε το κέντρο του ραβδιού. Κάθε σφαιρίδιο εκτελεί οµαλή 

κυκλική κίνηση, µε κέντρο το ΚΜ και ακτίνα R. Σε κάθε σφαιρίδιο δρα µία κεντροµόλος δύναµη από 

το ραβδί. Η ροπή της κεντροµόλου κατά µήκος του άξονα περιστροφής είναι ίση µε μηδέν.	  

Στο σχήµα (β), στα σφαιρίδια Α και Β δρουν οι επιτρόχιες αντίθετες δυνάµεις F   και -F. Οι δυνάµεις 

αυτές συνιστούν ζεύγος, και έχουν ροπή µέτρου ΙΜ  Ι = ΙF   Ι(2R).

Η γωνιακή επιτάχυνση κάθε σωµατιδίου συνδέεται µε την επιτρόχιο δύναµη µε τη σχέση:

 ΙF   Ι  = m Ι
∆υΙ
∆t  = 

m ΙR∆ωΙ
∆t  = 

mR Ι∆ωΙ
∆t  = 

mR Ια γΙ 
 

Πολλαπλασιάζοντας την τελευταία σχέση µε τη διάµετρο της κυκλικής τροχιάς, 2R, βρίσκουµε: 

Εικόνα 1-8

Τα σφαιρίδια Α και Β περιστρέφονται γύ-	

ρω από το σηµείο Ο στερεωµένα σε ρα-

βδί αµελητέας µάζας. (α) Όταν δεν δρα 

επιτρόχιος δύναµη, η γωνιακή ταχύτητα ω 
είναι σταθερή. (β) Όταν δρουν επιτρόχιες 

δυνάµεις, µε µη µηδενική ροπή ως προς το	

Ο, η γωνιακή ταχύτητα µεταβάλλεται.
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 ΙF   Ι(2R) = (2mR2)Ια γΙ 

Το αριστερό µέλος ισούται µε τη ροπή του ζεύγους δυνάµεων: ΙΜ  Ι = ΙF   Ι(2R). Η ποσότητα Ι = 2mR2 
ισούται µε τη ροπή αδράνειας του συστήµατος ραβδιού-σφαιριδίων ως προς τoν άξονα Οz. Άρα:

 ΙΜ  Ι = Ι Ια γΙ     Ια γΙ  = ΙΜ  ΙΙ
Tα διανύσµατα Μ   και α γ  έχουν κοινή διεύθυνση (κατά µήκος του Οz) και την ίδια φορά:

•	 Εάν το ζεύγος δρα αριστερόστροφα (Μ  > 0), η γωνιακή ταχύτητα των σφαιριδίων αυξάνεται (γί-

νεται πιο θετική ή λιγότερο αρνητική):

Μ  > 0     ∆ω
∆t   > 0   αγ  > 0
 

•	 Οµοίως, εάν  το ζεύγος δρα δεξιόστροφα (Μ  < 0), η γωνιακή ταχύτητα του σώµατος ελαττώνεται 

(γίνεται λιγότερο θετική ή πιο αρνητική):

Μ  < 0     ∆ω
∆t   < 0   αγ  < 0

 

Άρα, η σχέση γωνιακής επιτάχυνσης - ροπής ισχύει και για τις αλγεβρικές τιµές:

αγ  =  Μ Ι  

Παραδείγµατα από την Καθηµερινή Ζωή

Σύµφωνα µε τον ∆εύτερο Νόµο για την Περιστροφική Κίνηση, σώ-

µατα µε µεγάλη ροπή αδράνειας τείνουν να διατηρούν αµετάβλητη 

τη γωνιακή τους ταχύτητα. Αυτό το εκµεταλλευόµαστε στην καθηµε-

ρινή µας ζωή, για να βελτιώσουµε την ικανότητα του σώµατός µας 

να ισορροπεί. 

Ένας σχοινοβάτης που κρατά ένα µακρύ οριζόντιο κοντάρι βελτιώ-

νει την ικανότητά του να ισορροπεί. Το σύστηµα σχοινοβάτη - κοντα-

ριού έχει µεγαλύτερη συνολική ροπή αδράνειας.

Στις 7 Αυγούστου 1974, ο γάλλος ακροβάτης Philippe Petit διέσχισε οκτώ φο-

ρές την απόσταση 60 m ανάµεσα στους δίδυµους πύργους του World Trade 

Center, σε ύψος 400 m από την επιφάνεια της Γης. O Pettit περπατούσε στο κε-	

νό για 45 λεπτά. Tο ριψοκίνδυνο αυτό κατόρθωµα δεν επαναλήφθηκε ποτέ, και 

εξιστορήθηκε πρόσφατα στην εντυπωσιακή ταινία Τhe Walk (2015). http://www.
telegraph.co.uk/film/the-walk/philippe_petit_world_tradecenter/
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Παράδειγµα 1

Ράβδος που περιστρέφεται γύρω από στερεωµένο άκρο της

Στο επόµενο σχήµα απεικονίζεται µία ράβδος µάζας m και µήκους L = 125,0 cm, η οποία είναι στερε-

ωµένη στο έδαφος µε τη βοήθεια µίας άρθρωσης. Η ράβδος περιστρέφεται χωρίς τριβές γύρω από 

το ακίνητο άκρο της Ο.

Αρχικά η ράβδος είναι κατακόρυφη και ακίνητη. Σε κάποια στιγµή της ασκούµε µία στιγµιαία ώθηση, 

µε αποτέλεσµα να πέσει στο έδαφος σε οριζόντια στάση. Θα υπολογίσουµε τη γωνιακή επιτάχυνση 

της ράβδου, όταν σχηµατίζει γωνία θ = 0ο, 45ο και 90ο µε την κατακόρυφη διεύθυνση.

Έλεγχος Κατανόησης Εννοιών:

1.13.1.	 �Όταν ένα σώµα εκτελεί οµαλή κυκλική κίνηση, κινείται χω-

ρίς γωνιακή επιτάχυνση. Ποιο από τα επόµενα είναι σω-

στό:

	 A.	�Στο σώµα δρα µηδενική συνισταµένη εξωτερική δύνα-

µη.

	 B.	�Στο σώµα δρα µηδενική συνισταµένη των εξωτερικών 

ροπών, ως προς το κέντρο της κυκλικής τροχιάς.

	 Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας.

1.13.2.	 �∆ύο οµογενείς κύλινδροι Α και Β έχουν τις ίδιες διαστά-

σεις και µάζα και είναι ακίνητοι. Ο κύλινδρος Α είναι συ-

µπαγής και ο Β είναι κούφιος.

	 A.	�Ποιον από τους δύο κυλίνδρους µπορούµε να θέσου-

µε ευκολότερα σε περιστροφή, ως προς άξονα συµµε-

τρίας του κάθετο στην κυκλική του βάση; Γιατί;

	 B.	�Οι δύο κύλινδροι περιστρέφονται µε την ίδια γωνιακή 

ταχύτητα ως προς τον πιο πάνω άξονα συµµετρίας. 

Ποιον από τους δύο κυλίνδρους µπορούµε να ακινητο-

ποιήσουµε πιο εύκολα, και γιατί;

1.13.3.	 �Πώς διατηρούµε πιο εύκολα σε ισορροπία ένα σφυρί επά-

νω στο χέρι µας, µε την ξύλινη λαβή του προς τα κάτω 

(σχήµα (α)) ή προς τα πάνω (σχήµα (β)); Γιατί; ∆οκιµάστε το!

	 (α)		                 (β)	  



89MHXANIKH ΣΤΕΡΕΟY ΣΩΜΑΤΟΣ  ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1Β

Στη ράβδο ασκούνται το βάρος της Β  και µία δύναµη F  από το 

έδαφος. Η F  δεν περιλαµβάνεται στο σχήµα γιατί έχει µηδενική 

ροπή ως προς το σηµείο περιστροφής Ο. H ροπή του βάρους ως 

προς το σηµείο Ο είναι κάθετη στο κατακόρυφο επίπεδο xy, µε 

φορά προς τον αναγνώστη. Η αλγεβρική τιµή της ροπής ισούται µε

MB  = mg 
L
2
 ηµθ

Eφαρµόζοντας τον ∆εύτερο Νόµο για την Περιστροφική Κίνηση, 

βρίσκουµε:

αγ  =  1 Ι (ΣΜεξωτ, z) =  MB

    Ι  
 =  mgL    2Ι  

ηµθ
 

H ροπή αδράνειας της ράβδου ως προς τον άξονα περιστροφής, 

που διέρχεται από το άκρο της Ο, είναι Ι =(1/3)mL2. Συνδυάζοντας 

τις τελευταίες δύο σχέσεις, παίρνουµε:

αγ  =  mgLηµθ

    2 χ(13mL2)
 = 
3 
2 
 
g
L
 ηµθ

 

 Παρατήρηση

Η γωνιακή επιτάχυνση της ράβδου µεταβάλλεται µε τη γωνία θ. 

Αριθµητική Εφαρµογή

Η γωνιακή επιτάχυνση µηδενίζεται όταν η ράβδος είναι κατακόρυφη (θ = 0ο, ηµ0ο = 0). Αυτό συµβαίνει 

επειδή η ροπή του βάρους µηδενίζεται ως προς το Ο. 

Όταν η γωνία θ = 45ο, η γωνιακή επιτάχυνση της ράβδου γίνεται:

αγ  =  3 2  χ  9,81 m/s
2 

1,250 m 
 χ 

2  
2 
 =  8,32 rad s2  

 

Η ράβδος φθάνει στο έδαφος (θ = 90ο, ηµ90ο = 1) µε γωνιακή επιτάχυνση:

αγ  =  3 2  χ  9,81 m/s
2 

1,250 m 
 χ 1 =  11,8 rad s2  
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Παράδειγµα 2

Μία τροχαλία µάζας mτρ = 3,00 kg και ακτίνας R = 0,750 m είναι	

συνδεδεµένη µέσω αβαρούς σχοινιού µε ένα σώµα µάζας	

m  = 4,00 kg. Η τροχαλία µπορεί να περιστρέφεται χωρίς τριβές 

γύρω από οριζόντιο άξονα, που διέρχεται από το κέντρο της O. Το 

σχοινί δεν ολισθαίνει ως προς την τροχαλία.

Θα υπολογίσουµε την επιτάχυνση, µε την οποία κατεβαίνει το 

σώµα. 

Στο σώµα δρουν το βάρος του Β  και µία τάση Τ  από το σχοινί. Στο 

άκρο Α του τυλιγµένου σχοινιού δρα µία δύναµη F  από το κατα-

κόρυφο τµήµα του σχοινιού ΑΣ. Όπως µάθαµε στην Α΄ Λυκείου, οι 

δυνάµεις F  και Τ  έχουν ίσα µέτρα επειδή το σχοινί είναι αβαρές.

Επειδή το τυλιγµένο τµήµα του σχοινιού περιστρέφεται µαζί µε την 

τροχαλία χωρίς να ολισθαίνει ως προς αυτήν, µπορούµε να θε-

ωρούµε ότι το τυλιγµένο τµήµα του σχοινιού και η τροχαλία απο-

τελούν ένα σύστηµα. Η δύναµη F  δρα σε αυτό το σύστηµα ως 

εξωτερική δύναµη. Η ροπή αδράνειας του συστήµατος τυλιγµένου 

σχοινιού - τροχαλίας ως προς τον άξονα περιστροφής είναι ίση 

µε τη ροπή αδράνειας της τροχαλίας. Η ροπή της F  ως προς το 

σηµείο Ο είναι   MF  = + ΙF   ΙR = + ΙT   ΙR. 

Στην τροχαλία ασκείται επίσης το βάρος της και µία αντίρροπη δύναµη N  από το σηµείο στήριξης 

Ο. Οι δυνάµεις αυτές έχουν µηδενική ροπή ως προς το Ο και δεν περιστρέφουν την τροχαλία.	

Γι αυτό, δεν συµπεριλαµβάνονται στο σχήµα.

Το σώµα εκτελεί µεταφορική κίνηση στην κατακόρυφη διεύθυνση. Θεωρούµε ως θετική τη φορά 

προς τα κάτω, και εφαρµόζουµε τον ∆εύτερο Νόµο για τη Mεταφορική Kίνηση:	  

Μεταφορική κίνηση του Σώµατος: mg -  ΙT   Ι = mα     (σχέση 1)

Το µέγεθος α είναι η αλγεβρική τιµή της γραµµικής επιτάχυνσης του σώµατος. 

Η περιστροφή του συστήµατος τροχαλίας - τυλιγµένου σχοινιού ως προς το σηµείο Ο περιγράφεται 

από τον ∆εύτερο Νόµο της Περιστροφικής Κίνησης:

ΣΜεξωτ = MF  = I αγ

 

Το µέγεθος αγ  είναι η αλγεβρική τιµή της γωνιακής επιτάχυνσης της τροχαλίας.

Ο ∆εύτερος Νόµος δίνει:
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Περιστροφική κίνηση συστήµατος Τυλιγµένου Σχοινιού - Τροχαλίας: ΙT   ΙR = I αγ    (σχέση 2)

Οι σχέσεις 1 και 2 είναι σύστηµα δύο εξισώσεων µε τρεις άγνωστες µεταβλητές: το µέτρο ΙT   Ι και 
τις επιταχύνσεις α  και αγ. Για να προσδιορίσουµε τις άγνωστες µεταβλητές, χρειαζόµαστε µία τρίτη 

εξίσωση.

Για να καταστρώσουµε τη ζητούµενη εξίσωση, χρησιµοποιούµε 

το δεδοµένο ότι το σχοινί δεν ολισθαίνει ως προς την τροχαλία.  

Άρα, η γραµµική ταχύτητα του σηµείου Α του σχοινιού ισούται µε 

υσχ = ωR  
∆υσχ

∆t
 = 

∆(ωR)
∆t

  α = R ∆ω
∆t
  α = Rαγ        (σχέση 3)

 

Από τις σχέσεις 1 - 3 µπορούµε να προσδιορίσουµε τους τρεις 

αγνώστους:  

•	 Συνδυάζοντας τις σχέσεις 2 και 3, βρίσκουµε:

ΙT   ΙR2 = I (Rαγ) = I α

•	 Συνδυάζοντας την τελευταία εξίσωση µε τη σχέση 1, βρίσκουµε:

(mg -  ΙT   Ι )R2 = mαR2  mgR2 -I α = mαR2  α = 
mR2

mR2 + I
g 

 

Εάν η τροχαλία συµπεριφέρεται σαν οµογενής κύλινδρος, η ροπή 

αδράνειας της δίνεται από τη σχέση I  = 1 2 mτρR2. Αντικαθιστούµε, 

και βρίσκουµε:

α = 
mR2

mR2 + (1 2 mτρ)R2
g = 

m

m + (1 2 mτρ)
g

 

Nα παρατηρήσετε ότι: 

•	 Η γραµµική επιτάχυνση α του σώµατος είναι µικρότερη από 

την επιτάχυνση της βαρύτητας g, και ελαττώνεται µε τη µάζα 

της τροχαλίας. 

•	 Εάν η τροχαλία είναι αβαρής (mτρ = 0), το σώµα πέφτει µε την 

επιτάχυνση της βαρύτητας.

Αριθµητική Aντικατάσταση

Αντικαθιστώντας mτρ = 3,00 kg και m  = 4,00 kg, βρίσκουµε:

α = 
4,00 kg

4,00 kg  + (3,00 kg)/2
 χ g = 0,72 χ g = 7,06 m/s2  
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Σηµείωση/Ενδεικτική ∆ραστηριότητα 

Εάν δεν γνωρίζουµε τη ροπή αδράνειας της τροχαλίας, µπορούµε να την υπολογίσουµε από 

την πιο πάνω διάταξη, ως εξής:

1.	 Μετρούµε τη µάζα m του σώµατος.

2.	 Πραγµατοποιούµε την πιο πάνω διάταξη, και αφήνουµε το σώµα να κινηθεί.

3.	 Μετρούµε την επιτάχυνση α του σώµατος.

4.	 Υπολογίζουµε την άγνωστη ροπή αδράνειας από τη σχέση:

α = mR
2

mR2 + I
g  mR2 + I  = mR2 

g
α   I  = (gα  -1) mR2

 

(Υποθέτουµε ότι η τροχαλία περιστρέφεται χωρίς τριβές).

Για παράδειγµα, εάν το σώµα πέφτει µε επιτάχυνση α = 0,15 g, η ροπή αδράνειας της τροχα-
λίας είναι:

I = ( g

0,15 g
 -1) mR2 = 5,67 x (4,00 kg) x (0,750 m)2 = 12,8 kg m2 

ΕΝΘΕΤO ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 3

Μία τροχαλία µάζας mτρ = 2,50 kg και ακτίνας R  = 0,750 m είναι 

συνδεδεµένη µέσω αβαρούς σχοινιού µε δύο σώµατα 1 και 2, µε 

µάζες m1 = 25,5 kg και m2 = 8,50 kg. Η τροχαλία µπορεί να περι-

στρέφεται χωρίς τριβές γύρω από οριζόντιο άξονα, που διέρχεται 

από το κέντρο της Ο. Το σχοινί δεν ολισθαίνει ως προς την τρο-

χαλία.

Θα υπολογίσουµε την επιτάχυνση, µε την οποία κινούνται τα σώµα-

τα. H ροπή αδράνειας της τροχαλίας είναι I  = 1 2 mτρR2. 

Χωρίζουµε το σχοινί σε 3 τµήµατα: (i) το κατακόρυφο τµήµα ΑΣ1 

(που είναι συνδεδεµένο µε το σώµα 1), (ii) το κατακόρυφο τµήµα 

ΒΣ2 και (iii) το τυλιγµένο τµήµα ΑΒ του σχοινιού που εφάπτεται µε 

την τροχαλία. Θεωρούµε την τροχαλία και το τµήµα ΑΒ του σχοι-

νιού ως ένα σύστηµα. Επειδή το σχοινί είναι αβαρές, η ροπή αδρά-

νειας του συστήµατος αυτού είναι I  = 1 2 mτρR2.

Στο σώµα 1 δρουν το βάρος του B1 και η τάση T 1 του σχοινιού. 
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Οµοίως, στο σώµα 2 δρουν το βάρος του B2 και η τάση T 2 του σχοινιού. Στο σύστηµα τροχαλίας - 

σχοινιού ΑΒ δρουν οι δυνάµεις F 1 και F 2 από τα τµήµατα ΑΣ1 και ΒΣ2 αντίστοιχα. Οι δυνάµεις αυτές 

έχουν µη µηδενική ροπή ως προς το σηµείο Ο, και περιστρέφουν το σύστηµα τροχαλίας - σχοινιού 

ΑΒ. 

Στην τροχαλία ασκείται επίσης το βάρος της και µία αντίρροπη δύναµη N  από το σηµείο στήριξης Ο 

(δεν σηµειώνονται στο σχήµα). Οι δυνάµεις αυτές έχουν µηδενική ροπή ως προς το Ο και δεν επηρε-

άζουν την περιστροφική κίνηση της τροχαλίας. 

Τα σώµατα 1 και 2 εκτελούν µεταφορική κίνηση. Επειδή το σχοινί δεν είναι εκτατό, οι ταχύτητες των 

δύο σωµάτων έχουν συνεχώς ίσα µέτρα. Άρα, και οι γραµµικές επιταχύνσεις των σωµάτων έχουν το 

ίδιο µέτρο, που συµβολίζουµε µε α. 

Εάν m1 > m2, το σώµα 1 θα κινηθεί προς τα κάτω και το σώµα 2 προς τα πάνω. Για κάθε σώµα θε-

ωρούµε ως θετική τη φορά της κίνησής του, και εφαρµόζουµε ξεχωριστά τον ∆εύτερο Νόµο της 

µεταφορικής κίνησης, όπως είχαµε κάνει στα παραδείγµατα της Α΄ Λυκείου:

 

Σώµα 1: m1g -  ΙT1Ι = m1α        (σχέση 1α)

Σώµα 2: ΙT2Ι  - m2g = m2α        (σχέση 1β)

Οι δυνάµεις T 1  και F 1  έχουν ίσα µέτρα, επειδή το σχοινί είναι αβαρές. Οµοίως, οι δυνάµεις T 2  και F 2	
έχουν ίσα µέτρα:

ΙT1Ι  = ΙF 1Ι  και  ΙT2Ι  = ΙF 2Ι  

Εφαρµόζουµε τον ∆εύτερο Νόµο της Περιστροφικής Κίνησης ως προς το σηµείο Ο στην τροχαλία, 

και βρίσκουµε:

  ΣΜεξωτ = I αγ    +ΙF 1ΙR - ΙF  2ΙR = I αγ    (ΙT1Ι - ΙT  2Ι)R = I αγ          (σχέση 2)

Οι σχέσεις 1α, 1β  και 2  είναι σύστηµα τριών εξισώσεων µε τέσσερεις αγνώστους: τα µέτρα ΙT1Ι, ΙT2Ι, 
το µέτρο της γραµµικής επιτάχυνσης α  και την αλγεβρική τιµή της γωνιακής επιτάχυνσης αγ. Επειδή 

το σχοινί δεν ολισθαίνει ως προς την τροχαλία, γνωρίζουµε από το Παράδειγµα 2 ότι:

αγ  = ± 
α
 R

 

  

 Προσοχή

Η σχέση 2 υποδεικνύει ότι γενικά ΙT1Ι  ΙT  2Ι  και ΙF 1Ι    ΙF  2Ι. Οι δυνάµεις αυτές έχουν ίσα µέτρα 

µόνο εάν η ροπή αδράνειας της τροχαλίας είναι µηδενική (I  = 0).
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Επειδή η τροχαλία περιστρέφεται αριστερόστροφα, επιλέγουµε τη θετική τιµή:
 

αγ  = 
α
 R

          (σχέση 3)

Οι σχέσεις 1α, 1β, 2 και 3 αρκούν για να προσδιορισθούν οι άγνωστοι:

1.	 Προσθέτοντας κατά µέλη τις σχέσεις 1α και 1β, βρίσκουµε:

(m1 - m2)g + (ΙT2Ι - ΙT  1Ι) = (m1 + m2)α
 

2.	 Από τις σχέσεις 2 και 3, βρίσκουµε:

ΙT2Ι - ΙT  1Ι = -I  αγ

 R
 = -I  

α
R 2

 

3.	 Συνδυάζοντας τις τελευταίες δύο σχέσεις, βρίσκουµε:

(m1 - m2)g -I  
α
R 2
 = (m1 + m2)α  (m1 - m2)g = (m1 + m2 + 

Ι
R 2)α  α = 

(m1 - m2)

m1 + m2 + 
Ι
R 2

g
 

Aντικαθιστώντας τη ροπή αδράνειας της τροχαλίας, I  = 1 2 
mτρR2, βρίσκουµε:

α = 
(m1 - m2)

m1 + m2 + 
mτρ

2

g

Να παρατηρήσετε ότι:

•	 Εάν τα σώµατα 1 και 2 έχουν ίσες µάζες, κινούνται µε µηδενική γραµµική επιτάχυνση (α = 0).

•	 Εάν η τροχαλία έχει µηδενική µάζα, η ροπή αδράνειας της µηδενίζεται. Τότε, τα σώµατα κινούνται 

µε γραµµική επιτάχυνση:

α = 
m1 - m2

m1 + m2

g

 

Το αποτέλεσµα αυτό συµπίπτει µε τη γραµµική επιτάχυνση, της µηχανής Atwood µε αβαρή τρο-

χαλία και δύο σώµατα, που είχαµε υπολογίσει στην Α΄ Λυκείου.
 

•	 Τα σώµατα κινούνται µε µικρότερη γραµµική επιτάχυνση, εάν η τροχαλία έχει µεγαλύτερη µάζα.

Αριθµητική Aντικατάσταση

Αντικαθιστούµε m1 = 25,5 kg, m2 = 8,50 kg, mτρ = 2,50 kg και βρίσκουµε:

α = 
m1 - m2

m1 + m2 + 
mτρ

2

 x g = 
25,5 kg - 8,50 kg

25,5 kg + 8,50 kg + 1,25 kg
 x g = 0,482 x g = 4,73 m/s2 
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Σηµείωση / Ενδεικτική ∆ραστηριότητα 

Εάν δεν γνωρίζουµε τη ροπή αδράνειας της τροχαλίας, µπορούµε να την υπολογίσουµε, µε-

τρώντας τις µάζες  και την επιτάχυνση α των σωµάτων.

1.	 Μετρούµε τις µάζες m1  και m2  των δύο σωµάτων.

2.	 Πραγµατοποιούµε την πιο πάνω διάταξη, και αφήνουµε τα σώµατα να κινηθούν.

3.	 Μετρούµε τη γραµµική επιτάχυνση α.

4.	 Υπολογίζουµε την άγνωστη ροπή αδράνειας από τη σχέση:

α = 
(m1 - m2)

m1 + m2 + 
Ι
R 2

g    (m1 + m2 + 
Ι
R 2) = (m1 - m2)

g
α   I  = [(m1 - m2)

g
α  - (m1 + m2)]R 2

 

Για παράδειγµα, εάν τα σώµατα κινούνται µε α = g/3 , η ροπή αδράνειας της τροχαλίας είναι: 

I  = [(25,5 - 8,50) x 3 - (25,5 + 8,50)] x (0,750)2 kg m2 = 9,56 kg m2

Ερωτήσεις Κατανόησης

Να συµπληρώσετε τον πιο κάτω Πίνακα µε την Ένδειξη Σωστό/Λάθος. Σε κάθε περίπτωση, να αιτιο-

λογήσετε την απάντησή σας στο τετράδιό σας. 

Α/Α     ΠΡΟΤΑΣΗ Σωστό / Λάθος

1
Η γωνιακή επιτάχυνση ενός στερεού σώµατος, που περιστρέφεται γύρω 
από ακλόνητο άξονα, είναι:

α Ανάλογη µε τη ροπή αδράνειας του σώµατος.

β Αντιστρόφως ανάλογη µε τη ροπή αδράνειας του σώµατος.

γ Ανάλογη µε το άθροισµα των ροπών των εξωτερικών δυνάµεων στο σώµα.

δ Ανάλογη µε τη συνισταµένη των εξωτερικών δυνάµεων στο σώµα.

2
Ένας ακροβάτης χρησιµοποιεί ένα µακρύ κοντάρι για να βελτιώσει 
την ικανότητά του να ισορροπεί, επειδή:
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α Αυξάνει τη µάζα του.

β
Το σύστηµα κονταριού - ανθρώπου έχει µεγαλύτερη ροπή αδράνειας ως 
προς άξονα που διέρχεται από το ΚΜ του.

3 Το κοντάρι του ακροβάτη της ερώτησης 2 είναι πιο σηµαντικό να έχει:

α Μεγάλη µάζα. 

β Μεγάλο µήκος.

Ασκήσεις

∆εύτερος Νόµος του Νεύτωνα για την Περιστροφική Κίνηση

1 	 �Η επίπεδη διαστηµική κάψουλα του επόµενου σχήµατος µπορεί να περιστρέφεται µε τη βοήθεια 

των εκτοξευτήρων αερίου Α - B. Το σηµείο Ο αντιστοιχεί στο ΚΜ της κάψουλας. Η κάψουλα 

ηρεµεί και βρίσκεται µακριά από οποιοδήποτε πεδίο βαρύτητας.

	 �Σε κάποια στιγµή οι εκτοξευτήρες τίθενται σε λειτουργία. Η δύναµη από κάθε εκτοξευτήρα πα-

ραµένει συνεχώς κάθετη στο τοίχωµα µε το οποίο είναι στερεωµένος ο εκτοξευτήρας, και έχει 

φορά προς την κάψουλα. Τα µέτρα των δυνάµεων από τους δύο εκτοξευτήρες Α και Β στην 

κάψουλα είναι 1500 N.

	 A.	 �Να περιγράψετε την κίνηση του ΚΜ της κάψουλας µετά την ενεργοποίηση των εκτοξευτήρων.

	 B.	 �Να θεωρήσετε ότι η κάψουλα είναι επίπεδη, µε αµελητέο πάχος. Να εξηγήσετε γιατί η κάψου-

λα αρχίζει να περιστρέφεται γύρω από άξονα, που είναι κάθετος στο επίπεδο της κάψουλας 

και διέρχεται από το ΚΜ της.

	 Γ.	 �Η συνολική ροπή αδράνειας της κάψουλας ως προς το κέντρο µάζας Ο είναι 5,0 χ 103 kgm2. 

Να προσδιορίσετε τη γωνιακή επιτάχυνση της κάψουλας. 
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1.14.  Εξισώσεις της Οµαλά Επιταχυνόµενης Περιστροφικής Κίνησης 

Όταν ένα σώµα είναι στερεό, η ροπή αδράνειας του δεν µεταβάλλε-

ται (Ι  = σταθ). Εάν το άθροισµα των εξωτερικών ροπών κατά µήκος 
του άξονα περιστροφής είναι επίσης σταθερό, το σώµα περιστρέφε-

ται µε σταθερή γωνιακή επιτάχυνση:

ΣΜεξωτ, z   = σταθ    αγ  =  
1
 Ι (    ΣΜεξωτ, z)       = σταθ

 

Γράφουµε τις εξισώσεις της περιστρoφικής κίνησης µε σταθερή γω-

νιακή επιτάχυνση, κατ΄ αναλογία µε τις εξισώσεις της οµαλά επιταχυ-

νόµενης κίνησης:

	 ∆.	 �Εάν οι εκτοξευτήρες λειτουργήσουν για χρονικό διάστηµα ∆t = 20,0 s, να προσδιορίσετε τη 
γωνιακή ταχύτητα της κάψουλας στο τέλος του χρονικού διαστήµατος.

2 	 �Ένα δοχείο µάζας m  = 0,75 kg κρέµεται από τον οριζόντιο κύλινδρο ενός πηγαδιού µε ένα αβα-

ρές σχοινί. 

	 �O κύλινδρος έχει ακτίνα 35,0 cm και µπορεί να περιστρέφεται χωρίς τριβές γύρω από οριζόντιο 

άξονα. Εάν αφήσουµε το δοχείο ελεύθερο, ο κύλινδρος αρχίζει να περιστρέφεται και το δοχείο 

πέφτει µε επιτάχυνση g/5. Να υπολογίσετε τη ροπή αδράνειας του κυλίνδρου ως προς τον άξο-

να περιστροφής του. Να υποθέσετε ότι το σχοινί δεν ολισθαίνει ως προς τον κύλινδρο, κατά την 

πτώση του δοχείου.	  



98 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1Β  MHXANIKH ΣΤΕΡΕΟY ΣΩΜΑΤΟΣ

Εξίσωση Γωνίας Θέσης

φ(t ) = φ(t0 ) + ω(t0 )(t - t0 ) + 
1
2

αγ (t - t0 )2 
 

Εξίσωση Γωνιακής Ταχύτητας

ω(t ) = ω(t0 ) + αγ (t - t0 ) 

 

όπου η Γωνιακή Επιτάχυνση υπολογίζεται από τη σχέση:

αγ  = 
1
 Ι (    ΣΜεξωτ, z)     

Παράδειγµα 1

Ένας συµπαγής, οµογενής τροχός µάζας 1,50 kg και ακτίνας R = 

31,0 cm µπορεί να περιστρέφεται γύρω από έναν οριζόντιο άξονα, 

που διέρχεται από το κέντρο του. Ο τροχός περιστρέφεται αριστε-

ρόστροφα µε γωνιακή ταχύτητα ω  = 12,5 rad/s. Η ροπή αδράνειας 
του τροχού ως προς τον άξονα περιστροφής ισούται µε Ι = 

1
2
 mR 2.

Για ένα χρονικό διάστηµα 4,00 s ασκείται στον τροχό µία επιτρό-

χιος δύναµη σταθερού µέτρου ΙF   Ι = 15,5 N. Θα υπολογίσουµε τη 

γωνιακή επιτάχυνση του τροχού, και τη γωνιακή του ταχύτητα 

στο τέλος του χρονικού διαστήµατος. 

Oι εξωτερικές δυνάµεις στον τροχό είναι (i) η επιτρόχιος δύναµη 

F  , (ii) το βάρος του B , και (iii) µία δύναµη N    από τον άξονα περι-

στροφής. Οι δυνάµεις B     και N     έχουν µηδενική ροπή ως προς το Ο 

και δεν περιλαµβάνονται στο σχήµα. Η ροπή της F   έχει αλγεβρική 

τιµή M= +ΙF   ΙR. Άρα, η γωνιακή επιτάχυνση του τροχού έχει αλγε-
βρική τιµή

αγ  =  
MF

   Ι  =  
ΙF   ΙR
       Ι     =  

ΙF   ΙR
1 
2 
mR2

 =  
2ΙF   Ι
 mR

 

 

Η γωνιακή επιτάχυνση είναι θετική, δηλαδή η γωνιακή ταχύτητα 

αυξάνεται. Aντικαθιστούµε και βρίσκουµε:

αγ  =  
2 x (15,5 N)

(1,50 kg) x (0,310 m)  
 = 0,667 

rad
s2
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Από τις εξισώσεις κίνησης, υπολογίζουµε τη γωνιακή ταχύτητα στο τέλος του χρονικού διαστήµατος:	

ω(t1 ) = ω(t0 ) + αγ (t1- t0 ) = (12,5 rad/s) + (0,667 rad/s2) x (4,00 s) = 15,2 rad/s

1.15.  ∆ιατήρηση της Μηχανικής Ενέργειας

Όταν ένα σώµα περιστρέφεται ως προς ακλόνητο άξονα, έχει περι-

στροφική κινητική ενέργεια. Το άθροισµα της περιστροφικής κινητι-

κής ενέργειας και της βαρυτικής δυναµικής ενέργειας του συστήµα-

τος σώµατος - Γης είναι η µηχανική ενέργεια:

Eµηχ  = Eκιν περ + U
 βαρ
δυν  

 

Α. Υπολογισµός της Βαρυτικής ∆υναµικής Ενέργειας 
συστήµατος Σώµατος - Γης

Για να υπολογίσουµε τη συνολική βαρυτική δυναµική ενέργεια του 

συστήµατος σώµατος - Γης, όταν το σώµα δεν είναι υλικό σηµείο, 

υποθέτουµε ότι η συνολική µάζα m του σώµατος είναι συγκεντρω-

µένη στο ΚΜ του:

U  βαρ
δυν  = mgyKM

 

όπου yKM είναι το ύψος του ΚΜ του σώµατος από το έδαφος.

ΕΝΘΕΤΗ ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ

Xωρίζουµε το σώµα µάζας m σε πολλά στοιχειώδη τµήµατα µε µά-

ζες m1, m2, ..., mk,.... Τα στοιχειώδη τµήµατα βρίσκονται σε ύψη  

y1, y2, ..., yk,... από το έδαφος. 

H συνολική βαρυτική δυναµική ενέργεια του συστήµατος σώµατος 

- Γης είναι:

U  βαρ
δυν  = Σmi gyi  = g(Σmi yi) = mg  Σmi yi

m
 = mgyKM

  

όπου m  = Σmi  είναι η συνολική µάζα του σώµατος, και yKM  είναι 

το ύψος του ΚΜ του σώµατος από το έδαφος:

yKM = 
Σmi yi

Σmi 

 = Σmi yi
m



100 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1Β  MHXANIKH ΣΤΕΡΕΟY ΣΩΜΑΤΟΣ

Β. ∆ιατήρηση της Μηχανικής Ενέργειας

Εάν το ΚΜ του σώµατος µετατοπίζεται στην κατακόρυφη διεύθυνση, 

η βαρυτική δυναµική ενέργεια του συστήµατος σώµατος-Γης µετα-

βάλλεται. Η αρνητική µεταβολή της βαρυτικής δυναµικής ενέργειας 

ισούται µε το έργο του βάρους:

WΒ  = -∆U  βαρ
δυν  = mg(y  αρχ 

ΚΜ   - y
 τελ 
ΚΜ  )

 

Εάν το έργο όλων των άλλων δυνάµεων, που δρουν στο σώµα, είναι 

µηδενικό, η µηχανική ενέργεια διατηρείται:

Ε  αρχ
µηχ  = Ε

 τελ
µηχ   ∆Εκιν περ = -∆U  βαρ

δυν  

Παράδειγµα

Ράβδος που περιστρέφεται γύρω από στερεωµένο άκρο της

Στο επόµενο σχήµα απεικονίζεται µία ράβδος µάζας m και µήκους L, η οποία είναι στερεωµένη στο 

έδαφος µε τη βοήθεια µίας άρθρωσης. Η ράβδος περιστρέφεται χωρίς τριβές γύρω από το ακίνητο 

άκρο της Ο.

Αρχικά η ράβδος είναι ακίνητη και κατακόρυφη (σχήµα (α)). Eάν την αποµακρύνουµε ελάχιστα από 

την κατακόρυφη στάση, η ράβδος αρχίζει να περιστρέφεται. Θα υπολογίσουµε τη γωνιακή ταχύτητα 

της ράβδου, όταν αποκτήσει οριζόντια στάση (σχήµα (β)). 	  

Στη ράβδο ασκούνται το βάρος της B και µία δύναµη N από το έδαφος (δεν περιλαµβάνεται στο σχή-

µα). Η δύναµη N  δεν παράγει έργο, επειδή το σηµείο εφαρµογής της είναι ακίνητο. Άρα, η µηχανική 

ενέργεια διατηρείται:

 ∆Εκιν περ = -∆U  βαρ
δυν   

1
2
 Ιω2 = mgy  αρχ 

ΚΜ     ω =     
2mgy  αρχ 

ΚΜ   

Ι
 

Επειδή η ράβδος είναι οµογενής, η αρχική θέση του ΚΜ της βρίσκεται σε ύψος y  αρχ 
ΚΜ    = L/2 από το 

έδαφος. Η ροπή αδράνειας της ράβδου ως προς άξονα περιστροφής, που διέρχεται από το άκρο της, 

είναι Ι = 13  mL
2. Αντικαθιστώντας στην τελευταία σχέση, βρίσκουµε:

ω =     
2mg(L/2)

mL2/3
 =     3 

g
L
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Αριθµητική Εφαρµογή

Έστω ότι η ράβδος έχει µήκος L = 1,00 m. H γωνιακή ταχύτητα της ράβδου, όταν φθάνει στο έδαφος, 

ισούται µε:

ω =     3 x 
9,81 m/s2

1,00 m
 = 5,42 

rad
s
 

Ασκήσεις

Εξισώσεις της οµαλά επιταχυνόµενης Περιστροφικής Κίνησης

1 	 �Ένας κατακόρυφος τροχός ποδηλάτου, µάζας m = 1,50 kg	

και ακτίνας R = 0,60 m, είναι στερεωµένος σε ακλόνητο ορι-

ζόντιο άξονα που διέρχεται από το κέντρο του, και περιστρέ-

φεται αριστερόστροφα µε γωνιακή ταχύτητα ω = 32,5 rad/s. 
Σε κάποια στιγµή, εφαρµόζουµε σε ένα σηµείο της περιφέ-

ρειας του τροχού µία σταθερή εφαπτοµενική δύναµη τριβής, 

µέτρου Ιf   κ Ι = 2,50 N. Να υπολογίσετε:
	 A.	Τη γωνιακή επιτάχυνση του τροχού. 

	 B.	Tο χρονικό διάστηµα, στο οποίο θα σταµατήσει ο τροχός.

	 Γ.	 �Τη συνολική γωνία που θα διαγράψει ο τροχός, από τη 

στιγµή που εφαρµόζεται η τριβή µέχρι τη στιγµή που στα-

µατά.

Να υποθέσετε ότι: (i) όλη η µάζα του τροχού είναι συγκεντρωµένη 

στην περιφέρειά του, και (ii) η τριβή από τον άξονα του τροχού	

είναι αµελητέα. (Για τη ροπή αδράνειας ενός δακτυλίου, συµβ. τον 

Πίνακα 1-1 της Ενότητας 1.12).

2 	 �∆ύο παιδιά µε µάζες mΠ = 15,0 kg κάθονται σε αντιδιαµετρικά 

σηµεία µίας οριζόντιας πλατφόρµας της παιδικής χαράς. Η 

πλατφόρµα έχει µάζα mΠΛ = 450,0 kg και ακτίνα R = 3,00 m, 

και µπορεί να περιστρέφεται χωρίς τριβές γύρω από κατα-

κόρυφο άξονα, που διέρχεται από το κέντρο της. Ένα τρίτο 

παιδί επιταχύνει την πλατφόρµα από ηρεµία µέχρι τελική συ-

χνότητα 12 rpm σε χρονικό διάστηµα 12 s, ασκώντας στην 

περιφέρειά της µία σταθερή εφαπτοµενική δύναµη.

	 A.	 �Nα υπολογίσετε τη ροπή που πρέπει να ασκεί το παιδί στην 

πλατφόρµα, για να της προσδώσει αυτή την επιτάχυνση. 

Να θεωρήσετε ότι η πλατφόρµα είναι οµογενής δίσκος. 
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Υπόδειξη: Να υπολογίσετε τη συνολική ροπή αδράνειας 

του συστήµατος πλατφόρµας-παιδιών, θεωρώντας τα δύο 

παιδιά σαν υλικά σηµεία.

	 B.	 �Να υπολογίσετε το µέτρο της δύναµης από το παιδί στην 

πλατφόρµα.

3 	 ��O τροχός ενός αγγειοπλάστη έχει συνολική ροπή αδράνειας 

Ι = 0,65 kgm2 και περιστρέφεται αριστερόστροφα µε αρχική 

συχνότητα f  = 120 rpm.

	 �Ο αγγειοπλάστης αρχίζει να εφαρµόζει µία σταθερή εφαπτο-

µενική δύναµη τριβής στο αγγείο, µε µέτρο 4,0 N. Το σηµείο 

εφαρµογής της δύναµης απέχει κατά 5,0 cm από τον άξονα 

περιστροφής.

	 A.	Να υπολογίσετε τη ροπή της τριβής.

	 B.	 �Να προσδιορίστε το χρονικό διάστηµα, στο οποίο µηδενί-

ζεται η γωνιακή ταχύτητα του τροχού.	  

	 Γ.	 �Ένα κοµµάτι πηλού έχει µάζα 0,60 kg, και σχήµα συµπα-

γούς κυλίνδρου µε ακτίνα 5,0 cm. Ο πηλός περιστρέφεται 

µε συχνότητα f  = 120 rpm πάνω σε µία οριζόντια πλατφόρ-

µα αµελητέας µάζας. Εάν ο αγγειοπλάστης εφαρµόσει τη 

ροπή τριβής του ερωτήµατος Α στο αγγείο, σε ποιο χρονι-

κό διάστηµα θα σταµατήσει να περιστρέφεται ο πηλός; Τι 

συµπεραίνετε για τη χρησιµότητα του τροχού του αγγειο-

πλάστη;

∆ιατήρηση της Μηχανικής Ενέργειας

4 	 ��Mία κατακόρυφη οµογενής ράβδος µήκους 1,20 m µπορεί 

να περιστρέφεται χωρίς τριβές γύρω από οριζόντιο άξονα, 

που διέρχεται από το άκρο της Ο. 

	 A.	 �Η ράβδος είναι αρχικά ακίνητη. Σε κάποια στιγµή δίνουµε 

οριζόντια γραµµική ταχύτητα µέτρου υ = 5,0 m/s στο άκρο 
Α της ράβδου. Να υπολογίσετε τη µέγιστη γωνία θµεγ, που 

θα σχηµατίσει η ράβδος µε την κατακόρυφο. Εξαρτάται η 

τιµή θµεγ  από τη µάζα της ράβδου;

	 B.	 �Να υπολογίσετε την ταχύτητα που πρέπει να δώσουµε στο 

άκρο της ράβδου, έτσι ώστε η ταχύτητά της να µηδενισθεί, 

όταν φθάσει σε κατακόρυφη στάση (θµεγ = 180
ο).
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1.16.  Το Φυσικό Μέγεθος της Στροφορµής

Σύµφωνα µε τον ∆εύτερο Νόµο του Νεύτωνα για την Περιστροφική 

Κίνηση, η γωνιακή επιτάχυνση περιστροφής ενός σώµατος γύρω από 

κάποιον άξονα είναι ανάλογη µε τη συνολική ροπή των εξωτερικών 

δυνάµεων ως προς τον ίδιο άξονα. 

Στην καθηµερινή µας ζωή όµως, παρατηρούµε φαινόµενα όπως τα 

ακόλουθα:

•	 �Mία παγοδρόµος περιστρέφεται γύρω από έναν κατακόρυφο 

άξονα συµµετρίας, µε τα χέρια κολληµένα στο σώµα της. Εάν 

η παγοδρόµος τεντώσει τα χέρια της, η γωνιακή ταχύτητα πε-

ριστροφής ελαττώνεται.

	  

•	 �Ένας αθλητής κατάδυσης περιστρέφεται γύρω από έναν άξο-

να, που διέρχεται από το ΚΜ του. Εάν µαζέψει τα χέρια και τα 

πόδια του κοντά στο ΚΜ του, η γωνιακή ταχύτητα περιστρο-

φής αυξάνεται.

Στο παράδειγµα της παγοδρόµου, οι εξωτερικές δυνάµεις (το βάρος 

και η κάθετη δύναµη από το έδαφος) είναι παράλληλες µε τον κα-

τακόρυφο άξονα περιστροφής. Στο παράδειγµα του δύτη, το σηµείο 

εφαρµογής του βάρους (το ΚΜ) ανήκει στον άξονα περιστροφής. Και 

στα δύο παραδείγµατα, η ροπή των εξωτερικών δυνάµεων είναι 

συνεχώς µηδενική κατά µήκος του άξονα περιστροφής. 

Συµπέρασµα 

Η πιο πάνω διατύπωση του ∆εύτερου Νόµου για την Περιστροφική Κίνηση δεν µπορεί να ερµηνεύσει 

τις µεταβολές στη γωνιακή ταχύτητα της παγοδρόµου και του αθλητή. Για να εξηγήσουµε αυτές τις 

µεταβολές, θα ορίσουµε ένα νέο φυσικό µέγεθος, τη στροφορµή. 

Α. Στροφορµή Σηµειακού Σωµατιδίου 
ως προς Σηµείο του Χώρου

Η Εικόνα 1-9 απεικονίζει ένα σηµειακό σωµατίδιο µάζας m, το οποίο 

βρίσκεται στο σηµείο Α του χώρου και έχει ταχύτητα υ  και ορµή	
p  = mυ . Θεωρούµε το σηµείο Ο ως αρχή των αξόνων. Το σωµατίδιο 
έχει διάνυσµα θέσης r  ως προς το Ο.
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Εάν η ταχύτητα υ  του σωµατιδίου είναι παράλληλη µε το διάνυσµα 
θέσης r  (σχήµα 1-9(α)), το σωµατίδιο κινείται κατά µήκος της ευθείας 

ΟΑ χωρίς να περιστρέφεται ως προς το Ο. Εάν η ταχύτητα δεν είναι 

παράλληλη µε το διάνυσµα θέσης r  (σχήµα 1-9(β)), το σωµατίδιο πε-

ριστρέφεται ως προς το σηµείο Ο. 

Για να εκφράσουµε ποσοτικά την τάση του σωµατιδίου να περιστρέ-

φεται γύρω από το Ο, ορίζουµε ένα νέο φυσικό µέγεθος, τη στρο-

φορµή τoυ σωµατιδίου ως προς το Ο.

Εικόνα 1-9

(α) Όταν η ταχύτητα είναι παράλληλη µε το 

διάνυσµα θέσης, το σωµατίδιο δεν περι-

στρέφεται ως προς το σηµείο Ο. (β) Όταν 

η ταχύτητα έχει κάθετη συνιστώσα, το σω-

µατίδιο περιστρέφεται ως προς το σηµείο Ο.

To σωµατίδιο κινείται πάνω στην ευ-
θεία ΟΑ, χωρίς να περιστρέφεται ως 
προς το σηµείο Ο.

Όταν η κάθετη συνιστώσα 
δεν είναι µηδενική, το 
σωµατίδιο τείνει 
να περιστραφεί ως προς 
το Ο.

Η ακτινική συνιστώσα κινεί το σωµα-
τίδιο πάνω στην ευθεία ΟΑ.

Εικόνα 1-10

Στροφορµή υλικού σηµείου Α ως προς ση-

µείο Ο του χώρου.

Στροφορµή Σηµειακού Σωµατιδίου ως προς Σηµείο Ο

Η Εικόνα 1-10 απεικονίζει ένα υλικό σηµείο Α µάζας m, το οποίο κινείται µε ορµή p  = mυ . Oρίζουµε 
ως στροφορµή L   του σηµείου Α ως προς το Ο, το εξής διανυσµατικό µέγεθος:

•	 Το µέτρο της στροφορµής ισούται µε το γινόµενο

ΙL   Ι  = Ιr  Ι Ιp  Ι ηµθ = m Ιr  Ι Ιυ Ι ηµθ
όπου:

-	   r  είναι το διάνυσµα θέσης του σηµείου Α ως προς το Ο.

-	   �0 ≤ θ ≤ 180o είναι η γωνία που σχηµατίζουν τα διανύσµατα r  και p . Για να προσδιορίσουµε 

Το σωµατίδιο Α τείνει να περιστραφεί αρι-
στερόστροφα ως προς το Ο.

Το σωµατίδιο Α τείνει να περιστραφεί δε-
ξιόστροφα ως προς το Ο.

Επίπεδο που σχηµατίζουν τα διανύσµατα r , υ
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τη γωνία θ, σχεδιάζουµε τα διανύσµατα r  και p  (ή υ ) µε κοινή αρχή. Από τις δύο γωνίες που 
σχηµατίζονται, διαλέγουµε τη µικρότερη.

-	   �Στο διεθνές σύστηµα SI, η στροφορµή εκφράζεται σε µονάδες kg m2/s.

•	 Η διεύθυνση της στροφορµής είναι κάθετη στο επίπεδο, που ορίζουν τα διανύσµατα r  και p .

•	 Η φορά της στροφορµής προσδιορίζεται µε τον κανόνα της 

δεξιάς παλάµης, ως ακολούθως:

(i)	 Σχεδιάζουµε τα διανύσµατα r  και υ  µε κοινή αρχή.
 

(ii)	 �Σχεδιάζουµε ένα τόξο από το r  στο υ  (υπάρχουν δύο τέ-
τοια τόξα - διαλέγουµε το µικρότερο).

(iii)	�Ακουµπάµε τη δεξιά παλάµη πάνω στο επίπεδο. Λυγίζου-

µε τα δάκτυλα κατά τη φορά του τόξου, και ο τεντωµένος 

αντίχειρας δείχνει τη φορά της στροφορμής.	  

•	 �Θεωρούµε ότι η στροφορµή έχει θετική αλγεβρική τιµή L > 0,	

όταν το σωµατίδιο τείνει να περιστραφεί αριστερόστροφα ως 

προς το σηµείο Ο (σχήµα 1-10(α)).

 

•	 �Αντίστοιχα, θεωρούµε ότι η στροφορµή έχει αρνητική αλγε-

βρική τιµή L < 0, όταν το σωµατίδιο τείνει να περιστραφεί 

δεξιόστροφα ως προς το σηµείο Ο (σχήµα 1-10(β)).

Β. Στροφορµή Σηµειακού Σωµατιδίoυ σε Κυκλική Τροχιά

Το σωµατίδιο του διπλανού σχήµατος περιστρέφεται αριστερόστρο-

φα σε κυκλική τροχιά ακτίνας R, µε γωνιακή ταχύτητα µέτρου ω. Η 
ταχύτητα υ  του σωµατιδίου είναι κάθετη στο διάνυσµα θέσης r  και 
έχει µέτρο υ = ωR.

Tο µέτρο της στροφορµής του σωµατιδίου ως προς το κέντρο της 

τροχιάς Ο είναι:

ΙL   Ι  = m Ιr  Ι Ιυ Ι  = mR2ω
 

Ο άξονας περιστροφής Oz είναι κάθετος στο επίπεδο της τροχιάς και 

διέρχεται από το Ο. Τόσο η γωνιακή ταχύτητα, όσο και η στροφορµή 

έχουν διεύθυνση κατά µήκος του Oz, και φορά που καθορίζεται από 
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τον κανόνα της δεξιάς παλάµης. Άρα, οι αλγεβρικές τιµές L και ω 
ικανοποιούν την ίδια σχέση: 

L = mR2ω
 

Το µέγεθος mR2 είναι η ροπή αδράνειας Ι  του σωµατιδίου ως προς 

τον κάθετο άξονα Οz. Άρα:

L = Ιω
 

Γ. Στροφορµή Περιστρεφόµενου Στερεού Σώµατος

Η τελευταία σχέση γενικεύεται για οποιοδήποτε στερεό σώµα, που 

περιστρέφεται γύρω από έναν ακλόνητο άξονα:

Στροφορµή Στερεού Σώµατος κατά µήκος Ακλόνητου Άξονα Περιστροφής

Εάν ο ακλόνητος άξονας περιστροφής Οz είναι και άξονας συµ-

µετρίας, η στροφορµή του σώµατος έχει τη διεύθυνση του άξονα 

περιστροφής, και ισούται µε:

L     = Ι  ω
 

•	 H γωνιακή ταχύτητα ω έχει τη διεύθυνση του άξονα περιστρο-
φής.

•	 Το µέγεθος Ι  είναι η ροπή αδράνειας του σώµατος ως προς 

τον άξονα περιστροφής Οz.	  

•	 Όπως η ροπή, έτσι και η στροφορµή ορίζεται πάντοτε ως προς 

κάποιο σηµείο του χώρου. Για ένα στερεό σώµα, που περι-

στρέφεται ως προς ακλόνητο άξονα συµµετρίας, αποδεικνύε-

ται ότι η στροφορµή ισούται µε L     = Ι  ω ως προς οποιοδήποτε 
σηµείο του άξονα περιστροφής.

•	 Η στροφορµή του σώµατος ως προς έναν άλλο άξονα περι-

στροφής γενικά θα διαφέρει, επειδή εξαρτάται από τη ροπή 

αδράνειας.

Εάν ο ακλόνητος άξονας περιστροφής Οz δεν είναι άξονας συµµετρίας του σώµατος, το διά-

νυσµα της στροφορµής δεν είναι γενικά παράλληλο µε τον άξονα περιστροφής.

ΕΝΘΕΤΗ ΣΗΜΕΙΩΣΗ
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Η συνιστώσα της στροφορµής κατά µήκος του άξονα περι-

στροφής Oz ισούται µε

Lz = Ιω
 

Ι  είναι η ροπή αδράνειας του σώµατος ως προς τον Οz.

Η συνολική στροφορµή L   εξαρτάται από τo σηµείο του άξονα 

περιστροφής, ως προς το οποίο υπολογίζεται. Αποδεικνύεται 

ότι η συνιστώσα Lz  έχει την ίδια τιµή ως προς οποιοδήποτε ση-

µείο του άξονα περιστροφής.

Έλεγχος Κατανόησης Εννοιών:

1.16.1.	 �Ένα σωµατίδιο εκτελεί οµαλή κυκλική κίνηση. Πώς θα µετα-

βληθεί η στροφορµή του σωµατιδίου, εάν:

	 A.	 ∆ιπλασιασθεί η ταχύτητά του.

	 B.	 ∆ιπλασιασθεί η γωνιακή του ταχύτητα.

	 Γ.  	∆ιπλασιασθεί η µάζα του.

	 ∆.  	∆ιπλασιασθεί η ακτίνα της τροχιάς του.

1.16.2.	 �Ποιο(α) από τα επόµενα είναι σωστό(α), για στερεά σώµατα, 

που περιστρέφονται γύρω από ακλόνητο άξονα:

	 A.	 �Η στροφορµή κατά µήκος του άξονα είναι ανάλογη µε 

τη γωνιακή ταχύτητα περιστροφής. 

	 B.	 �Η στροφορµή κατά µήκος του άξονα είναι ανάλογη µε 

τη µάζα του σώµατος. 

1.16.3.	 �∆ύο πανοµοιότυποι κύλινδροι, που περιστρέφονται µε την 

ίδια κατά µέτρο γωνιακή ταχύτητα, έχουν την ίδια στροφορ-

µή ή όχι;

Παράδειγµα 1

Στροφορµή ∆ακτυλίου ως προς τον Κάθετο Άξονα Συµµετρίας του

Ο δακτύλιος του επόµενου σχήµατος έχει συνολική µάζα m∆  και ακτίνα R  και περιστρέφεται αριστε-

ρόστροφα µε γωνιακή ταχύτητα ω γύρω από τον κατακόρυφο άξονα συµµετρίας του, Oz. Το διάνυ-

σµα της γωνιακής ταχύτητας έχει τη διεύθυνση του άξονα Οz. 

Ο δακτύλιος είναι τόσο λεπτός, που τον θεωρούµε επίπεδο. Χωρίζουµε τον δακτύλιο σε έναν µεγάλο 

αριθµό από στοιχειώδη τµήµατα 1, 2, ..., k, ..., µε µάζες m1, m2, ..., mk , ... . Καθώς ο δακτύλιος περι-
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στρέφεται, όλα τα τµήµατα κινούνται µε την ίδια γωνιακή ταχύτητα  

ω. Κάθε τµήµα διαγράφει κυκλική τροχιά µε κέντρο το σηµείο Ο 
και ακτίνα rk = R.  Άρα, η στροφορµή του τµήµατος k, ως προς το 

κέντρο Ο του δακτυλίου, ισούται µε:

Lk = (mk R
2)ω 

Οι στροφορµές των στοιχειωδών τµηµάτων έχουν την ίδια διεύ-

θυνση, κατά µήκος του Οz. Για να υπολογίσουµε τη συνολική 

στροφορµή του δακτυλίου, αθροίζουµε όλες τις στοιχειώδεις 

στροφορµές:

 

 L  = Σ  
k
Lk   = Σ  

k
 (mk R

2)ω = (Σ  
k
mk)R2 ω = (m∆ R

2)ω

H ποσότητα Ι = m∆R 2  είναι η ροπή αδράνειας του δακτυλίου ως 

προς τον άξονα συµµετρίας του Οz. Άρα, ισχύει η σχέση που δια-

τυπώσαµε για το στερεό σώµα:

L = I ω

Παράδειγµα 2

Στροφορµή της Γης ως προς τον Άξονά της

Να υπολογίσετε τη στροφορµή της Γης εξαιτίας της περιστροφής ως προς τον άξονά της. Να υποθέ-

σετε ότι η Γη είναι τέλεια σφαίρα ακτίνας R  = 6370 km και µάζας m Γ = 5,97 x 1024 kg.

H Γη συµπληρώνει µία περιστροφή σε 24 ώρες. Άρα, η γωνιακή ταχύτητα περιστροφής της Γης είναι

ω = 
2π
 Τ
 = 
2 χ 3,14 rad 
86400 s

 = 7,27 χ 10-5 rad/s

 

Η ροπή αδράνειας µίας σφαίρας ως προς άξονα που διέρχεται από το κέντρο της υπολογίζεται από 

τη σχέση I  = 2 5 mR
2. Άρα, η ροπή αδράνειας της Γης ισούται µε:

I  = 
2 
5 
 (5,97 x 1024 kg) χ (6,37 x 106 m)2  = 9,69 x 1037 kg m2 

 

Η ζητούµενη στροφορµή της Γης ισούται µε:

L  = I ω = (9,69 χ 1037 kg m2) χ (7,27 χ 10-5 rad 
s ) = 7,04 χ 1033 kg m

2 
s 
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Σηµείωση 

Επειδή η Γη περιφέρεται γύρω από τον Ήλιο, ο άξονας περιστροφής της Γης δεν είναι ακλόνητος. 

Η σχέση L  = I ω δίνει τη στροφορµή της Γης ως προς σύστηµα αναφοράς, που κινείται µαζί µε το 
ΚΜ της Γης. 

Ερωτήσεις Κατανόησης

Να συµπληρώσετε τον πιο κάτω Πίνακα µε την Ένδειξη Σωστό/Λάθος. Σε κάθε περίπτωση, να αιτιο-

λογήσετε την απάντησή σας στο τετράδιό σας. 

Α/Α     ΠΡΟΤΑΣΗ Σωστό / Λάθος

1
Η στροφορµή ενός σώµατος, που περιστρέφεται γύρω από άξονα 
συµµετρίας του, είναι:

α Ανάλογη µε τη ροπή αδράνειας του σώµατος.

β Αντιστρόφως ανάλογη µε τη ροπή αδράνειας του σώµατος.

γ Ανάλογη µε τη γωνιακή ταχύτητα του σώµατος.

δ Μηδενική, εάν το σώµα δεν περιστρέφεται.

2 Η στροφορµή ενός σωµατιδίου, που κινείται σε κυκλική τροχιά, είναι:

α Ανάλογη µε την ακτίνα της τροχιάς, για δεδοµένη γωνιακή ταχύτητα.

β Ανάλογη µε τη µάζα του σωµατιδίου.

γ Ανάλογη µε τη γωνιακή ταχύτητα του σωµατιδίου, για δεδοµένη ακτίνα.

δ Ανάλογη µε τη γραµµική ταχύτητα του σωµατιδίου, για δεδοµένη ακτίνα. 

3
Ένα σωµατίδιο, που κινείται σε ευθύγραµµη τροχιά, έχει πάντα µηδενική 
στροφορµή.

Ασκήσεις

1 	 �Μία µικρή µεταλλική σφαίρα Α µάζας 0,50 kg κινείται όπως στα επόµενα σχήµατα. Να υπολογί-

σετε τη στροφορµή της σφαίρας ως προς το σηµείο Ο, και να καθορίσετε την κατεύθυνσή της.
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2 	 �Ένα βαγονάκι µάζας m = 15,0 kg κινείται µε γραµµική ταχύτητα µέτρου 3,0 m/s σε οριζόντια 

κυκλική σιδηροτροχιά ακτίνας R = 4,50 m.

	 A.	Να υπολογίσετε τη στροφορµή του βαγονιού ως προς το κέντρο της τροχιάς.

	 B.	 �Το βαγονάκι µετακινείται σε οµόκεντρη κυκλική τροχιά ακτίνας R = 6,00 m, και διατηρεί την 

ίδια γραµµική ταχύτητα. Να υπολογίσετε τη νέα στροφορµή ως προς το κέντρο της τροχιάς.

	 Γ.	 �Τι γραµµική ταχύτητα θα έπρεπε να έχει το βαγόνι, για να διατηρήσει τη στροφορµή του ερω-

τήµατος Α;

3 	 �Ένα σφαιρίδιο µάζας m = 1,5 kg κινείται σε οριζόντια κυκλική διαδροµή ακτίνας R = 30,0 cm µε 

συχνότητα 215 rpm.

	 A.	Να υπολογίσετε τη στροφορµή του σφαιριδίου ως προς το κέντρο της τροχιάς.

	 Β.	 �Το σφαιρίδιο µετακινείται σε οµόκεντρη κυκλική τροχιά ακτίνας R = 2,70 m και διατηρεί την 

ίδια γωνιακή ταχύτητα. Να υπολογίσετε τη νέα στροφορµή του σφαιριδίου.

	 Γ.	 �Τι γωνιακή ταχύτητα θα έπρεπε να έχει το σφαιρίδιο, για να διατηρήσει τη  στροφορµή του 

ερωτήµατος Α;

4 	 �Μία συµπαγής, οµογενής σφαίρα Α και ένας οµογενής, λεπτός σφαιρικός φλοιός Β έχουν µάζα 

0,75 kg και ακτίνα R = 0,50 m. Τα δύο σώµατα περιστρέφονται µε την ίδια γωνιακή ταχύτητα 

61,4 rad/s ως προς άξονες, που διέρχονται από το κέντρο τους. Να υπολογίσετε το µέτρο της 

στροφορµής των δύο σωµάτων ως προς τον άξονα περιστροφής τους. 

5 	 �Το Ηλιακό Σύστηµα έχει συνολική στροφορµή 3,3 x 1045 kgm2/s. Στη στροφορµή αυτή συνεισφέ-

ρει η περιφορά των πλανητών γύρω από τον Ήλιο και η περιστροφή του Ήλιου και των πλανητών 

γύρω από τον άξονά τους. 

	 A.	 �Ο Ήλιος συµπληρώνει µία πλήρη περιστροφή γύρω από τον εαυτό του σε 24,6 ηµέρες. Να θε-

ωρήσετε ότι ο Ήλιος είναι οµογενής στερεά σφαίρα µε µάζα 2 x 1030 kg και ακτίνα 7 x 108 m.	

Να υπολογίσετε τη στροφορµή του  Ήλιου εξαιτίας της περιστροφής γύρω από τον άξονά του, 

και να τη συγκρίνετε µε τη στροφορµή του ηλιακού συστήµατος.

	 Β.	 �Ο ∆ίας έχει µάζα 2 x 1027 kg και συµπληρώνει µία περιφορά γύρω από τον Ήλιο σε 4300 

ηµέρες. Να θεωρήσετε ότι ο ∆ίας είναι υλικό σηµείο που κινείται σε κυκλική τροχιά µε κέντρο 

τον Ήλιο και ακτίνα 8 x 1011 m. Να υπολογίσετε τη στροφορµή του ∆ία λόγω της κυκλικής του 

κίνησης γύρω από τον Ήλιο και να τη συγκρίνετε µε τη στροφορµή του ηλιακού συστήµατος.

(α)			   (β)			   (γ)			   (δ)
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	 Γ.	 �Από τα αποτελέσµατα Α και Β µπορείτε να συµπεράνετε τι συνεισφέρει περισσότερο στη 

συνολική στροφορµή του Ηλιακού συστήµατος, η µεταφορική κίνηση των πλανητών ή η περι-

στροφική κίνηση του ήλιου και των πλανητών;

1.17.  Ο Γενικευµένος ∆εύτερος Νόµος του Νεύτωνα για την Περιστροφική Κίνηση

Όπως εξηγήσαµε στα προηγούµενα, η στροφορµή είναι αντίστοιχη µε 

το µέγεθος της ορµής στη µεταφορική κίνηση:

 

L   ~ p

Οµοίως, η συνισταµένη των εξωτερικών ροπών είναι το αντίστοιχο µέ-

γεθος µε τη συνισταµένη των εξωτερικών δυνάµεων στη µεταφορική 

κίνηση:

ΣΜ εξωτ  ~ ΣF  εξωτ

 

Στη µελέτη της µεταφορικής κίνησης είχαµε διατυπώσει την εξής γε-

νικευµένη µορφή του ∆εύτερου Νόµου του Νεύτωνα:

ΣF  εξωτ  = 
∆p
∆t

Χρησιµοποιώντας τις πιο πάνω αναλογίες, γράφουµε τη γενικευµένη 

έκφραση για τον ∆εύτερο Νόµο του Νεύτωνα στην περίπτωση της Πε-

ριστροφικής Κίνησης:

Γενικευµένος ∆εύτερος Νόµος του Νεύτωνα για την Περιστροφική Κίνηση

Ο ρυθµός µεταβολής της στροφορµής ενός σώµατος ως προς κάποιο σηµείο του χώρου, ισούται µε 

τη συνισταµένη των εξωτερικών ροπών στο σώµα, ως προς το ίδιο σηµείο:

ΣΜ εξωτ  = 
∆L  
 ∆t

Για ένα σύστηµα σωµάτων, ο Nόµος παίρνει τη µορφή:

ΣΜ εξωτ  = 
∆L συστ

∆t  = 
∆(ΣL i)

∆t

Στο αριστερό µέλος εµφανίζεται το άθροισµα εξωτερικών ροπών του συστήµατος. Στο δεξί µέλος 

εµφανίζεται η συνολική στροφορµή του συστήµατος, L συστ  = ΣL i . Για να προσδιορίσουµε τη στρο-
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φορµή L συστ, υπολογίζουµε τις στροφορµές όλων των σωµάτων του συστήµατος ως προς το ίδιο ση-

µείο, και τις προσθέτουµε διανυσµατικά.

Από την πιο πάνω γενικευµένη διατύπωση, προκύπτει η εξής θεµελι-

ώδης αρχή:

Αρχή της ∆ιατήρησης της Στροφορµής

Εάν το άθροισµα των εξωτερικών ροπών σε ένα σώµα ή σύστηµα µηδενίζεται ως προς κάποιο σηµείο 

του χώρου, η συνολική στροφορµή του σώµατος ή συστήµατος, ως προς το ίδιο σηµείο, διατηρείται:

ΣΜ εξωτ  = 0  ΣL i  = σταθερή 

Να παρατηρήσετε ότι η προηγούµενη σχέση έχει γραφεί ως ισοδυναµία. Άρα, το συµπέρασµα ισχύει 

και αντίστροφα: 

Εάν η συνολική στροφορµή ενός σώµατος ή συστήµατος σωµάτων ως προς κάποιο σηµείο του χώ-

ρου διατηρείται, το άθροισµα των εξωτερικών ροπών στο σώµα ή σύστηµα, ως προς το ίδιο σηµείο, 

µηδενίζεται.

Παράδειγµα 1

Σωµατίδιο που εκτελεί Ευθύγραµµη Οµαλή Κίνηση

Το υλικό σηµείο Α του παρακάτω σχήµατος κινείται µε σταθερή ταχύτητα υ  κατά µήκος ευθύγραµµης 
τροχιάς. Θα αποδείξουµε ότι η στροφορµή του υλικού σηµείου είναι σταθερή ως προς οποιοδήπο-

τε σηµείο Ο του χώρου.

Επιλέγουµε ένα αυθαίρετο σηµείο Ο του χώρου, το οποίο απέχει κατά d  από την ευθεία της τροχιάς 

του σώµατος. Ως προς το Ο, η στροφορµή του σώµατος έχει συνεχώς σταθερό µέτρο ΙL   Ι  = md Ιυ Ι.	
H διεύθυνση της στροφορµής είναι κάθετη στο επίπεδο xy, που ορίζεται από το σηµείο Ο και την 

ευθύγραµµη τροχιά. Η φορά της στροφορµής είναι προς τον αναγνώστη.

Η διατήρηση της στροφορµής είναι σε συµφωνία µε τον δεύτερο νόµο της περιστροφικής κίνησης: 
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Επειδή το υλικό σηµείο κινείται µε σταθερή ταχύτητα, η συνισταµένη δύναµη στο σηµείο είναι συνε-

χώς µηδενική. Η ροπή της συνισταµένης δύναµης είναι επίσης µηδενική.

 Παρατήρηση

Ένα σηµείο ή σώµα έχει στροφορµή ως προς κάποιο σηµείο Ο, ακόµα κι εάν κινείται σε ευθύ-

γραµµη τροχιά. Η στροφορµή µηδενίζεται εάν η ευθεία κίνησης διέρχεται από το Ο.

Παράδειγµα 2

Σωµατίδιο που εκτελεί Οµαλή Κυκλική Κίνηση

Το υλικό σηµείο Α του διπλανού σχήµατος κινείται µε ταχύτητα 

σταθερού µέτρου υ, κατά µήκος κυκλικής τροχιάς ακτίνας R µε 
κέντρο το Ο. Όπως αποδείξαµε προηγουµένως, η στροφορµή του 

σωµατιδίου ως προς το Ο έχει σταθερό µέτρο, ίσο µε ΙL   Ι  = mR2ω. 
Η κατεύθυνση της στροφορµής είναι επίσης σταθερή (κάθετη στο 

επίπεδο της σελίδας, µε φορά προς τον αναγνώστη).

Η διατήρηση της στροφορµής είναι σε συµφωνία µε τον ∆εύτερο 

Νόµο της Περιστροφικής Κίνησης: Επειδή το υλικό σηµείο εκτελεί 

οµαλή κυκλική κίνηση, η συνισταµένη δύναµη (κεντροµόλος) εί-

ναι ακτινική, µε φορά προς το Ο και µέτρο ΙF K  Ι  = mω2R. Επειδή ο 

φορέας της δύναµης διέρχεται από το Ο, η ροπή της δύναµης ως 

προς το Ο είναι µηδενική.

 Παρατήρηση

Η στροφορµή του σηµείου Α δεν διατηρείται ως προς κανένα άλλο σηµείο του επιπέδου. Οµοί-

ως, η ροπή της F K        δεν µηδενίζεται συνεχώς ως προς κανένα άλλο σηµείο του επιπέδου. 

1.18.  �Εφαρµογή του Γενικευµένου ∆εύτερου Νόµου για την Περιστροφική Κίνηση         
σε Προβλήµατα ∆ιατήρησης της Στροφορµής

∆ιατήρηση της Συνολικής Στροφορµής Συστήµατος Σωµάτων

Σε προβλήµατα µε ένα σύστηµα δύο (ή περισσοτέρων) σωµάτων, το µέ-

γεθος που διατηρείται είναι η συνολική στροφορµή του συστήµατος: 
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ΣL i  = σταθερή  (όταν ΣΜ εξωτ  = 0)
 

Η στροφορµή κάθε σώµατος του συστήµατος δεν είναι ανάγκη να 

διατηρείται ξεχωριστά.

Τα προβλήµατα αυτά είναι το περιστροφικό ανάλογο των κρού- 

σεων, και λύνονται µε την εξής µεθοδολογία:

Στρατηγική Επίλυσης Προβληµάτων, στα οποία διατηρείται η Συνολική Στροφορµή 
Συστήµατος Σωµάτων

1.	 �Ορίζουµε το σύστηµα σωµάτων που συγκρούονται, και καθορίζουµε τις δυνάµεις, που είναι εξω-

τερικές στο σύστηµα.

2.	 �Υπολογίζουµε τις ροπές των εξωτερικών δυνάµεων κατά µήκος του άξονα περιστροφής Οz, και 

επιβεβαιώνουµε ότι η συνολική ροπή µηδενίζεται:

ΣM εξωτ,z  = 0 

3.	 �Υπολογίζουµε την αρχική και τελική στροφορµή των διαφόρων σωµάτων κατά µήκος του άξονα 

περιστροφής, από τα δεδοµένα.

4.	 ��Εξισώνουµε τη συνολική αρχική και τελική στροφορµή του συστήµατος: 

  

ΣL αρχ,z  = ΣL τελ,z  (κατά µήκος του άξονα περιστροφής)

5.	 Από την πιο πάνω ισότητα, λύνουµε ως προς το άγνωστο µέγεθος.

Παράδειγµα 1

Ένας άνθρωπος µάζας 75,0 kg στέκεται ακίνητος στην άκρη µίας 

ακίνητης οριζόντιας πλατφόρµας µάζας 750,0 kg και ακτίνας	

R = 2,0 m. H πλατφόρµα µπορεί να περιστρέφεται χωρίς τρι-

βές γύρω από τον σταθερό κατακόρυφο άξονα Οz, που διέρ-	

χεται από το κέντρο της Ο. Σε κάποια στιγµή ο άνθρωπος αρχί-	

ζει να περπατά αριστερόστροφα και εφαπτοµενικά στην περιφέ-

ρεια της πλατφόρµας, µε ταχύτητα µέτρου υΑ = 1,2 m/s ως προς 

το έδαφος. 
 

Θα υπολογίσουµε τη φορά και το µέτρο της γωνιακής ταχύτη-

τας, µε την οποία αρχίζει να περιστρέφεται η πλατφόρµα.

1.	 Θα θεωρήσουµε το σύστηµα ανθρώπου - πλατφόρµας. 
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2.	 �Οι εξωτερικές δυνάµεις στο σύστηµα είναι τα βάρη του ανθρώπου και της πλατφόρµας, BA και BΠ, 	

και µία δύναµη F   στην πλατφόρµα από τον ακλόνητο άξονα περιστροφής της (οι δυνάµεις δεν 

περιλαµβάνονται στο σχήµα). 

	 �Επειδή οι εξωτερικές δυνάµεις BA και BΠ  είναι κατακόρυφες, οι ροπές τους έχουν µηδενικές συ-

νιστώσες κατά µήκος του άξονα Οz. Η ροπή της F   κατά µήκος του άξονα Οz είναι επίσης µηδενική 

(η κατακόρυφη συνιστώσα είναι παράλληλη µε τον άξονα και η οριζόντια συνιστώσα έχει µηδενικό 

µοχλοβραχίονα ως προς το σηµείο Ο). Άρα, η συνολική στροφορµή του συστήµατος πλατφόρ-

µας-ανθρώπου κατά µήκος του Oz διατηρείται:

ΣL αρχ, z  = ΣL τελ, z 

 

3.	 �Επειδή ο άνθρωπος και η πλατφόρµα είναι αρχικά ακίνητοι, έχουν µηδενική αρχική στροφορµή 

κατά µήκος του Οz:

L Aαρχ, z   = L 
ΠΛ
αρχ, z   = 0  ΣL αρχ, z  = 0

Έστω ότι ο άνθρωπος αρχίζει να περπατά αριστερόστροφα κατά µήκος της περιφέρειας, µε γραµµική 

ταχύτητα µέτρου υΑ  ως προς το έδαφος. Θεωρούµε τον άνθρωπο σαν υλικό σηµείο σε κυκλική κίνη-

ση. Η στροφορµή του ανθρώπου κατά µήκος του Oz έχει αλγεβρική τιµή

L Aτελ, z   = + R (mΑυΑ)ηµ90ο = mΑRυΑ 

 

Για να διατηρηθεί η συνολική στροφορµή του συστήµατος ανθρώπου-πλατφόρµας, η πλατφόρµα 

αρχίζει να περιστρέφεται δεξιόστροφα, µε αντίθετη στροφορµή:

L Aτελ, z   + L 
ΠΛ
τελ, z    = L 

A
αρχ, z   + L 

ΠΛ
αρχ, z    = 0  L 

ΠΛ
τελ, z    = -L 

A
τελ, z   = -mΑRυΑ

 

Θεωρούµε την πλατφόρµα σαν στερεό σώµα, που περιστρέφεται ως προς τον ακλόνητο άξονα Οz 

µε γωνιακή ταχύτητα ωΠΛ. Η στροφορµή της πλατφόρµας κατά µήκος του Οz ισούται µε L  ΠΛ
τελ, z    = ΙωΠΛ. 

Συνδυάζουµε µε την προηγούµενη σχέση:

ΙωΠΛ  = -mΑRυΑ   ωΠΛ  = - 
mΑRυΑ

Ι
 

Το αρνητικό πρόσηµο σηµαίνει ότι η πλατφόρµα περιστρέφεται δεξιόστροφα (αντίθετα από τον άν-

θρωπο).

Η ροπή αδράνειας της πλατφόρµας ως προς τον άξονα Οz ισούται µε Ι  = 
1

2
mΠR 2. Άρα:

ΙωΠΛ  = -mΑRυΑ   ωΠΛ  = - 
mΑRυΑ

 
1

2
mΠR 2

 = - 
2mΑ

mΠ
 
υΑ

R
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 Αριθµητική Αντικατάσταση

ωΠΛ  = -2 
75,0 kg
750,0 kg

 
1,2 m/s
2,0 m

 = -0,12 
rad
s

Σηµείωση 

Όταν το παιδί αρχίζει να εκτελεί οµαλή κυκλική κίνηση, ασκείται σε αυτό µία ακτινική (κεντρο-

µόλος) δύναµη τριβής f s από την πλατφόρµα. Η πλατφόρµα δέχεται αντίθετη δύναµη τριβής	

F1 = - f s   από το παιδί (δράση - αντίδραση). Επειδή το ΚΜ της πλατφόρµας παραµένει ακίνητο, 

η πλατφόρµα δέχεται και µία εξωτερική οριζόντια δύναµη F2 = -F1  = f s    από τον άξονα πε-

ριστροφής, µε µηδενικό µοχλοβραχίονα ως προς το σηµείο Ο. Επιπρόσθετα δέχεται και µια 

κατακόρυφη δύναµη N    από τον άξονα περιστροφής. Η συνολική δύναµη στην πλατφόρµα από 

τον άξονα περιστροφής, F   = F2 + N, δεν επηρεάζει τη συνολική στροφορµή κατά µήκος του 

άξονα Οz.

Παράδειγµα 2

Το σχήµα (α) δείχνει σε κάτοψη µία οριζόντια πλατφόρµα µάζας mΠΛ = 300,0 kg και ακτίνας R  = 1,0 m.	

Η πλατφόρµα µπορεί να περιστρέφεται γύρω από έναν ακλόνητο κατακόρυφο άξονα Οz, που διέρ-

χεται από το κέντρο της Ο και είναι κάθετος στο επίπεδο της σελίδας. Οι τριβές στην πλατφόρµα από 

τον άξονα περιστροφής θεωρούνται αµελητέες.

Αρχικά, η πλατφόρµα είναι ακίνητη. Ένα παιδί Π µάζας mΠ = 50,0 kg, που βαδίζει µε σταθερή ταχύτη-

τα µέτρου υ Π = 4,0 m/s, ανεβαίνει στην πλατφόρµα και σταµατά να βαδίζει. Αµέσως µετά, το παιδί και 

η πλατφόρµα αρχίζουν να περιστρέφονται µε κοινή γωνιακή ταχύτητα ω  (σχήµα (β)).

 

Θα υπολογίσουµε την άγνωστη γωνιακή ταχύτητα ω.

1.	 Θα µελετήσουµε το σύστηµα παιδιού - πλατφόρµας.
 

2.	 �Οι εξωτερικές δυνάµεις στο σύστηµα είναι (i) τα βάρη του παιδιού και της πλατφόρµας, και (ii) η 
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δύναµη στην πλατφόρµα από τον ακλόνητο άξονα περιστροφής Οz. Όλες οι εξωτερικές δυνάµεις 

έχουν µηδενική ροπή κατά µήκος του Oz. Άρα, η συνολική στροφορµή του συστήµατος παι-

διού-πλατφόρµας κατά µήκος του Oz διατηρείται: 

L Πτελ, z   + L 
ΠΛ
τελ, z    = L 

Π
αρχ, z   + L 

ΠΛ
αρχ, z    

 

3.	 �Επειδή η πλατφόρµα είναι αρχικά ακίνητη, έχει µηδενική στροφορµή: L ΠΛ
αρχ, z    = 0. Η αρχική στροφορ-

µή του παιδιού, ως προς τον Oz, είναι: L Παρχ, z    = +mΠRυΠ. Η φορά είναι προς τον αναγνώστη.

 

	 �Όταν το παιδί ανέβει στην πλατφόρµα, αρχίζει να περιστρέφεται µαζί της µε γωνιακή ταχύτητα ω 

και γραµµική ταχύτητα µέτρου υΠ́    = ωR. Η τελική στροφορµή του παιδιού ως προς τον Oz είναι ίση 

µε L Πτελ, z   = mΠR(ωR) = mΠR 2ω. 

	 H τελική στροφορµή της πλατφόρµας είναι L ΠΛ
τελ, z    = Iω = 

1

2
mΠΛR 2ω.

4.	 �Από τη διατήρηση της στροφορµής, προκύπτει:

L Πτελ, z   + L 
ΠΛ
τελ, z    = L 

Π
αρχ, z   + L 

ΠΛ 
αρχ, z        mΠR 2ω + 

1

2
mΠΛR 2ω = mΠR υΠ    ω = 

mΠ

mΠ +(mΠΛ 

2 )
 

υΠ

 R
 

	 Αντικαθιστώντας τις τιµές των µαζών και της αρχικής ταχύτητας του παιδιού, βρίσκουµε:

ωΠΛ  = 
50,0 kg

50,0 kg + 150,0 kg 
 x 
4,0 m/s
1,0 m

 = 1,0 
rad
s

Σηµειώσεις 

1.	 �Καθώς το παιδί ανεβαίνει στην ακίνητη πλατφόρµα, της ασκεί 

µία οριζόντια δύναµη τριβής µε εφαπτοµενική συνιστώσα F . 

Η πλατφόρµα περιστρέφεται εξαιτίας της F . 

2.	 �Η δύναµη τριβής παιδιού/πλατφόρµας έχει επίσης ακτινική 

συνιστώσα (συµβ. προηγούµενο παράδειγµα). Η εφαπτοµε-

νική συνιστώσα F  δρα στο µικρό χρονικό διάστηµα µέχρι το 

παιδί και η πλατφόρµα να αποκτήσουν κοινή γωνιακή ταχύτη-

τα ω.

3.	 �Το ΚΜ της πλατφόρµας δεν µετακινείται, επειδή δέχεται µία 

δύναµη από τον άξονα περιστροφής µε οριζόντια συνιστώσα 
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αντίθετη της τριβής από το παιδί στην πλατφόρµα.  Η δύναµη από τον άξονα περιστροφής 

στην πλατφόρµα έχει µηδενική ροπή κατά µήκος του άξονα Οz.

	  

4.	 �Η οριζόντια συνιστώσα της δύναµης από τον άξονα περιστροφής είναι η µοναδική εξωτερική 

δύναµη στο σύστηµα παιδιού - πλατφόρµας, κατά την οριζόντια διεύθυνση. Εξαιτίας της δύ-

ναµης αυτής η συνολική ορµή παιδιού-πλατφόρµας δεν διατηρείται.

5.	 �Η συνολική κινητική ενέργεια του συστήµατος παιδιού-πλατφόρµας επίσης δεν διατηρείται. 

Προβλήµατα όπως αυτό λύνονται µόνο µε την Αρχή της ∆ιατήρησης της Συνολικής Στρο-

φορµής.

Έλεγχος Κατανόησης Εννοιών:

Στο τελευταίο παράδειγµα: 

1.18.1.	 �Γιατί δεν διατηρείται η στροφορµή της πλατφόρµας ως προς	

το σηµείο Ο; Ποιά ροπή προσδίδει γωνιακή ταχύτητα στην 

πλατφόρµα;

1.18.2.	 �Γιατί δεν διατηρείται η στροφορµή του παιδιού ως προς το 

Ο; Ποιά ροπή µεταβάλλει τη στροφορµή του παιδιού;

1.18.3.	 �Η συνισταµένη εξωτερική δύναµη του συστήµατος πλατ-

φόρµας - παιδιού µηδενίζεται, όταν το παιδί ανεβαίνει στην 

πλατφόρµα;

1.18.4.	 �Γιατί διατηρείται η συνολική στροφορµή του συστήµατος 

πλατφόρµας - παιδιού κατά µήκος του άξονα Οz;

Παράδειγµα 3

Ένας µαθητής διερευνά την Αρχή της ∆ιατήρησης της Στροφορµής µε τη βοήθεια ενός δίσκου µάζας 

m∆ = 0,500 kg και ακτίνας R  = 0,20 m. O δίσκος είναι οριζόντιος και µπορεί να περιστρέφεται γύρω 

από έναν κατακόρυφο άξονα Οz, που διέρχεται από το κέντρο του. Η ροπή αδράνειας του δίσκου ως 

προς τον Οz ισούται µε I  = 1
2
m∆R 2. 

Τη χρονική στιγµή t  = 0,00 s ο µαθητής θέτει τον δίσκο σε περιστροφή µε γωνιακή ταχύτητα ω αρχ =	

5,0 rad/s και κατόπιν τον αφήνει ελεύθερο. Η γωνιακή ταχύτητα του δίσκου απεικονίζεται σαν συνάρ-

τηση του χρόνου στην πιο κάτω γραφική παράσταση.
 

A.	� Μελετώντας το γράφηµα ω - t  στο χρονικό διάστηµα 0,00 s - 0,75 s, να εξηγήσετε εάν ο δίσκος 

υφίσταται τριβή από τον άξονα περιστροφής.
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	 �Επειδή η γωνιακή ταχύτητα του δίσκου παραµένει σταθερή, η τριβή από τον άξονα περιστροφής 

είναι αµελητέα.

B.	 �Τη χρονική στιγµή t = 0,75 s ο µαθητής τοποθετεί πάνω στον δίσκο έναν σάκο µάζας m Σ µε 

άµµο. Ο σάκος αρχίζει να περιστρέφεται από ηρεµία, και τη χρονική στιγµή t = 1,50 s αποκτά 

την ίδια τελική γωνιακή ταχύτητα ωτελ = 3,5 rad/s µε τον δίσκο. Στο διάστηµα 1,50 s - 2,50 s 

ο δίσκος και ο σάκος περιστρέφονται µε σταθερή κοινή γωνιακή ταχύτητα ωτελ = 3,5 rad/s. Να 

εξηγήσετε γιατί η στροφορµή του συστήµατος δίσκου - σάκου διατηρείται.

	 �Οι εξωτερικές δυνάµεις στο σύστηµα δίσκου - σάκου είναι τα βάρη τους και µία δύναµη από τον 

άξονα περιστροφής. Οι ροπές των δυνάµεων αυτών µηδενίζονται κατά µήκος του άξονα Οz. Άρα, 

η ολική στροφορµή κατά µήκος του άξονα Οz διατηρείται.

Γ.	 �Να προσδιορίσετε την αρχική και τελική στροφορµή του δίσκου και του σάκου κατά µήκος του 

άξονα Οz, και να υπολογίσετε τη µάζα του σάκου.

 

	 Η αρχική στροφορµή του δίσκου κατά µήκος του άξονα Οz είναι

L ∆αρχ, z    = I∆ωαρχ = 
1

2
m∆R 2ωαρχ

 	 �H αρχική ταχύτητα του σάκου (αµέσως πριν ακουµπήσει στον δίσκο) είναι µηδενική. Άρα, η αρχική 

στροφορµή του σάκου κατά µήκος του άξονα Οz είναι µηδενική:

L Σαρχ, z    = mΣR υΣ  = 0

 

	 �Στο διάστηµα 1,50 s - 2,50 s ο σάκος και ο δίσκος κινούνται µε κοινή γωνιακή ταχύτητα ωτελ. Η 

στροφορµή του δίσκου γίνεται:

L ∆τελ, z    = I∆ωτελ = 
1

2
m∆R 2ωτελ

 	 και η στροφορµή του σάκου γίνεται:

L Στελ, z    = mΣR υΣ  = mΣR (ωτελR )  = mΣR 2ωτελ



120 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1Β  MHXANIKH ΣΤΕΡΕΟY ΣΩΜΑΤΟΣ

	 Από τη διατήρηση της συνολικής στροφορµής, συµπεραίνουµε:

L  ∆αρχ, z    + L 
 Σ
αρχ, z      = L 

 ∆
τελ, z    + L 

 Σ
τελ, z          I∆ωαρχ + 0 = (I∆ + mΣR 2)ωτελ

	 Από την τελευταία εξίσωση προσδιορίζουµε την άγνωστη µάζα του σάκου:

I∆ωαρχ = (I∆ + mΣR 2)ωτελ     mΣ = 
I∆(ωαρχ - ωτελ)
R 2ωτελ

	 H ροπή αδράνειας του δίσκου είναι:

I∆ = 
1

2
m∆R 2  = 

1

2
 (0,500 kg) x (0,20 m)2 = 0,010 kgm2 

 

	 Άρα, η µάζα του σάκου είναι:

mΣ = 
I∆(ωαρχ - ωτελ)
R 2ωτελ

 = 
(0,010 kgm2) x (1,5 rad/s)

(0,20 m)2 x (3,5 rad/s)
 = 0,11 kg 

 

∆. 	�Να υπολογίσετε την κινητική ενέργεια του συστήµατος τις χρονικές στιγµές t = 0,50 s και 

t = 2,50 s. Σε τι οφείλεται η µεταβολή της κινητικής ενέργειας;

	 Αρχικά, µόνο ο δίσκος έχει περιστροφική κινητική ενέργεια:

E 
 αρχ
κιν περ    = 

1

2
I∆ω 2

αρχ  = 
1

2
 (0,010 kgm2) x (5,00 rads )2= 0,13 J

 

	 Μετά την πρόσκρουση, η συνολική κινητική ενέργεια είναι:

 

E 
 τελ
κιν περ    = 

1

2
 (I∆ + mΣR 2)ω 2

τελ  = 12 (0,010 kgm2 + 0,11 x 0,202 kgm2) x (3,50 rads )2 = 0,088 J
 

	 �Άρα, η συνολική κινητική ενέργεια ελαττώνεται. Η µεταβολή οφείλεται στη µετατροπή κινητικής 

ενέργειας σε εσωτερική ενέργεια του συστήµατος, µέσω τριβών µεταξύ δίσκου/σάκου.  

 Προσοχή

Η ποσότητα (I∆ + mΣR 2) είναι η συνολική ροπή αδράνειας του συστήµατος δίσκου - σάκου. 

Η συνολική ροπή αδράνειας του συστήµατος είναι σταθερή αµέσως πριν και µετά την τοπο-

θέτηση του σάκου. Η γωνιακή ταχύτητα του δίσκου ελαττώνεται όταν τοποθετούµε τον σάκο, 

επειδή µέρος της στροφορµής του δίσκου µεταφέρεται στον σάκο, µέσω των δυνάµεων τριβής 

µεταξύ τους.
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Ε. 	�Να προσδιορίσετε τις δυνάµεις από τον σάκο στον δίσκο στο διάστηµα 0,75 - 1,50 s. Να υπο-

λογίσετε τη µέση ροπή αυτών των δυνάµεων κατά µήκος του Οz.

	 �Ανάµεσα στον δίσκο (∆) και τον σάκο (Σ) αναπτύσσονται δυνάµεις τριβής. Οι δυνάµεις αυτές εί-

ναι εσωτερικές και δεν επηρεάζουν τη συνολική στροφορµή του συστήµατος δίσκου - σάκου. Η 

εφαπτοµενική συνιστώσα της δύναµης τριβής f ∆ Σ , από τον δίσκο στον σάκο, επιταχύνει τον σάκο 

µέχρι να αποκτήσει την τελική γωνιακή ταχύτητα 3,5 rad/s τη στιγµή t = 1,50 s.  Η ροπή κατά µήκος 

του άξονα Oz της δύναµης τριβής f Σ ∆ , από τον σάκο στον δίσκο, ελαττώνει τη γωνιακή ταχύτητα 

του δίσκου από την τιµή ωαρχ στην  τιµή ωτελ. 

      

	 Στο διάστηµα 0,75 s - 1,50 s, η µέση συνισταµένη ροπή στο δίσκο, κατά µήκος του άξονα Οz, είναι: 

(ΣM  ∆εξωτ, z )µ = 
∆L ∆z
∆t  = 

L ∆ 
τελ, z     - L 

∆
αρχ, z

∆t  = 
m∆R 2(ωτελ - ωαρχ) 

2∆t  =

 
(0,500 kg) x (0,20 m)2 x (-1,5 rad/s)

1,5 s
 = -0,020 Νm 

 

ΣΤ. �Στο χρονικό διάστηµα 1,50 - 2,50 s ο δίσκος και ο σάκος περιστρέφονται µε κοινή γωνιακή 

ταχύτητα. Να εξηγήσετε τη µορφή του γραφήµατος ω - t  σε αυτό το διάστηµα. Ποιά είναι η 

συνολική ροπή στον δίσκο;

	 �Όταν ο σάκος αποκτήσει τη γωνιακή ταχύτητα του δίσκου, αρχίζει να εκτελεί οµαλή κυκλική κίνη-

ση. Η δύναµη τριβής f ∆ Σ  στον σάκο γίνεται ακτινική µε κατεύθυνση προς το Ο, και ενεργεί σαν 

κεντροµόλος (όπως στο παράδειγµα νοµίσµατος σε περιστρεφόµενη πλατφόρµα, που µελετήσατε 

πέρισυ). Η δύναµη τριβής f Σ ∆  στον δίσκο είναι επίσης ακτινική. Οι ροπές των δύο δυνάµεων µη-

δενίζονται ως προς το Ο και δεν µεταβάλλουν τη γωνιακή ταχύτητα του δίσκου και του σάκου.

Ερωτήσεις Κατανόησης

Να συµπληρώσετε τον πιο κάτω Πίνακα µε την Ένδειξη Σωστό/Λάθος. Σε κάθε περίπτωση, να αιτιο-

λογήσετε την απάντησή σας στο τετράδιό σας. 

Α/Α     ΠΡΟΤΑΣΗ Σωστό / Λάθος

1
Σύµφωνα µε τη γενικευµένη έκφραση του ∆εύτερου Νόµου για την 
Περιστροφική Κίνηση, η στροφορµή ενός σώµατος ή συστήµατος σωµάτων 
διατηρείται εάν:

α
Το άθροισµα των ροπών των εξωτερικών δυνάµεων στο σώµα ή σύστηµα 
µηδενίζεται.

β Η συνισταµένη των εξωτερικών δυνάµεων στο σώµα ή σύστηµα µηδενίζεται.
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2
Όταν ένα σηµείο εκτελεί οµαλή κυκλική κίνηση, η ροπή της κεντροµόλου 
δύναµης είναι µηδενική: 

α Ως προς το κέντρο της τροχιάς.

β Ως προς οποιοδήποτε σηµείο του επιπέδου της τροχιάς.

3
Όταν ένα σηµείο εκτελεί οµαλή κυκλική κίνηση, η στροφορµή του 
διατηρείται: 

α Ως προς το κέντρο της τροχιάς.

β Ως προς οποιοδήποτε σηµείο του επιπέδου της τροχιάς.

Ασκήσεις

Προβλήµατα µε αστεράκι (*) απαιτούν σύνθεση εννοιών.

Εφαρµογή της ∆ιατήρησης της Στροφορµής σε Συστήµατα Σωµάτων

1 	 �Ένα παιδί µάζας mΠ = 35,0 kg κάθεται στην περιφέρεια µίας οριζόντιας πλατφόρµας, µε µάζα 

mΠΛ = 150,0 kg και ακτίνα R  = 1,50 m. Αρχικά, η πλατφόρµα και το παιδί είναι ακίνητα. Σε κάποια 

στιγµή, το παιδί πηδά έξω από την πλατφόρµα σε εφαπτοµενική διεύθυνση, µε ταχύτητα µέτρου 

3,00 m/s ως προς το έδαφος. Η πλατφόρµα αρχίζει να περιστρέφεται χωρίς τριβές, ως προς 

κατακόρυφο άξονα Οz που διέρχεται από το κέντρο της.

	 A.	 �Να εξετάσετε εάν διατηρείται η συνολική στροφορµή του συστήµατος πλατφόρµας-παιδιού 

κατά µήκος του άξονα Οz, καθώς το παιδί φεύγει από την πλατφόρµα.

	 Β.	 �Να υπολογίσετε τη γωνιακή ταχύτητα που αποκτά η πλατφόρµα, εφαρµόζοντας την αρχή 

της διατήρησης της στροφορμής.	  

	 Γ.	 �Να εξηγήσετε γιατί δεν διατηρείται ξεχωριστά η στροφορµή της πλατφόρµας και του παιδιού 

κατά µήκος του άξονα Οz.
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	 ∆.	 �Γιατί το ΚΜ της πλατφόρµας δεν µετακινείται; ∆ιατηρείται η συνολική ορµή του συστήµατος 

παιδιού-πλατφόρµας;

	 Ε.	 Να υπολογίσετε τη µεταβολή στην κινητική ενέργεια του συστήµατος παιδιού-πλατφόρµας.

	 ΣΤ.	 �Τι θα συνέβαινε, εάν το παιδί εγκατέλειπε την πλατφόρµα µε ταχύτητα 3,00 m/s κατά την 

ακτινική διεύθυνση ΟΠ;

	� Σηµείωση

	 �Να δώσετε όλες τις απαντήσεις σας µε τον σωστό αριθµό σηµαντικών ψηφίων. Η ροπή αδράνει-

ας της πλατφόρµας δίνεται από τη σχέση I  = 
1
2
mΠΛR 2. 

2 	 �Στο προηγούµενο παράδειγµα, το παιδί και η πλατφόρµα περιστρέφονται αρχικά µε γωνιακή 

ταχύτητα ω. Το παιδί κινείται µε εφαπτοµενική ταχύτητα υΠ = ωR  ως προς το έδαφος. Σε κάποια 

στιγµή, το παιδί εγκαταλείπει την πλατφόρµα σε εφαπτοµενική διεύθυνση, µε την ίδια ταχύτητα   

ωR  ως προς το έδαφος. Πώς θα επηρεασθεί η γωνιακή ταχύτητα της πλατφόρµας; Γιατί;

 

3 	 �Ο τροχός ενός αγγειοπλάστη έχει µάζα mΤ = 0,450 kg και ακτίνα R  = 0,350 m και περιστρέφεται 

χωρίς τριβές µε συχνότητα 125 rpm γύρω από έναν κατακόρυφο άξονα Oz, που διέρχεται από 

το κέντρο του. 

	 �Σε κάποια στιγµή αφήνουµε να ακουµπήσει µε µηδενική ταχύτητα ένα µικρό σφαιρίδιο πηλού 

µάζας mΣ = 0,075 kg σε ένα σηµείο της περιφέρειας του τροχού. Το σφαιρίδιο προσκολλάται 

στον τροχό και κινείται µαζί του.

	 Α.	 �Να υπολογίσετε και να σχεδιάσετε την αρχική γωνιακή 

ταχύτητα και στροφορµή του τροχού.	  

	 Β.	 �Ποιά είναι η αρχική στροφορµή του σφαιριδίου κατά µή-

κος του Οz, αµέσως πριν ακουµπήσει στον τροχό;

	 Γ.	 �Nα εξετάσετε εάν διατηρείται η συνολική στροφορµή του 

συστήµατος τροχού-σφαιριδίου κατά µήκος του Οz. Να 

αιτιολογήσετε την απάντησή σας, χρησιµοποιώντας τις 

εξωτερικές δυνάµεις του συστήµατος τροχού-σφαιρι- 

δίου.
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	 ∆.	 �Nα υπολογίσετε την τελική γωνιακή ταχύτητα περιστροφής του συστήµατος τροχού/σφαιρι-

δίου.

	 Ε.	 �Να εξηγήσετε γιατί δεν διατηρείται ξεχωριστά η στροφορµή του τροχού και η στροφορµή 

του σφαιριδίου κατά µήκος του άξονα Οz.

	 Σηµείωση

	 �Να δώσετε όλες τις απαντήσεις σας µε τον σωστό αριθµό σηµαντικών ψηφίων. Η ροπή αδράνει-

ας του τροχού δίνεται από τη σχέση I  = 
1
2
mΤR 2. 

4 	 �Ένας ακίνητος κατακόρυφος τροχός ποδηλάτου έχει µάζα mΤ = 2,50 kg και ακτίνα R  = 0,50 m. 

Ο τροχός αιωρείται στον αέρα  και µπορεί να περιστρέφεται χωρίς τριβές γύρω από ακλόνητο 

οριζόντιο άξονα, που διέρχεται από το κέντρο του Ο.
 

	 �Ένα µικρό κοµµάτι πηλού µάζας mΠ = 65,0 g πέφτει και προσκολλάται στο σηµείο Α της περιφέ-

ρειας του τροχού, µε κατακόρυφη ταχύτητα µέτρου 10,0 m/s. Η προσκόλληση µπορεί να θεω-

ρηθεί στιγµιαία. Μετά την προσκόλληση ο πηλός και ο τροχός κινούνται µαζί.

	 Α.	 �Ποια είναι η στροφορµή του πηλού και του τροχού γύρω 

από το κέντρο του τροχού Ο, αµέσως πριν την προσκόλ-

ληση;

	 Β.	 �Να προσδιορίσετε τις εξωτερικές δυνάµεις στο σύστηµα 

τροχού-πηλού. ∆ιατηρείται η στροφορµή κατά τη διάρ-

κεια της προσκόλλησης;

	 Γ.	 �Ποια είναι η γωνιακή ταχύτητα περιστροφής του συστή-

µατος τροχού-πηλού αµέσως µετά την προσκόλληση του 

πηλού στον τροχό;	  

	 ∆.	 �Η συνολική ορµή του συστήµατος τροχού-πηλού διατη-

ρείται; Αν όχι, γιατί;

	 Ε.	 �Η συνολική κινητική ενέργεια του συστήµατος τροχού- 

πηλού διατηρείται; 

	 Σηµείωση

	 �Να θεωρήσετε ότι ο τροχός είναι οµογενής, και ότι όλη η µάζα του είναι συγκεντρωµένη στην 

περιφέρειά του.

5 *	�Στο αριστερό σχήµα, ένας οµογενής δίσκος Α µε ροπή αδράνειας I  =0,25 kgm2 περιστρέφεται 

γύρω από έναν κατακόρυφο άξονα Oz, που διέρχεται από το ΚΜ του. 



125MHXANIKH ΣΤΕΡΕΟY ΣΩΜΑΤΟΣ  ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1Β

	 �Ο άξονας περιστροφής ασκεί τριβή στον δίσκο Α, η οποία είναι συνεχώς σταθερή. Η γωνιακή 

ταχύτητα του δίσκου Α απεικονίζεται σαν συνάρτηση του χρόνου στη γραφική παράσταση.

	 Α.	 �Χρησιµοποιώντας τη γραφική παράσταση στο χρονικό διάστηµα 0,0 s - 2,0 s, να υπολογίσετε 

τη ροπή της τριβής από τον άξονα περιστροφής στον δίσκο Α. 

	 Β.	 �Τη χρονική στιγµή t  = 2,0 s τοποθετούµε στον δίσκο Α έναν δεύτερο ακίνητο δίσκο Β µε την 

ίδια ροπή αδράνειας I (δεξί σχήµα). Ο δίσκος Β αρχίζει να περιστρέφεται, και τη χρονική 

στιγµή t  = 2,2 s αποκτά την ίδια γωνιακή ταχύτητα µε τον πρώτο. Ο άξονας περιστροφής δεν 

ασκεί τριβή στον δίσκο Β. Ποιά εξωτερική ροπή προσδίδει γωνιακή επιτάχυνση στον δίσκο 

Β, στο διάστηµα 2,0 s - 2,2 s; 

	 Γ.	 Ποιες εξωτερικές ροπές προσδίδουν γωνιακή επιτάχυνση στον δίσκο Α, στο διάστηµα	

	 	 2,0 s - 2,2 s; 

	 ∆.	 Να υπολογίσετε τη µέση ροπή στον δίσκο Α, στο χρονικό διάστηµα 2,0 s - 2,2 s.

	 Ε.	 �Στο χρονικό διάστηµα 2,2 s - 4,2 s, οι δύο δίσκοι γυρνούν µε κοινή γωνιακή ταχύτητα. Να 

εξηγήσετε γιατί το γράφηµα ω - t  έχει µικρότερη κλίση στο διάστηµα 2,2 s - 4,2 s, σε σύγκρι-
ση µε το διάστηµα 0,0 s - 2,0 s. 

	 ΣΤ.	Ποια ροπή προσδίδει γωνιακή επιτάχυνση στον δίσκο Β, στο διάστηµα 2,2 s - 4,2 s;

	 Ζ.	 Ποιες ροπές προσδίδουν γωνιακή επιτάχυνση στον δίσκο Α, στο διάστηµα 2,2 s - 4,2 s;

	 Η.	 Να υπολογίσετε τη µέση ροπή στον δίσκο Α, στο διάστηµα 2,2 s - 4,2 s. 

Σύνθετα Προβλήµατα

6 *	�Oµογενής ράβδος ΑΒ µήκους d = 0,300 m και µάζας m P = 0,450 kg µπορεί να περιστρέφεται 

κατακόρυφα, χωρίς τριβές, γύρω από σταθερό οριζόντιο άξονα που περνά από το άκρο της Α.

 

	 �Η ράβδος αφήνεται ελεύθερη από οριζόντια θέση, όπως φαίνεται στο σχήµα. Η ροπή αδράνειας 

της ράβδου ως προς τον άξονα περιστροφής είναι I  = 
1
3
m Pd 2.

	 A.	 �Να υπολογίσετε το µέτρο της γωνιακής ταχύτητας της ράβδου, τη στιγµή που φθάνει στην 

κατακόρυφη θέση (σηµείο Γ).	 
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	 Β.	 �Μία σφαίρα από  πλαστελίνη µάζας mΣ = 0,100 kg ισορ-

ροπεί στο σηµείο Γ. Τη στιγµή που η ράβδος περνά από 

την κατακόρυφη θέση, το κάτω άκρο της συγκρούεται µε 

τη σφαίρα και στη συνέχεια τα δύο σώµατα περιστρέφο-

νται µαζί. Η κρούση έχει αµελητέα διάρκεια.

	 	 I.	 �Να υπολογίσετε τη ροπή αδράνειας του συστή-

µατος ράβδου-σφαίρας ως προς τον άξονα πε-

ριστροφής µετά την κρούση. Να θεωρήσετε ότι η 

σφαίρα είναι σηµειακή.

	 	 II.	 �Να προσδιορίσετε τις εξωτερικές δυνάµεις στο 

σύστηµα ράβδου-σφαίρας, κατά τη διάρκεια της 

σύγκρουσης. Ποιά είναι η ροπή αυτών των δυνά-

µεων ως προς τον άξονα περιστροφής; ∆ιατηρεί-

ται η στροφορµή ως προς τον άξονα περιστροφής;

	 	 III.	 �Να υπολογίσετε το µέτρο της γωνιακής ταχύτη-

τας του συστήµατος ράβδου-πλαστελίνης αµέσως 

µετά την κρούση.

7 *	�Μία µπάλα µάζας mΣ = 0,125 kg προσκρούει µε οριζόντια ταχύτητα µέτρου υ  = 6,0 m/s στο άκρο 

Α ενός κατακόρυφου ξύλινου ραβδιού, µάζας m Ρ = 0,750 kg και µήκους d  = 0,850 m. Το ραβδί 

µπορεί να περιστρέφεται γύρω από έναν ακλόνητο οριζόντιο άξονα, που διέρχεται από το άκρο 

του Ο. Μετά από την πρόσκρουση, το ραβδί και η µπάλα κινούνται σαν ένα σώµα.

	 Α.	 �Να προσδιορίσετε τις εξωτερικές δυνάµεις στο σύστηµα 

ραβδιού-µπάλας. Τι ροπή ασκούν αυτές οι δυνάµεις ως 

προς το σηµείο Ο;

	 Β.	 �Να εξηγήσετε γιατί δεν διατηρείται η ορµή του συστήµα-

τος ραβδιού-µπάλας.

	 Γ.	 �Να εξηγήσετε γιατί δεν διατηρείται η κινητική ενέργεια 

του συστήµατος ραβδιού-µπάλας.

	 ∆.	 �Να εξηγήσετε γιατί διατηρείται η στροφορµή του συστή-

µατος ραβδιού-µπάλας ως προς το σηµείο Ο.

	 Ε.	 �Να υπολογίσετε τη γωνιακή ταχύτητα του συστήµατος 

ραβδιού-µπάλας αµέσως µετά την πρόσκρουση.

	 ΣΤ.	 �Μετά την πρόσκρουση, το ραβδί ανυψώνεται µέχρι µία 

µέγιστη γωνία θ . Να υπολογίσετε την τιµή αυτής της γωνί-
ας, χρησιµοποιώντας την αρχή της διατήρησης της µηχα-

νικής ενέργειας του συστήµατος ραβδιού-µπάλας-Γης.
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1.19.  �Εφαρµογή του Γενικευµένου ∆εύτερου Νόµου για την Περιστροφική Κίνηση 
σε Σώµατα µε Μεταβαλλόµενη Ροπή Αδράνειας 

Στην Ενότητα 1.16 εξηγήσαµε ότι όταν ένα σώµα περιστρέφεται γύρω 

από έναν ακλόνητο άξονα ή άξονα συµµετρίας Οz, η στροφορµή του 

σώµατος κατά µήκος του άξονα ισούται µε Lz  = Iω.
  

Εφαρµόζοντας τη γενικευµένη έκφραση του ∆εύτερου Νόµου κατά 

µήκος του Oz, βρίσκουµε:

ΣΜ εξωτ  = 
∆L  
 ∆t   ΣM εξωτ,z   = 

∆Lz
 ∆t  = 

∆(Iω)
∆t

Eάν το άθροισµα των εξωτερικών ροπών κατά µήκος του Οz µηδενί-

ζεται, το γινόµενο Iω παραµένει σταθερό:
 

Εάν το σώµα δεν είναι στερεό, οι αποστάσεις µεταξύ των σηµείων 

του µπορούν να µεταβάλλονται. Άρα, η ροπή αδράνειας I του σώµα-
τος δεν είναι γενικά σταθερή, ως προς τον άξονα Οz. Σε αυτή την 

περίπτωση, η γωνιακή ταχύτητα περιστροφής του σώµατος µεταβάλ-

λεται επίσης, έτσι ώστε το γινόµενο Iω να παραµένει σταθερό.

Παράδειγµα 1

Μία χορεύτρια του µπαλέτου στρέφεται µε γωνιακή ταχύτητα ω γύρω από έναν κατακόρυφο άξονα 
συµµετρίας Oz, που διέρχεται από το ΚΜ της. Εάν η χορεύτρια φέρει τα χέρια της σε συµµετρική 

στάση στο στήθος της, πώς θα µεταβληθεί η γωνιακή της ταχύτητα και η περιστροφική κινητική 

της ενέργεια;

Στη χορεύτρια ασκούνται το βάρος της Β και µία συνισταµένη κάθετη δύναµη N από το έδαφος.  Το 

ΚΜ της χορεύτριας ανήκει στον άξονα περιστροφής και παραµένει ακίνητο. Άρα, οι δυνάµεις Β και   

N είναι αντίθετες:

ΣF εξωτ  = 0  N = -Β

 

Μπορούµε να θεωρήσουµε ότι οι Β και Ν αποτελούν ζεύγος δυνάµεων. Για να µην ανατρέπεται η 

χορεύτρια, πρέπει η ροπή του ζεύγους να µηδενίζεται, δηλαδή οι δυνάµεις Β και Ν να είναι συγ-

γραµµικές. Άρα, το σηµείο εφαρµογής της συνισταµένης Ν  βρίσκεται ακριβώς κάτω από το ΚΜ της 

χορεύτριας.

H στροφορµή της χορεύτριας είναι L = Iω , όπου I  είναι η ροπή αδράνειας της χορεύτριας ως προς 
τον άξονα Oz. Η κατεύθυνση της στροφορµής είναι κατακόρυφη (παράλληλη µε τον άξονα συµµε-

τρίας). Επειδή η ροπή του ζεύγους είναι µηδενική, η στροφορµή παραµένει σταθερή κατά µέτρο και 

διεύθυνση.
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Εάν η χορεύτρια φέρει τα χέρια της στο στήθος της, η ροπή αδράνειας της ως προς τον Οz ελαττώ-

νεται. Άρα, η γωνιακή ταχύτητα περιστροφής πρέπει να αυξηθεί:

Iαρχ ωαρχ = Iτελ ωτελ   
ωτελ

ωαρχ
 = 
Iαρχ

Iτελ
 > 1

 

Η περιστροφική κινητική ενέργεια της χορεύτριας θα αυξηθεί επίσης:

E 
 τελ
κιν περ

E 
 αρχ
κιν περ

 = 
(1/2)Iτελ

(1/2)Iαρχ
 
ω 2

τελ

ω 2
αρχ

 = 
Iτελ

Iαρχ
( Iαρχ

Iτελ
)
2

= 
Iαρχ

Iτελ
 > 1

Eρώτηση

Από πού προέρχεται η επιπρόσθετη Kινητική Eνέργεια της Xορεύτριας;

Καθώς η χορεύτρια περιστρέφεται, τα χέρια της έχουν την τάση να αποµακρύνονται από τον 

άξονα περιστροφής. Οι µύες της χορεύτριας καταβάλλουν έργο για να κινήσουν τα χέρια της 

προς τον άξονα περιστροφής. Το έργο αυτό οφείλεται σε χηµική ενέργεια, που είναι αποθηκευ-

µένη στα µόρια του σώµατος της χορεύτριας:  

E 
 τελ
χηµ   + E 

 τελ
κιν περ        = E 

 αρχ
χηµ    + E 

 αρχ 
κιν περ            E 

 τελ
κιν περ        -   E 

 αρχ 
κιν περ         = E 

 αρχ
χηµ    -   E 

 τελ
χηµ      ∆Εκιν περ = -   ∆Εχηµ  

Αριθµητική Εφαρµογή

Έστω ότι η αρχική ροπή αδράνειας της χορεύτριας είναι 3,20 kg m2 και η τελική ροπή αδράνειας είναι 

0,60 kg m2. Εάν η χορεύτρια περιστρέφεται αρχικά µε γωνιακή ταχύτητα ωαρχ = 3,50 rad/s, όταν µαζέ-

ψει τα χέρια της θα περιστρέφεται µε ταχύτητα 

ωτελ = (3,50  rad/s) χ 
3,20 kg m2

0,60 kg m2
 = 18,7 rad/s 
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Η αρχική κινητική ενέργεια της χορεύτριας είναι:

E 
 αρχ
κιν περ    = 

1

2
Iαρχ ω 2

αρχ  = 12 (3,20 kg m2) x (3,50 rad/s)2 = 19,6 J

 

Η τελική κινητική ενέργεια της χορεύτριας είναι:

E 
 τελ
κιν περ    = E 

 αρχ
κιν περ( Iαρχ

Iτελ ) = (19,6 J) χ 3,20 kg m
2

0,60 kg m2  = 105 J

Παράδειγµα 2

Γωνιακή Tαχύτητα Περιστροφής ενός Λευκού Νάνου

Η σηµερινή ακτίνα του Ήλιου ισούται µε 700000 km και η περίοδος περιστροφής του γύρω από τον 

άξονά του είναι 24 ηµέρες. Σε περίπου 5 δισεκατοµµύρια χρόνια από σήµερα, ο Ήλιος θα εξαντλήσει 

τα αποθέµατα που συντηρούν τις πυρηνικές αντιδράσεις στο εσωτερικό του, και θα µετατραπεί σε 

λευκό νάνο. Ένας τυπικός λευκός νάνος µε τη µάζα του Ήλιου έχει ακτίνα 7000 km. Θα υπολογίσου-

µε την περίοδο περιστροφής του Ήλιου γύρω από τον άξονά του, όταν µετατραπεί σε λευκό νάνο.

Θα προσεγγίσουµε τον Ήλιο σαν µία οµογενή σφαίρα, µε ροπή 

αδράνειας I  = 
2
5
mR 2.

 

Eπειδή η ακτίνα του Ήλιου θα ελαττωθεί κατά τη µετατροπή του 

σε λευκό νάνο, η ροπή αδράνειας του θα ελαττωθεί. Από τη δι-

ατήρηση της στροφορµής προκύπτει ότι η γωνιακή ταχύτητα του 

Ήλιου θα αυξηθεί, έτσι ώστε το γινόµενο Iω να παραµείνει σταθε-
ρό. Υποθέτοντας ότι η µάζα του Ήλιου παραµένει σταθερή κατά τη 

µετατροπή, βρίσκουµε:

Iαρχ ωαρχ = Iτελ ωτελ   (25mR  2
αρχ) 2π

Tαρχ
 = (25mR  2

τελ) 2π
Tτελ

  

 Tτελ  = Tαρχ  
R  2

τελ

R  2
αρχ

 = (24 χ 86 400 s) χ ( 7 χ 103  km

7 χ 105  km )2= 

24 χ 86 400

104   s = 200 s
 

Άρα, ο  Ήλιος θα συµπληρώνει µία πλήρη περιστροφή σε περίπου 

3,5 λεπτά της ώρας.

Ο Σείριος Α µε το αστέρι-συνοδό του, 

τον λευκό νάνο Σείριο Β (µικρή άσπρη 

κουκίδα). Πηγή: NASA.
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Ερωτήσεις Κατανόησης

Να συµπληρώσετε τον πιο κάτω Πίνακα µε την Ένδειξη Σωστό/Λάθος. Σε κάθε περίπτωση, να αιτιο-

λογήσετε την απάντησή σας στο τετράδιό σας. 

Α/Α     ΠΡΟΤΑΣΗ Σωστό / Λάθος

1
Ένα περιστρεφόµενο σώµα αλλάζει σχήµα, και η ροπή αδράνειας του 
ελαττώνεται ως προς τον άξονα περιστροφής. Η γωνιακή ταχύτητα του 
σώµατος θα αυξηθεί: 

α Αναγκαστικά.

β
Εάν η ροπή εξωτερικών δυνάµεων στο σώµα είναι µηδενική, ως προς τον 
ίδιο άξονα.

Ασκήσεις

1 	 �Όταν ένας άνθρωπος περπατά, φέρει προς τα εµπρός (ή προς τα πίσω) ταυτόχρονα το αριστερό 

του χέρι και το δεξί του πόδι, ή το δεξί του χέρι και το αριστερό του πόδι. Να εξηγήσετε γιατί µε 

αυτό τον τρόπο διατηρείται η στροφορµή  του σώµατος.

	 Σηµείωση

	 �Εάν η στροφορµή µεταβάλλεται, στο σώµα πρέπει να δρα εξωτερική ροπή από το έδαφος. Άρα, 

και το σώµα θα ασκεί επιπρόσθετες δυνάµεις στο έδαφος. Το βάδισµα είναι πιο ξεκούραστο 

όταν διατηρείται η στροφορµή. (∆οκιµάστε να περπατήσετε κινώντας µαζί προς τα εµπρός το 

αριστερό χέρι και πόδι, ή το δεξί χέρι και πόδι. Τι παρατηρείτε;)

2 	 �Παρατηρήστε πώς περπατά ένα περιστέρι ή µία γάτα: Τα πουλιά συνοδεύουν την κίνηση των πο-

διών τους (µπρος/πίσω) µε συγχρονισµένη κίνηση του κεφαλιού τους προς την ίδια κατεύθυνση 

(µπρος/πίσω). Τα τετράποδα ζώα κινούν µαζί προς τα εµπρός (ή προς τα πίσω) το δεξί µπροστινό 

πόδι και το πίσω αριστερό πόδι, ή το αριστερό µπροστινό πόδι και το πίσω δεξί πόδι. Σε τι εξυπη-

ρετεί αυτό;

3 	 �Για να περπατήσουµε σε έναν στενό, αιωρούµενο διάδροµο (π.χ. σε µία οριζόντια, αιωρούµενη 

σανίδα), βολεύει να απλώσουµε τα χέρια µας σε οριζόντια στάση. Όταν το σώµα µας τείνει να 

ανατραπεί, µπορούµε να διατηρήσουµε την ισορροπία µας, εάν κάνουµε διορθωτικές κινήσεις 

µε τα χέρια. Οµοίως, ένας σχοινοβάτης που κρατά ένα µακρύ κοντάρι, µπορεί να διατηρεί κα-

λύτερα την ισορροπία του µε διορθωτικές κινήσεις του κονταριού. Σε τι εξυπηρετούν αυτές οι 

κινήσεις;

4 	 �Ένα σώµα εκτελεί ελεύθερη πτώση και περιστρέφεται ως προς άξονα, που διέρχεται από το ΚΜ του.
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	 A.	Ποια είναι η ροπή του βάρους του ως προς τον άξονα περιστροφής;

	 B.	Είναι δυνατόν να µεταβληθεί η στροφορµή του σώµατος ως προς τον άξονα περιστροφής;

5 	 �Μία γάτα που αφήνεται να πέσει ελεύθερα µε τα πόδια προς 

τα επάνω, στριφογυρίζει το σώµα της και προσγειώνεται µε τα 

πόδια. Γιατί είναι αναγκασµένη να κινήσει διάφορα τµήµατα 

του σώµατός της σε διαφορετικές κατευθύνσεις; Για µία εξή-

γηση, δείτε το video:

	 https://www.youtube.com/watch?v=yGusK69XVlk	  

6 	 �Ένας αρσιβαρίστας στέκεται σε µία περιστρεφόµενη πλατφόρµα. Ο αθλητής κρατά κολληµένα 

στο σώµα του δύο βάρη των 5,0 kg και περιστρέφεται µε γωνιακή ταχύτητα 9,0 rad/s. Η συνολική 

ροπή αδράνειας του αθλητή ως προς τον άξονα περιστροφής είναι 0,80 kg m2. Σε κάποια στιγµή, 

ο αθλητής τεντώνει τα χέρια του και η συνολική ροπή αδράνειας του γίνεται 7,20 kg m2. Η τριβή 

από τον άξονα περιστροφής θεωρείται αµελητέα.

	 Α.	Να εξηγήσετε γιατί διατηρείται η στροφορµή του αθλητή.

	 B.	 �Να υπολογίσετε τη νέα γωνιακή ταχύτητα περιστροφής και τη µεταβολή στην κινητική ενέρ-

γεια του αθλητή. 

	 Γ.	 Να συζητήσετε τις µετατροπές ενέργειας στο σώµα του αθλητή.

7 	 �Tα pulsars είναι ουράνια σώµατα, που προέρχονται από την 

έκρηξη και συρρίκνωση αστέρων.

 

	 �Να υποθέσετε ότι ένα αστέρι µε αρχική περίοδο περιστρο-

φής 100 µέρες και αρχική ακτίνα 105 km συρρικνώνεται σε 

pulsar ακτίνας 10 km, διατηρώντας την αρχική του µάζα. Να 

υπολογίσετε την περίοδο περιστροφής του pulsar. Να υποθέ-

σετε ότι το αρχικό αστέρι και το τελικό pulsar είναι οµογενείς 

σφαίρες.	 	  

Eικόνα του νεφελώµατος Crab, που 

προέρχεται από µία έκρηξη supernova 

το 1054 µ.Χ. Το Crab pulsar που δηµι-

ουργήθηκε είναι η λευκή κουκίδα στο 

εσωτερικό και περιστρέφεται µε περί-

οδο 33,5 ms.
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8 	 �Η σφαίρα του Hobermann είναι µία γεωµετρική κατασκευή, η οποία µπορεί να αυξοµειώνει τις 

διαστάσεις της. Eκτός από τη χρήση τους σαν παιχνίδια, τέτοιες κατασκευές υπάρχουν σε διά-

φορα µουσεία επιστήµης.

	 �Η σφαίρα του διπλανού σχήµατος έχει ακτίνα R1 = 1,25 m όταν είναι ανοικτή, και R2 = 0,25 m 

όταν είναι κλειστή.  Έστω ότι αρχίζουµε να περιστρέφουµε µε γωνιακή ταχύτητα ω = 4,7 rad/s την 
ανοικτή σφαίρα, γύρω από έναν κατακόρυφο άξονα που διέρχεται από το κέντρο της. Με ποια 

γωνιακή ταχύτητα θα περιστρέφεται η σφαίρα, εάν την κλείσουµε απότομα;	  

	 �Να υποθέσετε ότι η ανοικτή σφαίρα αντιστοιχεί σε έναν λεπτό σφαιρικό φλοιό και η κλειστή σφαί-

ρα είναι συµπαγής. H ροπή αδράνειας ενός σφαιρικού φλοιού δίνεται από τη σχέση I  = 
2
3
mR 2	

και µίας συµπαγούς σφαίρας από τη σχέση I  = 
2
5
mR 2.

	  �Για µία σχετική αναπαράσταση διατήρησης της στροφορµής µίας σφαίρας Hobermann, επισκε-

φθείτε την ιστοσελίδα https://www.youtube.com/watch?v=64t-dVtDwkQ.
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Συσχέτιση Εννοιών των Ενοτήτων 1.11 - 1.19. 

1.11.	� Κινητική Ενέργεια 
	 Περιστροφικής Κίνησης

Eκιν    = 
1

2
Iω2

1.12.	 Ροπή Αδράνειας
	 ως προς Άξονα

1.13.	� 2ος Νόµος

αγ  =  
1
 Ι ΣΜεξωτ, z

1.14.	 Εξισώσεις της Οµαλά
	 Επιταχυνόµενης 		
	 Περιστροφικής Κίνησης

1.15.	 ∆ιατήρηση 
	 της Μηχανικής 
	 Ενέργειας

1.16.	 Στροφορµή 
	 Υλικού Σηµείου 
	 ως προς Σηµείο

1.16.	 Στροφορµή Στερεού
	 Σώµατος κατά µήκος
	 Ακλόνητου Άξονα
	 Περιστροφής

Lz    = Iω

1.17.	 Γενικευµένος
	 ∆εύτερος Νόµος

∆L  
 ∆t   = ΣΜ εξωτ 

1.17.	 ∆ιατήρηση
	 της Στροφορµής

ΣΜ εξωτ  = 0  ΣL   = σταθερή

1.18.	 ∆ιατήρηση της Συνολικής
	 Στροφορµής 			
	 Συστήµατος Σωµάτων

1.19.	 Σώµατα µε Μεταβαλλόµενη
	 Ροπή Αδράνειας
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Απαντήσεις  Ελέγχου Κατανόησης Εννοιών

1.11.1.	 Τετραπλασιάζεται.

1.11.2.	 Όχι, γιατί η περιστροφική κινητική ενέργεια εξαρτάται και από τη ροπή αδράνειας.

1.12.1.	 Α. �Ο δίσκος (β), επειδή η µάζα των σταθµών είναι κατανεµηµένη στην περιφέρεια (σε µεγαλύτερη 

απόσταση από τον άξονα περιστροφής).

	 Β. Ο (β), επειδή έχει µεγαλύτερη ροπή αδράνειας.

	 Γ. Tον (α), επειδή έχει µικρότερη ροπή αδράνειας.

1.12.2.	 Α. Ο (β), επειδή η µάζα του απέχει περισσότερο από τον άξονα περιστροφής.

	 Β. Ο (β), επειδή έχει µεγαλύτερη ροπή αδράνειας.

	 Γ. Τον (α) επειδή έχει µικρότερη ροπή αδράνειας.

1.12.3.	 �Το περιεχόµενο των ωµών αυγών είναι υγρό και µπορεί να µετακινείται καθώς περιστρέφονται. 

Αντίθετα, το περιεχόµενο των βρασµένων αυγών είναι στερεό και δεν µετακινείται. Εάν περιστρέ-

ψετε ένα βρασµένο και ένα ωµό αυγό, θα διαπιστώσετε ότι το βρασµένο αυγό περιστρέφεται 

γρηγορότερα. Αυτό οφείλεται στο ότι το στερεό περιεχόµενό του έχει µικρότερη ροπή αδράνειας. 

(Σηµ: Στη διαφορετική γωνιακή ταχύτητα συνεισφέρουν κι άλλοι παράγοντες, όπως η σχετική κίνη-

ση του ρευστού εσωτερικού ως προς το κέλυφος στο ωµό αυγό, και διαφορές στις ροπές βάρους 

των αυγών).1  

1.12.4.	 �Ο κούφιος κύλινδρος, επειδή η περισσότερη µάζα του κατανέµεται στην περιφέρεια. Στον συ-

µπαγή κύλινδρο, ένα µεγαλύτερο ποσοστό της µάζας κατανέµεται στο εσωτερικό, σε µικρότερη 

απόσταση από τον άξονα περιστροφής. Επειδή ο συµπαγής κύλινδρος έχει µικρότερη ροπή αδρά-

νειας, τίθεται ευκολότερα σε περιστροφή.

1.12.5.	 �Το µεταλλικό φύλλο έχει µεγαλύτερη µάζα από το ξύλινο φύλλο ίδιων διαστάσεων. Εάν τοποθετή-

σουµε τον άξονα από τη µεριά του µετάλλου (σχήµα (β)), η πόρτα έχει µικρότερη ροπή αδράνειας 

ως προς τον άξονα περιστροφής.

1.13.1.	 Α. �Λάθος (υπάρχει κεντροµόλος).

	 Β. Σωστό (η ροπή της κεντροµόλου ως προς το κέντρο της κυκλικής τροχιάς είναι ίση µε µηδέν).

1 Ευχαριστούµε τον Φυσικό κ. Γιώργο Τσικαλά για χρήσιµες επισηµάνσεις σε αυτή την ερώτηση.
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1.13.2.	 �Α. �Τον συµπαγή, επειδή έχει µικρότερη ροπή αδράνειας (η µάζα του είναι συγκεντρωµένη σε µε-

γαλύτερη απόσταση από τον άξονα περιστροφής, σε σχέση µε τον κούφιο).

	 Β. �Τον συµπαγή, για τον ίδιο λόγο. 

1.13.3.	 �Η βάση στήριξης είναι τα σηµεία επαφής σφυριού-χεριού. Όταν το σφυρί ανατρέπεται, περιστρέ-

φεται ως προς οριζόντιο άξονα, που διέρχεται από τη βάση στήριξης.

	 �Σε κατακόρυφη στάση το σφυρί ισορροπεί, επειδή το ΚΜ του είναι πάνω από τη βάση στήριξης. 

Εάν το σφυρί γείρει κατά γωνία θ, το ΚΜ µετακινείται πέρα από τη βάση στήριξης. Για να επανα-
φέρουµε το σφυρί σε ισορροπία, πρέπει να µετακινήσουµε τη βάση στήριξης κάτω από το ΚΜ του 

σφυριού.

	 �Το σφυρί ανατρέπεται σε µικρότερη γωνία θ στο σχήµα (α), επειδή το ΚΜ του βρίσκεται ψηλότερα 

(συµβ. την Ενότητα 1.10 και την ερώτηση 1.10.3). Ταυτόχρονα όµως, το σφυρί έχει µεγαλύτερη ροπή 

αδράνειας ως προς τον άξονα περιστροφής στο σχήµα (α). Άρα, το σφυρί αποκτά µικρότερη γωνι-

ακή ταχύτητα στο σχήµα (α), και προλαβαίνουµε ευκολότερα να το επαναφέρουµε σε ισορροπία.

1.16.1.	 Α. �∆ιπλασιάζεται, Β. ∆ιπλασιάζεται, Γ. ∆ιπλασιάζεται, ∆. Τετραπλασιάζεται.

1.16.2.	 Α. Σωστό. Β. Λάθος: Η στροφορµή είναι ανάλογη µε τη ροπή αδράνειας.

1.16.3.	 �Όχι αναγκαστικά: Εάν οι κύλινδροι περιστρέφονται ως προς διαφορετικούς άξονες, έχουν διαφο-

ρετική ροπή αδράνειας.

1.18.1.	 �Στην πλατφόρµα ασκείται µία οριζόντια δύναµη τριβής µε εφαπτοµενική συνιστώσα F  από το παι-

δί. Η στροφορµή της πλατφόρµας µεταβάλλεται, επειδή η F  έχει µη µηδενική ροπή ως προς τον 

άξονα περιστροφής.

1.18.2.	 �Στο παιδί ασκείται µία οριζόντια δύναµη τριβής µε εφαπτοµενική συνιστώσα F'  από την πλατφόρµα 

(ζεύγος δράσης-αντίδρασης µε την F ). Η στροφορµή του παιδιού δεν διατηρείται επειδή η F'  έχει 

µη µηδενική ροπή ως προς τον άξονα περιστροφής. 

1.18.3.	 �Η συνισταµένη εξωτερική δύναµη στο σύστηµα πλατφόρµας-παιδιού είναι οριζόντια, και ασκείται 

στην πλατφόρµα από τον άξονα περιστροφής (βλ. σηµείωση στο παράδειγµα 1). Εξαιτίας αυτής 

της δύναµης, η συνολική ορµή του συστήµατος πλατφόρµας-παιδιού δεν διατηρείται.

1.18.4.	 �Η συνισταµένη εξωτερική δύναµη έχει µηδενική ροπή ως προς τον άξονα περιστροφής (µηδενικός 

µοχλοβραχίονας). Γι αυτό, η συνολική στροφορµή του συστήµατος πλατφόρµας-παιδιού κατά µή-

κος του άξονα περιστροφής διατηρείται.




