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4. (α)  Σωστό (β) Λάθος (γ) Σωστό 
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3. (α)  Λάθος (β) Σωστό (γ) Λάθος 



Μονοτονία συνάρτησης (Ορισμοί) 
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1. (α)  Η ݂ είναι γνησίως αύξουσα στο Թ. 

(β)  Η ݂ είναι γνησίως φθίνουσα στο ሺെ∞, 0ሻ και στο ሺ0, ൅∞ሻ. 

(γ)  Η ݂ είναι γνησίως αύξουσα στο ሺെ∞, 0ሿ και γνησίως φθίνουσα στο 

ሾ0, ൅∞ሻ. 

(δ)  Η ݂ είναι γνησίως αύξουσα στο ሺെ∞,െ1ሿ και στο ሾ1, ൅∞ሻ, ενώ είναι 

γνησίως φθίνουσα στο ሾെ1, 1ሿ. 

2. (α)  Η ݂ είναι γνησίως φθίνουσα στο Թ. 

(β)  Η ݂ είναι γνησίως αύξουσα στο ሺ0, ൅∞ሻ. 

(γ)  Η ݂ είναι γνησίως αύξουσα στο Թ. 

3. ሾെ5,െ1ሿ 

 
Ακρότατα συνάρτησης (Ορισμοί) 
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1. (α)  Η ݂ έχει τοπικό (ολικό) ελάχιστο, το ݂ሺ0ሻ ൌ 0. 

(β)  Η ݂ δεν έχει τοπικά (ολικά) ακρότατα. 

(γ)  Η ݂ έχει τοπικό μέγιστο, το ݂ሺെ1ሻ ൌ 5 και τοπικό ελάχιστο, το ݂ሺ1ሻ ൌ 1. 

(δ)  Η ݂ έχει τοπικά ελάχιστα, τα ݂ሺെ2ሻ ൌ െ27, ݂ሺ1ሻ ൌ 0 και τοπικό μέγιστο, 
το ݂ሺ0ሻ ൌ 5. 

(ε)  Η ݂ έχει τοπικά (ολικά) ελάχιστα, τα ݂ ቀെగ

ଶ
ቁ ൌ 0, ݂ ቀ

గ

ଶ
ቁ ൌ 0 και τοπικό 

(ολικό) μέγιστο, το ݂ሺ0ሻ ൌ 1. 
(στ)  Η ݂ έχει τοπικά μέγιστα, τα ݂ሺെ2ሻ ൌ √4

య , ݂ሺ3ሻ ൌ √9
య  και τοπικό (ολικό) 

ελάχιστο, το ݂ሺ0ሻ ൌ 5. 
(Το ݂ሺ3ሻ ൌ √9

య  είναι και ολικό μέγιστο της συνάρτησης ݂.) 
(ζ)  Η ݂ έχει τοπικά μέγιστα, τα ݂ሺ0ሻ ൌ 0, ݂ሺ2ሻ ൌ 1. 

(Το ݂ሺ2ሻ ൌ 1 είναι και ολικό μέγιστο της συνάρτησης ݂.) 

2. (α)  Λάθος (β) Σωστό 

(γ)  Σωστό (δ) Λάθος 

3. (α)  Η ελάχιστη τιμή της ݂ είναι η ݂ሺെ2ሻ ൌ 2. 
H ݂ δεν έχει μέγιστη τιμή. 

(β)  Η ελάχιστη τιμή της ݂ είναι η ݂ሺെ3ሻ ൌ െ5. 
Η μέγιστη τιμή της ݂ είναι η ݂ሺ0ሻ ൌ 4. 

  



Μονοτονία – Ακρότατα συνάρτησης (Θεωρήματα) 
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1. (α)  Η ݂ είναι γνησίως φθίνουσα στο διάστημα ሺെ∞, 2ሿ και γνησίως αύξουσα 
στο διάστημα ሾ2, ൅∞ሻ. 

(β)  Η ݂ είναι γνησίως φθίνουσα στο διάστημα ሺെ∞, 1ሿ και γνησίως αύξουσα 
στο διάστημα ሾ1, ൅∞ሻ. 

(γ)  Η ݂ είναι γνησίως φθίνουσα στα διαστήματα ሺെ∞, 0ሿ και ሾ2, ൅∞ሻ, ενώ 
είναι γνησίως αύξουσα στο διάστημα ሾ0, 2ሿ. 

(δ)  Η ݂ είναι γνησίως φθίνουσα στο διάστημα ሺെ∞, 0ሿ και γνησίως αύξουσα 
στο διάστημα ሾ0, ൅∞ሻ. 

2. (α)  Η ݂ έχει τοπικό (ολικό) μέγιστο, το ݂ሺ1ሻ ൌ 6. 

(β)  Η ݂ δεν έχει τοπικά ακρότατα. 

(γ)  Η ݂ έχει τοπικό (ολικό) ελάχιστο, το ݂ሺെ2ሻ ൌ െ
ଵ

௘మ
. 

(δ)  Η ݂ δεν έχει τοπικά ακρότατα. 

3. (α)  Η ݂ έχει τοπικό μέγιστο, το ݂ ቀଷగ
ସ
ቁ ൌ √ଶ

ଶ
݁
యഏ
ర . 

(β)  Η ݂ έχει τοπικό ελάχιστα, τα ݂ ቀగ
ଶ
ቁ ൌ 1 και ݂ ቀଷగ

ଶ
ቁ ൌ െ3, ενώ η ݂ έχει 

τοπικό μέγιστα, τα ݂ ቀగ
଺
ቁ ൌ

ଷ

ଶ
 και ݂ ቀହగ

଺
ቁ ൌ

ଷ

ଶ
. 

4. Η ݂ είναι γνησίως φθίνουσα στο Թ. 

6. ܽ ൌ ߚ			,1 ൌ 1

8. ሾെ35, 17ሿ 

9. (α)  Σωστό (β) Λάθος (γ) Σωστό 

10. ܽ ∈ ሾെ6, 6ሿ 

12. (α)  Η ݂ είναι γνησίως φθίνουσα στο διάστημα ሺ0, 1ሿ και γνησίως αύξουσα 
στο διάστημα ሾ1, ൅∞ሻ. 
Η ݂ έχει τοπικό (ολικό) ελάχιστο, το ݂ሺ1ሻ ൌ 0. 

 
Κυρτότητα – Σημεία καμπής συνάρτησης 
∆ραστηριότητες σελίδας 72 

1. (α)  Η ݂ είναι κυρτή στο Թ, αφού για 
κάθε ݔଵ, ଶݔ ∈ Թ η γραφική 
παράσταση της ݂ στο διάστημα 
ሾݔଵ,  ଶሿ δεν έχει κανένα σημείο τηςݔ
πάνω από το ευθύγραμμο τμήμα 
που ενώνει τα σημεία ൫ݔଵ, ݂ሺݔଵሻ൯ και 
൫ݔଶ, ݂ሺݔଶሻ൯.  



(β)  Η ݂ είναι κοίλη στο Թ, αφού για 
κάθε ݔଵ, ଶݔ ∈ Թ η γραφική 
παράσταση της ݂ στο διάστημα 
ሾݔଵ,  ଶሿ δεν έχει κανένα σημείο τηςݔ
κάτω από το ευθύγραμμο τμήμα 
που ενώνει τα σημεία ൫ݔଵ, ݂ሺݔଵሻ൯ και 
൫ݔଶ, ݂ሺݔଶሻ൯.  

(γ)  Η ݂ είναι συγχρόνως κυρτή και 
κοίλη στο Թ, αφού για κάθε 
,ଵݔ ଶݔ ∈ Թ η γραφική παράσταση 
της ݂ στο διάστημα ሾݔଵ,  ଶሿ δεν έχειݔ
κανένα σημείο της πάνω ή κάτω 
από το ευθύγραμμο τμήμα που 
ενώνει τα σημεία ൫ݔଵ, ݂ሺݔଵሻ൯ και 
൫ݔଶ, ݂ሺݔଶሻ൯. 

 

(δ)  Η ݂ είναι κυρτή στο Թ, αφού για 
κάθε ݔଵ, ଶݔ ∈ Թ η γραφική 
παράσταση της ݂ στο διάστημα 
ሾݔଵ,  ଶሿ δεν έχει κανένα σημείο τηςݔ
πάνω από το ευθύγραμμο τμήμα 
που ενώνει τα σημεία ൫ݔଵ, ݂ሺݔଵሻ൯ και 
൫ݔଶ, ݂ሺݔଶሻ൯.  

2. (α)  Η ݂ είναι κυρτή στο διάστημα ቀെ∞, ଵ
ଷ
ቃ και κοίλη στο διάστημα ቂଵ

ଷ
, ൅∞ቁ. 

(β)  Η ݂ είναι κοίλη στο διάστημα ሺെ∞, 0ሻ και κυρτή στο διάστημα ሺ0, ൅∞ሻ. 

(γ)  Η ݂ είναι κοίλη στο διάστημα ሾ0, ,ߨሿ και κυρτή στο διάστημα ሾߨ  .ሿߨ2

(δ)  Η ݂ είναι κοίλη στα διαστήματα ሺെ∞,െ2ሿ και ሾ2, ൅∞ሻ, ενώ η ݂ είναι 
κυρτή στο διάστημα ሾെ2, 2ሿ. 

3. (α)  Η ݂ είναι κοίλη στο διάστημα ሺെ∞, 1ሿ και κυρτή στο διάστημα ሾ1, ൅∞ሻ. 
Η γραφική παράσταση της ݂ έχει σημείο καμπής, το ሺ1, 3ሻ. 

(β)  Η ݂ είναι κοίλη στο διάστημα ሺെ∞,െ2ሿ και κυρτή στο διάστημα 
ሾെ2,൅∞ሻ. 
Η γραφική παράσταση της ݂ έχει σημείο καμπής, το ቀെ2, െ ଶ

௘మ
ቁ. 

(γ)  Η ݂ είναι κοίλη στο διάστημα ሺെ∞,െ1ሻ και κυρτή στο διάστημα 
ሺെ1,൅∞ሻ. 
Η γραφική παράσταση της ݂ δεν έχει σημεία καμπής. 

(δ)  Η ݂ είναι κοίλη στο διάστημα ቀ0, ݁
య
మቃ και κυρτή στο διάστημα ቂ݁

య
మ, ൅∞ቁ. 

Η γραφική παράσταση της ݂ έχει σημείο καμπής, το ൬݁
య
మ,

ଷ

ଶ௘
య
మ
൰. 

4. (α) Η ݂ είναι κυρτή στο διάστημα ሺ0, ൅∞ሻ. 
ߣ .5 ∈ ሾെ2, 2ሿ 
  



Ασύμπτωτες 
∆ραστηριότητες σελίδας 83 

1. (α)  Η γραφική παράσταση της ݂ έχει κατακόρυφη ασύμπτωτη την ευθεία 
ݔ ൌ 1. 

(β)  Η γραφική παράσταση της ݂ έχει κατακόρυφη ασύμπτωτη την ευθεία 
ݔ ൌ 1. 

(γ)  Η γραφική παράσταση της ݂ έχει κατακόρυφη ασύμπτωτη την ευθεία 
ݔ ൌ 0. 

(δ)  Η γραφική παράσταση της ݂ έχει κατακόρυφη ασύμπτωτη την ευθεία 
ݔ ൌ 3. 

2. (α)  Η γραφική παράσταση της ݂ δεν έχει κατακόρυφες ασύμπτωτες. 
Η γραφική παράσταση της ݂ έχει οριζόντια ασύμπτωτη την ευθεία 
ݕ ൌ 2, όταν ݔ → േ∞. 

(β)  Η γραφική παράσταση της ݂ δεν έχει κατακόρυφες ασύμπτωτες. 
Η γραφική παράσταση της ݂ έχει οριζόντια ασύμπτωτη την ευθεία 
ݕ ൌ 0, όταν ݔ → െ∞. 

(γ)  Η γραφική παράσταση της ݂ έχει κατακόρυφη ασύμπτωτη την ευθεία 
ݔ ൌ 0, όταν ݔ → 0ି. 
Η γραφική παράσταση της ݂ δεν έχει οριζόντιες ασύμπτωτες, όταν 
ݔ → േ∞. 

3. (α)  Σωστό (β) Λάθος (γ) Λάθος 

(δ)  Λάθος (ε) Λάθος (στ) Σωστό 

4. (α)  Η γραφική παράσταση της ݂ έχει πλάγια ασύμπτωτη την ευθεία ݕ ൌ  ,ݔ
όταν ݔ → േ∞. 

(β)  Η γραφική παράσταση της ݂ έχει πλάγια ασύμπτωτη την ευθεία ݕ ൌ  ,ݔ
όταν ݔ → ൅∞. 

(γ)  Η γραφική παράσταση της ݂ έχει πλάγια ασύμπτωτη την ευθεία 

ݕ ൌ ݔ ൅
ଵ

ଶ
, όταν ݔ → ൅∞ και την ευθεία ݕ ൌ െݔ െ

ଵ

ଶ
, όταν ݔ → െ∞. 

(δ)  Η γραφική παράσταση της ݂ έχει πλάγια ασύμπτωτη την ευθεία 
ݕ ൌ ݔ െ 1, όταν ݔ → േ∞. 

ߣ .5 ൌ െ2 
 
Μελέτη – Γραφική παράσταση συνάρτησης 
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1. (α)  Πεδίο Ορισμού: ܣ௙ ൌ Թ

Σημεία τομής της γραφικής παράστασης της ݂ με τους άξονες των 
συντεταγμένων: ሺ0, 0ሻ, ൫െ2√3, 0൯, ൫2√3, 0൯ 
∆ιαστήματα μονοτονίας: Η ݂ είναι γνησίως αύξουσα στα διαστήματα 
ሺെ∞,െ2ሿ και ሾ2, ൅∞ሻ, ενώ η ݂ είναι γνησίως φθίνουσα στο διάστημα 



ሾെ2, 2ሿ. 
Ακρότατα: Η ݂ έχει τοπικό μέγιστο, το ݂ሺെ2ሻ ൌ 16 και τοπικό ελάχιστο, 
το ݂ሺ2ሻ ൌ െ16. 
∆ιαστήματα στα οποία η ݂ είναι κυρτή ή κοίλη: Η ݂ είναι κοίλη στο 
διάστημα ሺെ∞, 0ሿ και κυρτή στο διάστημα ሾ0, ൅∞ሻ. 
Σημεία καμπής: Η γραφική παράσταση της ݂ έχει σημείο καμπής, το 
ሺ0, 0ሻ. 
Ασύμπτωτες: Η γραφική παράσταση της ݂ δεν έχει ασύμπτωτες. 
Γραφική παράσταση της ݂: 

 
(β)  Πεδίο Ορισμού: ܣ௙ ൌ Թ

Σημεία τομής της γραφικής παράστασης της ݂ με τους άξονες των 
συντεταγμένων: ሺെ1, 0ሻ, ሺ2, 0ሻ, ሺ0, 4ሻ 
∆ιαστήματα μονοτονίας: Η ݂ είναι γνησίως αύξουσα στα διαστήματα 
ሺെ∞, 0ሿ και ሾ2, ൅∞ሻ, ενώ η ݂ είναι γνησίως φθίνουσα στο διάστημα ሾ0, 2ሿ. 
Ακρότατα: Η ݂ έχει τοπικό μέγιστο, το ݂ሺ0ሻ ൌ 4 και τοπικό ελάχιστο, το 
݂ሺ2ሻ ൌ 0. 
∆ιαστήματα στα οποία η ݂ είναι κυρτή ή κοίλη: Η ݂ είναι κοίλη στο 
διάστημα ሺെ∞, 1ሿ και κυρτή στο διάστημα ሾ1, ൅∞ሻ. 
Σημεία καμπής: Η γραφική παράσταση της ݂ έχει σημείο καμπής, το 
ሺ1, 2ሻ. 
Ασύμπτωτες: Η γραφική παράσταση της ݂ δεν έχει ασύμπτωτες 
Γραφική παράσταση της ݂: 



(γ)  Πεδίο Ορισμού: ܣ௙ ൌ Թ െ ሼ1ሽ

Σημεία τομής της γραφικής παράστασης της ݂ με τους άξονες των 

συντεταγμένων: ቀെ ଵ

ଶ
, 0ቁ , ሺ0, െ1ሻ 

∆ιαστήματα μονοτονίας: Η ݂ είναι γνησίως φθίνουσα στα διαστήματα 
ሺെ∞, 1ሻ και ሺ1, ൅∞ሻ. 
Ακρότατα: Η ݂ δεν έχει τοπικά ακρότατα. 
∆ιαστήματα στα οποία η ݂ είναι κυρτή ή κοίλη: Η ݂ είναι κοίλη στο 
διάστημα ሺെ∞, 1ሻ και κυρτή στο διάστημα ሺ1, ൅∞ሻ. 
Σημεία καμπής: Η γραφική παράσταση της ݂ δεν έχει σημεία καμπής. 
Ασύμπτωτες: Η γραφική παράσταση της ݂ έχει οριζόντια ασύμπτωτη 
την ευθεία ݕ ൌ 2, όταν ݔ → േ∞ και κατακόρυφη ασύμπτωτη την ευθεία 
ݔ ൌ 1. 
Γραφική παράσταση της ݂: 

 
(δ)  Πεδίο Ορισμού: ܣ௙ ൌ Թ െ ሼെ1ሽ

Σημεία τομής της γραφικής παράστασης της ݂ με τους άξονες των 
συντεταγμένων: ሺ0, 0ሻ 
∆ιαστήματα μονοτονίας: Η ݂ είναι γνησίως φθίνουσα στα διαστήματα 
ሺെ∞,െ1ሻ και ሾ1, ൅∞ሻ, ενώ η ݂ είναι γνησίως αύξουσα στο διάστημα 
ሺെ1, 1ሿ. 
Ακρότατα: Η ݂ έχει τοπικό μέγιστο, το ݂ሺ1ሻ ൌ 1. 
∆ιαστήματα στα οποία η ݂ είναι κυρτή ή κοίλη: Η ݂ είναι κοίλη στα 
διαστήματα ሺെ∞,െ1ሻ και ሺെ1, 2ሿ, ενώ η ݂ είναι κυρτή στο διάστημα 
ሾ2, ൅∞ሻ. 
Σημεία καμπής: Η γραφική παράσταση της ݂ έχει σημείο καμπής, το 

ቀ2,
଼

ଽ
ቁ. 

Ασύμπτωτες: Η γραφική παράσταση της ݂ έχει οριζόντια ασύμπτωτη 
την ευθεία ݕ ൌ 0, όταν ݔ → േ∞ και κατακόρυφη ασύμπτωτη την ευθεία 
ݔ ൌ െ1. 
 
 



Γραφική παράσταση της ݂: 

 
(ε)  Πεδίο Ορισμού: ܣ௙ ൌ Թ െ ሼെ1ሽ

Σημεία τομής της γραφικής παράστασης της ݂ με τους άξονες των 
συντεταγμένων: ሺെ4, 0ሻ, ሺ2, 0ሻ, ሺ0, െ8ሻ 
∆ιαστήματα μονοτονίας: Η ݂ είναι γνησίως αύξουσα στα διαστήματα 
ሺെ∞,െ1ሻ και ሺെ1,൅∞ሻ. 
Ακρότατα: Η ݂ δεν έχει τοπικά ακρότατα. 
∆ιαστήματα στα οποία η ݂ είναι κυρτή ή κοίλη: Η ݂ είναι κυρτή στο 
διάστημα ሺെ∞,െ1ሻ και κοίλη στο διάστημα ሺെ1,൅∞ሻ. 
Σημεία καμπής: Η γραφική παράσταση της ݂ δεν έχει σημεία καμπής. 
Ασύμπτωτες: Η γραφική παράσταση της ݂ έχει πλάγια ασύμπτωτη την 
ευθεία ݕ ൌ ݔ ൅ 1, όταν ݔ → േ∞ και κατακόρυφη ασύμπτωτη την ευθεία 
ݔ ൌ െ1. 
Γραφική παράσταση της ݂: 

 
(στ)  Πεδίο Ορισμού: ܣ௙ ൌ Թ െ ሼെ1, 0ሽ

Σημεία τομής της γραφικής παράστασης της ݂ με τους άξονες των 

συντεταγμένων: ቀെ ଵ

ଶ
, 0ቁ 

∆ιαστήματα μονοτονίας: Η ݂ είναι γνησίως φθίνουσα στα διαστήματα 
ሺെ∞,െ1ሻ, ሺെ1, 0ሻ και ሺ0, ൅∞ሻ. 
Ακρότατα: Η ݂ δεν έχει τοπικά ακρότατα. 



∆ιαστήματα στα οποία η ݂ είναι κυρτή ή κοίλη: Η ݂ είναι κοίλη στα 

διαστήματα ሺെ∞,െ1ሻ και ቂെ ଵ

ଶ
, 0ቁ, ενώ η ݂ είναι κυρτή στα διαστήματα 

ቀെ1, െ
ଵ

ଶ
ቃ και ሺ0, ൅∞ሻ. 

Σημεία καμπής: Η γραφική παράσταση της ݂ έχει σημείο καμπής, το 

ቀെ
ଵ

ଶ
, 0ቁ. 

Ασύμπτωτες: Η γραφική παράσταση της ݂ έχει οριζόντια ασύμπτωτη 
την ευθεία ݕ ൌ 0, όταν ݔ → േ∞ και κατακόρυφες ασύμπτωτες τις 
ευθείες ݔ ൌ െ1 και ݔ ൌ 0. 
Γραφική παράσταση της ݂: 

(ζ)  Πεδίο Ορισμού: ܣ௙ ൌ Թ െ ሼ0ሽ

Σημεία τομής της γραφικής παράστασης της ݂ με τους άξονες των 
συντεταγμένων: ሺെ1, 0ሻ 
∆ιαστήματα μονοτονίας: Η ݂ είναι γνησίως φθίνουσα στα διαστήματα 
ሺെ∞,െ2ሿ και ሺ0, ൅∞ሻ, ενώ η ݂ είναι γνησίως αύξουσα στο διάστημα 
ሾെ2, 0ሻ. 

Ακρότατα: Η ݂ έχει τοπικό ελάχιστο, το ݂ሺെ2ሻ ൌ െ
ଵ

ସ
. 

∆ιαστήματα στα οποία η ݂ είναι κυρτή ή κοίλη: Η ݂ είναι κοίλη στο 
διάστημα ሺെ∞,െ3ሿ και κυρτή στα διαστήματα ሾെ3, 0ሻ και ሺ0, ൅∞ሻ. 
Σημεία καμπής: Η γραφική παράσταση της ݂ έχει σημείο καμπής, το 

ቀെ3, െ
ଶ

ଽ
ቁ. 

Ασύμπτωτες: Η γραφική παράσταση της ݂ έχει οριζόντια ασύμπτωτη 
την ευθεία ݕ ൌ 0, όταν ݔ → േ∞ και κατακόρυφη ασύμπτωτη την ευθεία 
ݔ ൌ 0. 
Γραφική παράσταση της ݂: 

 



(η)  Πεδίο Ορισμού: ܣ௙ ൌ Թ െ ሼ1ሽ

Σημεία τομής της γραφικής παράστασης της ݂ με τους άξονες των 
συντεταγμένων: ሺ0, 0ሻ 
∆ιαστήματα μονοτονίας: Η ݂ είναι γνησίως φθίνουσα στα διαστήματα 
ሺെ∞, 0ሿ και ሺ1, ൅∞ሻ, ενώ η ݂ είναι γνησίως αύξουσα στο διάστημα ሾ0, 1ሻ. 
Ακρότατα: Η ݂ έχει τοπικό ελάχιστο, το ݂ሺ0ሻ ൌ 0. 
∆ιαστήματα στα οποία η ݂ είναι κυρτή ή κοίλη: Η ݂ είναι κοίλη στο 

διάστημα ቀെ∞,െ ଵ

ଶ
ቃ, ενώ η ݂ είναι κυρτή στα διαστήματα ቂെ ଵ

ଶ
, 1ቁ και 

ሺ1, ൅∞ሻ. 
Σημεία καμπής: Η γραφική παράσταση της ݂ έχει σημείο καμπής, το 

ቀെ
ଵ

ଶ
,
ଵ

ଽ
ቁ. 

Ασύμπτωτες: Η γραφική παράσταση της ݂ έχει οριζόντια ασύμπτωτη 
την ευθεία ݕ ൌ 1, όταν ݔ → േ∞ και κατακόρυφη ασύμπτωτη την ευθεία 
ݔ ൌ 1. 
Γραφική παράσταση της ݂: 

 
(θ)  Πεδίο Ορισμού: ܣ௙ ൌ Թ

Σημεία τομής της γραφικής παράστασης της ݂ με τους άξονες των 
συντεταγμένων: ሺ0, 0ሻ 
∆ιαστήματα μονοτονίας: Η ݂ είναι γνησίως φθίνουσα στο διάστημα 
ሺെ∞,െ1ሿ και γνησίως αύξουσα στο διάστημα ሾെ1,൅∞ሻ. 

Ακρότατα: Η ݂ έχει τοπικό ελάχιστο, το ݂ሺെ1ሻ ൌ െ
ଵ

௘
. 

∆ιαστήματα στα οποία η ݂ είναι κυρτή ή κοίλη: Η ݂ είναι κοίλη στο 
διάστημα ሺെ∞,െ2ሿ και κυρτή στο διάστημα ሾെ2,൅∞ሻ. 
Σημεία καμπής: Η γραφική παράσταση της ݂ έχει σημείο καμπής, το 

ቀെ2, െ
ଶ

௘మ
ቁ. 

Ασύμπτωτες: Η γραφική παράσταση της ݂ έχει οριζόντια ασύμπτωτη 
την ευθεία ݕ ൌ 0, όταν ݔ → െ∞. 
 
 



Γραφική παράσταση της ݂: 

(ι)  Πεδίο Ορισμού: ܣ௙ ൌ Թ

Σημεία τομής της γραφικής παράστασης της ݂ με τους άξονες των 
συντεταγμένων: ሺ0, 1ሻ 
∆ιαστήματα μονοτονίας: Η ݂ είναι γνησίως αύξουσα στα διαστήματα 
ሺെ∞, 0ሿ και γνησίως φθίνουσα στο διάστημα ሾ0, ൅∞ሻ. 
Ακρότατα: Η ݂ έχει τοπικό (ολικό) μέγιστο, το ݂ሺ0ሻ ൌ 1. 
∆ιαστήματα στα οποία η ݂ είναι κυρτή ή κοίλη: Η ݂ είναι κυρτή στα 

διαστήματα ቀെ∞,െ √ଶ

ଶ
ቃ και ቂ√ଶ

ଶ
, ൅∞ቁ, ενώ η ݂ είναι κοίλη στο διάστημα 

ቂെ √ଶ

ଶ
, √
ଶ

ଶ
ቃ. 

Σημεία καμπής: Η γραφική παράσταση της ݂ έχει σημεία καμπής, τα 

ቀെ √ଶ

ଶ
,
ଵ

√௘
ቁ και ቀ√ଶ

ଶ
,
ଵ

√௘
ቁ. 

Ασύμπτωτες: Η γραφική παράσταση της ݂ έχει οριζόντια ασύμπτωτη 
την ευθεία ݕ ൌ 0, όταν ݔ → േ∞. 
Γραφική παράσταση της ݂: 

 
(ια)  Πεδίο Ορισμού: ܣ௙ ൌ Թ

Σημεία τομής της γραφικής παράστασης της ݂ με τους άξονες των 
συντεταγμένων: ሺ1, 0ሻ, ሺ0, െ1ሻ 
∆ιαστήματα μονοτονίας: Η ݂ είναι γνησίως φθίνουσα στο διάστημα 

ቀെ∞,
ଵ

ଶ
ቃ και γνησίως αύξουσα στο διάστημα ቂଵ

ଶ
, ൅∞ቁ. 

Ακρότατα: Η ݂ έχει τοπικό (ολικό) ελάχιστο, το ݂ ቀଵ
ଶ
ቁ ൌ െ

௘

ଶ
. 

∆ιαστήματα στα οποία η ݂ είναι κυρτή ή κοίλη: Η ݂ είναι κοίλη στο 
διάστημα ሺെ∞, 0ሿ και κυρτή στο διάστημα ሾ0, ൅∞ሻ. 



Σημεία καμπής: Η γραφική παράσταση της ݂ έχει σημείο καμπής, το 
ሺ0, െ1ሻ. 
Ασύμπτωτες: Η γραφική παράσταση της ݂ έχει οριζόντια ασύμπτωτη 
την ευθεία ݕ ൌ 0, όταν ݔ → െ∞. 
Γραφική παράσταση της ݂: 

(ιβ)  Πεδίο Ορισμού: ܣ௙ ൌ ሺ0,൅∞ሻ

Σημεία τομής της γραφικής παράστασης της ݂ με τους άξονες των 
συντεταγμένων: ሺ1, 0ሻ 
∆ιαστήματα μονοτονίας: Η ݂ είναι γνησίως αύξουσα στο διάστημα ሺ0, ݁ሿ 
και γνησίως φθίνουσα στο διάστημα ሾ݁, ൅∞ሻ. 

Ακρότατα: Η ݂ έχει τοπικό (ολικό) μέγιστο, το ݂ሺ݁ሻ ൌ ଵ

௘
. 

∆ιαστήματα στα οποία η ݂ είναι κυρτή ή κοίλη: Η ݂ είναι κοίλη στο 
διάστημα ൫0, √݁ଷ൧ και κυρτή στο διάστημα ൣ√݁ଷ,൅∞൯. 
Σημεία καμπής: Η γραφική παράσταση της ݂ έχει σημείο καμπής, το 

ቀ√݁ଷ,
ଷ

ଶ√௘య
ቁ. 

Ασύμπτωτες: Η γραφική παράσταση της ݂ έχει κατακόρυφη ασύμπτωτη 
την ευθεία ݔ ൌ 0, όταν ݔ → 0ା και οριζόντια ασύμπτωτη την ευθεία 
ݕ ൌ 0, όταν ݔ → ൅∞. 
Γραφική παράσταση της ݂: 

(ιγ)  Πεδίο Ορισμού: ܣ௙ ൌ ሺ0,൅∞ሻ

Σημεία τομής της γραφικής παράστασης της ݂ με τους άξονες των 
συντεταγμένων: ሺ1, 0ሻ 



∆ιαστήματα μονοτονίας: Η ݂ είναι γνησίως φθίνουσα στο διάστημα 

ቀ0,
ଵ

√௘
ቃ και γνησίως αύξουσα στο διάστημα ቂ ଵ

√௘
, ൅∞ቁ. 

Ακρότατα: Η ݂ έχει τοπικό (ολικό) ελάχιστο, το ݂ ቀ ଵ

√௘
ቁ ൌ െ

ଵ

ଶ௘
. 

∆ιαστήματα στα οποία η ݂ είναι κυρτή ή κοίλη: Η ݂ είναι κοίλη στο 

διάστημα ቀ0, ଵ

√௘య
ቃ και κυρτή στο διάστημα ቂ ଵ

√௘య
, ൅∞ቁ. 

Σημεία καμπής: Η γραφική παράσταση της ݂ έχει σημείο καμπής, το 

ቀ ଵ

√௘య
, െ

ଷ

ଶ௘య
ቁ. 

Ασύμπτωτες: Η γραφική παράσταση της ݂ δεν έχει ασύμπτωτες. 
Γραφική παράσταση της ݂: 

(ιδ)  Πεδίο Ορισμού: ܣ௙ ൌ Թ

Σημεία τομής της γραφικής παράστασης της ݂ με τους άξονες των 

συντεταγμένων: ቀ0, ଵ
ଶ
ቁ 

∆ιαστήματα μονοτονίας: Η ݂ είναι γνησίως αύξουσα στο Թ. 
Ακρότατα: Η ݂ δεν έχει τοπικά ακρότατα. 
∆ιαστήματα στα οποία η ݂ είναι κυρτή ή κοίλη: Η ݂ είναι κυρτή στο 
διάστημα ሺെ∞, 0ሿ και κοίλη στο διάστημα ሾ0, ൅∞ሻ. 
Σημεία καμπής: Η γραφική παράσταση της ݂ έχει σημείο καμπής, το 

ቀ0,
ଵ

ଶ
ቁ. 

Ασύμπτωτες: Η γραφική παράσταση της ݂ έχει οριζόντια ασύμπτωτη 
την ευθεία ݕ ൌ 1, όταν ݔ → ൅∞ και την ευθεία ݕ ൌ 0, όταν ݔ → െ∞. 
Γραφική παράσταση της ݂: 

 
 
 
 



ߢ .2 ൌ 3 
Γραφική παράσταση της ݂: 

 
Προβλήματα μεγίστων – ελαχίστων 
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2. Θετικός αριθμός: ܽ ൌ 1 

3. Θετικός αριθμός: ܽ ൌ ଵ

ଶ
 

4. 
(α)  Μήκος: ܽ ൌ 2√2 μονάδες, Πλάτος: ߚ ൌ √2 μονάδες 
(β)  Εμβαδόν: ܧ ൌ 4 τετραγωνικές μονάδες 

௉ݔ .5 ൌ
√3
3

 

6. Ακτίνα: ܴ ൌ √2	m,  Ύψος: 1 m,  Μέγιστος Όγκος: ௠ܸ௔௫ ൌ
ଶగ

ଷ
mଷ 

7. Πλευρά βάσης: ܽ ൌ 15	cm,  Ύψος: ߭ ൌ 10 cm 

8. 
(α)  ܲሺݔሻ ൌ െ

ଶݔ

5
൅ ݔ200 െ 50, ݔ ∈ ሾ0, ൅∞ሻ 

(β)  ݔ ൌ 500 τόνοι 

9. 
(α)  ܧሺݔሻ ൌ ሺ300 ൅ ሻሺ5000ݔ െ ,ሻݔ10 ݔ ∈ ሾെ300,൅∞ሻ

(β)  Τιμή εισιτηρίου: 400 ευρώ ሺݔ ൌ 100ሻ 
(γ)  Μέγιστο κέρδος: ܧሺ100ሻ ൌ 1600000 ευρώ 

ݔ .10 ൌ 20 
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2. (α)  ߦ ൌ 1 (β) ߦ ൌ 2

ߦ .5 ൌ √9
య  

6. (α)  Η ݂ είναι γνησίως αύξουσα στο ܣ௙ ൌ Թ.

(β)  Η ݃ είναι γνησίως αύξουσα στο ܣ௚ ൌ ሾ2,൅∞ሻ. 

7. (α)  ݂ሺ2ሻ ൐ ݂ሺ3ሻ 
(β)  ݂൫݂ሺ2ሻ൯ ൏ ݂൫݂ሺ3ሻ൯ 
(γ)  ݔ ∈ ሺെ∞,െ3ሻ ∪ ሺെ1,൅∞ሻ

8. ∆ιαστήματα μονοτονίας: Η ݃ είναι γνησίως φθίνουσα στο διάστημα ሺ0, ݁ሿ και 
γνησίως αύξουσα στο διάστημα ሾ݁, ൅∞ሻ. 
݁గ ൏  ௘ߨ

9. ݇ ∈ ሾെ4, 4ሿ 



11. (α)  Πεδίο Ορισμού: ܣ௙ ൌ Թ

Σημεία τομής της γραφικής παράστασης της ݂ με τους άξονες των 
συντεταγμένων: ሺ0, 0ሻ 
∆ιαστήματα μονοτονίας: Η ݂ είναι γνησίως φθίνουσα στα διαστήματα 
ሺെ∞,െ1ሿ και ሾ1, ൅∞ሻ, ενώ η ݂ είναι γνησίως αύξουσα στο διάστημα 
ሾെ1, 1ሿ. 
Ακρότατα: Η ݂ έχει τοπικό ελάχιστο, το ݂ሺെ1ሻ ൌ െ1 και τοπικό μέγιστο, 
το ݂ሺ1ሻ ൌ 1. 
Ασύμπτωτες: Η γραφική παράσταση της ݂ έχει οριζόντια ασύμπτωτη 
την ευθεία ݕ ൌ 0, όταν ݔ → േ∞. 
Γραφική παράσταση της ݂: 

 
(β)  Πεδίο Ορισμού: ܣ௙ ൌ Թ

Σημεία τομής της γραφικής παράστασης της ݂ με τους άξονες των 
συντεταγμένων: ሺ2, 0ሻ, ሺ0, 1ሻ 
∆ιαστήματα μονοτονίας: Η ݂ είναι γνησίως αύξουσα στα διαστήματα 
ሺെ∞,െ2ሿ και ሾ2, ൅∞ሻ, ενώ η ݂ είναι γνησίως φθίνουσα στο διάστημα 
ሾെ2, 2ሿ. 
Ακρότατα: Η ݂ έχει τοπικό μέγιστο, το ݂ሺെ2ሻ ൌ 2 και τοπικό ελάχιστο, 
το ݂ሺ2ሻ ൌ 0. 
Ασύμπτωτες: Η γραφική παράσταση της ݂ έχει οριζόντια ασύμπτωτη 
την ευθεία ݕ ൌ 1, όταν ݔ → േ∞. 
Γραφική παράσταση της ݂: 

 
(γ)  Πεδίο Ορισμού: ܣ௙ ൌ Թ െ ሼ0ሽ

∆εν υπάρχουν σημεία τομής της γραφικής παράστασης της ݂ με τους 
άξονες των συντεταγμένων. 



∆ιαστήματα μονοτονίας: Η ݂ είναι γνησίως αύξουσα στα διαστήματα 
ሺെ∞,െ3ሿ και ሾ3, ൅∞ሻ, ενώ η ݂ είναι γνησίως φθίνουσα στα διαστήματα 
ሾെ3, 0ሻ και ሺ0, 3ሿ. 
Ακρότατα: Η ݂ έχει τοπικό μέγιστο, το ݂ሺെ3ሻ ൌ െ7 και τοπικό ελάχιστο, 
το ݂ሺ3ሻ ൌ 5. 
Ασύμπτωτες: Η γραφική παράσταση της ݂ έχει κατακόρυφη ασύμπτωτη 
την ευθεία ݔ ൌ 0 και πλάγια ασύμπτωτη την ευθεία ݕ ൌ ݔ െ 1, όταν 
ݔ → േ∞. 
Γραφική παράσταση της ݂: 

 
12. Μήκος: ܽ ൌ ଶோ√ଶ

ଶ
 μονάδες, Πλάτος: ߚ ൌ ோ√ଶ

ଶ
 μονάδες 

13. 
(α)  Ακτίνα: ܴ ൌ 4	cm,  Ύψος: ହ

ଷ
cm 

(β)  Ακτίνα: ܴ ൌ 3	cm,  Ύψος: ହ
ଶ
cm 

14. Μήκος: ܽ ൌ 2√3 μονάδες, Πλάτος: ߚ ൌ 6 μονάδες 
  



Ενότητα 2: Αντίστροφες τριγωνομετρικές συναρτήσεις 
Αντίστροφες τριγωνομετρικές συναρτήσεις 
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1. 
(α)  

ߨ
3

 (β) 0 (γ) 
ߨ
4

 

(δ)  
ߨ
3

 (ε) √3
2

 (στ) 2√2
3

 

2. ημ ቆτοξσφ ൬െ
1
2
൰ቇ ൌ

2√5
5

	,		 συν ቆτοξσφ ൬െ
1
2
൰ቇ ൌ െ

√5
5

 

4. ημሺτοξεφݔሻ ൌ
|ݔ|

√1 ൅ ଶݔ
	,			συνሺτοξσφݔሻ ൌ

|ݔ|

√1 ൅ ଶݔ
 

 
Παράγωγος αντίστροφων τριγωνομετρικών συναρτήσεων – Εφαρμογές 
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1. 
(α)  

1
2

 (β)
1
2

 

(γ)  1 (δ) 0

2. (α)  ܣ௙ ൌ ሾെ2, 2ሿ 

݂ᇱሺݔሻ ൌ
1

√4 െ ଶݔ
	 , ݔ ∈ ሺെ2, 2ሻ 

(β)  ܣ௙ ൌ ൣ1 െ √2, 1 ൅ √2൧ 

݂ᇱሺݔሻ ൌ
1

√1 ൅ ݔ2 െ ଶݔ
, ݔ ∈ ൫1 െ √2, 1 ൅ √2൯ 

(γ)  ܣ௙ ൌ Թ െ ቄߨߢ ൅
ߨ
2
ߢ			,	 ∈ Ժቅ 

݂ᇱሺݔሻ ൌ
2εφݔሺ1 ൅ εφଶݔሻ

1 ൅ εφସݔ
, ݔ ∈ Թ െ ቄߨߢ ൅

ߨ
2
, ߢ ∈ Ժቅ 

(δ)  ܣ௙ ൌ Թ

݂ᇱሺݔሻ ൌ
ݔ ൅ √1 ൅ ଶݔ

√1 ൅ ଶݔ ቀ1 ൅ ൫ݔ ൅ √1 ൅ ଶݔ ൯
ଶ
ቁ
, ݔ ∈ Թ 

(ε)  ܣ௙ ൌ ሺെ∞,െ1ሿ ∪ ሾ1, ൅∞ሻ

݂ᇱሺݔሻ ൌ
1

ଶݔ√|ݔ| െ 1
	, ݔ ∈ ሺെ∞,െ1ሿ ∪ ሾ1, ൅∞ሻ 

ݔ .3 ൌ േ
2√2
3

 

4. (α)  Η ݂ έχει τοπικό μέγιστο, το ݂ሺെ1ሻ ൌ െ1 ൅
గ

ଶ
 και τοπικό ελάχιστο, το 

݂ሺ1ሻ ൌ 1 െ
గ

ଶ
	. 

(β)  Η ݂ έχει τοπικό (ολικό) μέγιστο, το ݂ሺ0ሻ ൌ గ

ଶ
 και τοπικά (ολικά) ελάχιστα, 

τα ݂ሺെ1ሻ ൌ ݂ሺ1ሻ ൌ 0. 
(γ)  Η ݂ έχει τοπικό (ολικό) μέγιστο, το ݂ሺ0ሻ ൌ గ

ଶ
 . 
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޿ .1 ൌ
4
5

 

4. (α)  ܣ௙ ൌ ሾെ1, 1ሿ 

݂ᇱሺݔሻ ൌ
√1 െ ଶݔ ⋅ τοξημݔ ൅ 1 ൅ ݔ െ ଶݔ2

2√1 െ ଶݔ
, ݔ ∈ ሺെ1, 1ሻ 

(β)  ܣ௙ ൌ Թ

݂ᇱሺݔሻ ൌ 2τοξεφݔ	, ݔ ∈ Թ 
(γ)  ܣ௙ ൌ ሾ0, 1ሿ 

݂ᇱሺݔሻ ൌ െ
1

ݔ√2 ⋅ √1 െ ݔ
, ݔ ∈ ሺ0, 1ሻ 

௙షభܣ .5 ൌ ሺെ∞,െ1ሿ ∪ ሾ1, ൅∞ሻ 

Γραφικές παραστάσεις των ݂ και ݂ିଵ: 

 
6. Η ݂ έχει τοπικό ελάχιστο, το ݂ሺെ1ሻ ൌ 2 െ  και τοπικό μέγιστο, το ߨ

݂ሺ1ሻ ൌ ߨ െ 2 . 
 


