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ΠǐǘλǏγǏǑ 
 

ΠǐǏλǏγίζǕ με ιδιαίτεǐη Ǔαǐά και ικανǏȷǏίηση την έκδǏση σε δǙǏ τεǙǓη τǏǒ 
βιβλίǏǒ «Μαθηματικά Α΄ ΛǒκείǏǒ», ȷǏǒ αȷǏτελεί αξιǘλǏγǏ βήμα στην ȷǐǏσȷάθεια 
για αναβάθμιση τǏǒ ȷεǐιεǓǏμένǏǒ τǕν διδακτικǚν βιβλίǕν και τǏν εκσǒγǓǐǏνισμǘ 
τηǑ ȷαǐεǓǘμενηǑ ΜαθηματικήǑ ȷαιδείαǑ. 

Στην αǐǓή κάθε ενǘτηταǑ γίνεται ȷαǐάθεση τǕν στǘǓǕν και Ǐι μαθητέǑ/τǐιεǑ 
ȷǐǏǖδεάζǏνται ǕǑ ȷǐǏǑ τǏ τι «θα μάθǏǒμε». ΑκǏλǏǒθεί, στǏ «ΈǓǏǒμε μάθει …», η 
ȷαǐǏǒσίαση τηǑ αναγκαίαǑ ȷǐǏǗȷάǐǓǏǒσαǑ γνǚσηǑ ȷǏǒ Ǐι μαθητέǑ/τǐιεǑ ȷǐέȷει 
να διαθέτǏǒν, κάτι ȷǏǒ βǏηθά τǏǒǑ/τιǑ εκȷαιδεǒτικǏǙǑ στǏν καταǐτισμǘ 
καλǙτεǐηǑ διαγνǕστικήǑ και διαμǏǐφǕτικήǑ αξιǏλǘγησηǑ. Στη σǒνέǓεια, Ǐι νέεǑ 
μαθηματικέǑ έννǏιεǑ διεǐεǒνǚνται με τǐǘȷǏ ȷǏǒ ǒȷǏκινεί τǏ ενδιαφέǐǏν και την 
ȷεǐιέǐγεια τǕν μαθητǚν/τǐιǚν, ǘȷǕǑ ǏǐίζǏǒν Ǐι αǐǓέǑ τǕν ΕκσǒγǓǐǏνισμένǕν 
Αναλǒτικǚν ΠǐǏγǐαμμάτǕν τǕν Μαθηματικǚν. Η ȷǐǏσȷάθεια κλιμακǚνεται με 
ȷαǐαδείγματα και διαβαθμισμένεǑ δǐαστηǐιǘτητεǑ, με έμφαση στη λǙση 
ȷǐǏβλήματǏǑ και στην ανάδειξη τηǑ τεǓνǏλǏγίαǑ ǕǑ αναȷǘσȷαστǏǒ μέǐǏǒǑ τηǑ 
ΜαθηματικήǑ εκȷαίδεǒσηǑ.  

ΌλεǑ Ǐι εκδǘσειǑ για τα Μαθηματικά τǕν τελεǒταίǕν ǓǐǘνǕν βǐίσκǏνται ǒȷǘ 
σǒνεǓή αξιǏλǘγηση, διαμǘǐφǕση και βελτίǕση στη βάση τηǑ ανατǐǏφǏδǘτησηǑ 
και τǕν ȷαǐατηǐήσεǕν ȷǏǒ ȷǐǏέǐǓǏνται και αȷǘ τǏǒǑ/τιǑ μάǓιμǏǒǑ/εǑ 
καθηγητέǑ/τǐιεǑ τǕν Μαθηματικǚν. ΑναμένǕ αȷǘ τǏǒǑ διδάσκǏντεǑ/ǏǒσεǑ να 
εκφǐάσǏǒν τιǑ αȷǘǔειǑ τǏǒǑ και να ǒȷǏβάλǏǒν τιǑ εισηγήσειǑ τǏǒǑ, τǘσǏ σε σǓέση 
με τǏ ȷεǐιεǓǘμενǏ τǏǒ βιβλίǏǒ και τǏ εȷίȷεδǏ τǕν ασκήσεǕν και δǐαστηǐιǏτήτǕν 
ǘσǏ και σε σǓέση με τǏν τǐǘȷǏ ȷǐǏσέγγισηǑ τηǑ ǙληǑ.  

ΌλǏ τǏ ǒλικǘ ȷǏǒ ȷαǐάγεται για τǏ μάθημα τǕν Μαθηματικǚν αȷǏσκǏȷεί στη 
βǏήθεια τǘσǏ τǕν μαθητǚν/τǐιǚν, ǘσǏ και τǕν καθηγητǚν/τǐιǚν, στην ȷǏǐεία 
τǏǒǑ μέσα αȷǘ τα ΕκσǒγǓǐǏνισμένα Αναλǒτικά ΠǐǏγǐάμματα, με στǘǓǏ τǏ 
καλǙτεǐǏ αȷǏτέλεσμα. Είναι εμȷǏτισμένǏ με τǏν σǙγǓǐǏνǏ τǐǘȷǏ σκέǔηǑ και 
ȷǐǏσηλǕμένǏ στην ȷǐǏαγǕγή και στην ανάδειξη τǕν βασικǚν δεξιǏτήτǕν τǕν 
μαθητǚν/τǐιǚν μαǑ, ȷǏǒ αȷǏτελεί ȷǐǚτιστǏ μέλημά μαǑ. Η ȷǐǏσȷάθεια 
σǒνεǓίζεται και Ǐι ȷǐǏǏȷτικέǑ είναι λαμȷǐέǑ. 

ΕǒǓαǐιστǚ θεǐμά ǘλǏǒǑ τǏǒǑ σǒντελεστέǑ τηǑ ȷαǐǏǙσαǑ έκδǏσηǑ, εκȷαιδεǒτικǏǙǑ 
και εȷιθεǕǐητέǑ και ιδιαίτεǐα τǏν κǙǐιǏ ΚǕνσταντίνǏ ΧǐίστǏǒ, Καθηγητή στǏ 
ΠανεȷιστήμιǏ ΚǙȷǐǏǒ.  

 

Δǐ ΚǒȷǐιανǘǑ Δ. ΛǏǙηǑ 

ΔιεǒθǒντήǑ ΜέσηǑ ΕκȷαίδεǒσηǑ 

 

 
 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
          
 



ΠΕΡΙΕΧΟΜΕΝΑ Σελίδα 

ΕȷαǍάληǔη ૠ 

Αȷǘ τǏ ΓǒμνάσιǏ στǏ ΛǙκειǏ 8 

1. ΠǐαγǌατικǏί ΑǐιθǌǏί 𝟏𝟑 

1.1 Η έννǏια τηǑ νιǏστήǑ ǐίζαǑ 15 

1.2 ΙδιǘτητεǑ νιǏστήǑ ǐίζαǑ 25 

1.3 ΔǒνάμειǑ με ǐητǘ εκθέτη 32 

1.4 ΜετατǐǏȷή άǐǐητǏǒ ȷαǐǏνǏμαστή σε ǐητǘ 37 

1.5 Διάταξη ȷǐαγματικǚν αǐιθμǚν 42 

2. ΤǐιγǕǍǏǌετǐία ૟𝟑 

2.1 ΤǏ ακτίνιǏ ǕǑ μǏνάδα μέτǐησηǑ γǕνιǚν 65 

2.2 ΓǕνία σε κανǏνική θέση 70 

2.3 ΤǐιγǕνǏμετǐικǏί αǐιθμǏί γǕνίαǑ σε κανǏνική θέση 76 

2.4 ΤǐιγǕνǏμετǐικǘǑ κǙκλǏǑ 81 

2.5 ΤǐιγǕνǏμετǐικέǑ σǒναǐτήσειǑ – ΣǓέσειǑ μεταξǙ τǐιγǕνǏμετǐικǚν αǐιθμǚν 
γǕνιǚν ȷǏǒ έǓǏǒν άθǐǏισμα ή διαφǏǐά 0∘, 90∘, 180∘, 270∘, 360∘ 

94 

2.6 ΤǐιγǕνǏμετǐικέǑ ταǒτǘτητεǑ 110 

3. ΚǙκλǏǑ 𝟏𝟑𝟑 

3.1 ΣǓετική θέση δǙǏ κǙκλǕν 137 

3.2 ΕγγεγǐαμμένεǑ – ΕȷίκεντǐεǑ γǕνίεǑ 146 

3.3 Θεǚǐημα ΧǏǐδήǑ και ΕφαȷτǏμένηǑ 159 

4. ΔιαǍǙσǌατα 𝟏ૠૢ 

4.1 Η έννǏια τǏǒ διανǙσματǏǑ 180 

4.2 ΠǐάξειǑ με διανǙσματα 191 

4.3 Διανǒσματική ακτίνα σημείǏǒ – ΔιανǙσματα σε ǏǐθǏκανǏνικǘ σǙστημα αξǘνǕν 201 

ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΩΝ 𝟐𝟐૞ 

ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ 𝟐𝟒ૠ 
  



 



ΕƵΑΝΑΛΗƻΗ 
ΑƵΟ ƸΟ ΓƹΜΝΑƷΙΟ ƷƸΟ ΛƹΚΕΙΟ 
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ΔǐαστǇǐǉǘτǇτεǑ 
 

1. ΣτǏ ȷǉǏ ǊάτǕ σǓήǌα δίǍεταǉ τǏ ǏǐǈǏγǚǍǉǏ τǐίγǕǍǏ 𝛢߁߀. Να ǒȷǏǋǏγίσετε τα ǌήǊǇ 
τǕǍ ȷǋεǒǐǚǍ τǏǒ τǐǉγǚǍǏǒ 𝛢߁߀ Ǌαǉ Ǎα δǚσετε τǉǑ αȷαǍτήσεǉǑ σαǑ στǇǍ ȷǉǏ αȷǋή 
ǌǏǐφή. 
 

 
 

2. Να τǏȷǏǈετήσετε σε αǐǉǈǌǇτǉǊή γǐαǌǌή τǏǒǑ ȷǉǏ ǊάτǕ αǐǉǈǌǏǙǑ: 
√5,   √5య ,   √8య ,   √29య ,   √29 

 
3. Η ǏǐγαǍǕτǉǊή εȷǉτǐǏȷή ǌǉαǑ σǒǍαǒǋίαǑ ǈέǋεǉ Ǎα τǏȷǏǈετήσεǉ 900 Ǌαǈίσǌατα σε 

έǍα Ǌǋεǉστǘ γήȷεδǏ. Τα Ǌαǈίσǌατα ǈα τǏȷǏǈετǇǈǏǙǍ σε τετǐάγǕǍǇ δǉάταǎǇ. Πǘσα 
Ǌαǈίσǌατα ǈα τǏȷǏǈετήσǏǒǍ σε Ǌάǈε σεǉǐά; 
 

4. Να ǒȷǏǋǏγίσετε τǇǍ ȷεǐίǌετǐǏ Ǌαǉ τǏ εǌβαδǘǍ εǍǘǑ ǊǒǊǋǉǊǏǙ ǓαǋǉǏǙ ȷǏǒ έǓεǉ 
δǉάǌετǐǏ 10 m. 
 

5. Να ǋǙσετε τǉǑ ȷǉǏ ǊάτǕ εǎǉσǚσεǉǑ: 

(α)  2𝑥 െ 6 ൌ 4𝑥 െ 2 (β)  3ሺ𝑥 െ 4ሻ ൌ 2𝑥 െ 5 

(γ)  5ሺ𝑥 ൅ 3ሻ ൌ 5𝑥 ൅  3 (δ)  
𝑎 െ 1

3
൅

1
2

ൌ
𝑎
3

൅
1
6

 

 
6. Να ȷǐǏσδǉǏǐίσετε τǏǍ ȷǐαγǌατǉǊǘ αǐǉǈǌǘ λ σε Ǌαǈεǌǉά αȷǘ τǉǑ ȷǉǏ ǊάτǕ 

εǎǉσǚσεǉǑ, έτσǉ ǚστε Ǎα είǍαǉ αδǙǍατεǑ: 
(α)  ሺߣ െ 3ሻ𝑥 ൌ 7 (β)  3𝑥 ൅ 𝑥ߣ ൅ 6 ൌ 15 െ 6𝑥 
 

7. Να ȷǐǏσδǉǏǐίσετε τǏǍ ȷǐαγǌατǉǊǘ αǐǉǈǌǘ 𝑎 σε Ǌαǈεǌǉά αȷǘ τǉǑ ȷǉǏ ǊάτǕ 
εǎǉσǚσεǉǑ, έτσǉ ǚστε Ǎα είǍαǉ αǘǐǉστεǑ: 
(α)  ሺ𝑎 ൅ 3ሻ𝑥 ൌ 0 (β)  𝑎𝑥 ൌ 6𝑥 
 

8. Να εǎετάσετε γǉα ȷǏǉεǑ ȷǐαγǌατǉǊέǑ τǉǌέǑ τǏǒ 𝑥 Ǐǐίǆεταǉ Ǉ Ǌαǈεǌǉά αȷǘ τǉǑ 
ȷαǐαστάσεǉǑ: 

𝛢 ൌ √3𝑥 െ ߀     , 2 ൌ √20 െ 5𝑥 
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9. ΔίǍǏǍταǉ Ǐǉ αǍǉσǚσεǉǑ 3𝑥 െ 4 ൒ 𝑥 െ 2  Ǌαǉ  2𝑥 ൅ 3 ൏ 13. 
(α) Να βǐείτε τǉǑ ǋǙσεǉǑ τǇǑ Ǌάǈε αǍίσǕσǇǑ. 
(β) Να ȷαǐαστήσετε τǇǍ ǊǏǉǍή ǋǙσǇ τǕǍ δǙǏ αǍǉσǚσεǕǍ στǇǍ εǒǈεία τǕǍ 

ȷǐαγǌατǉǊǚǍ αǐǉǈǌǚǍ. 
(γ) ΠǏǉα είǍαǉ Ǉ ǌǉǊǐǘτεǐǇ τǉǌή τǏǒ 𝑥 ȷǏǒ ǉǊαǍǏȷǏǉεί Ǌαǉ τǉǑ δǙǏ αǍǉσǚσεǉǑ; 
(δ) Να βǐείτε 4 άǋǋεǑ ǋǙσεǉǑ ȷǏǒ ǉǊαǍǏȷǏǉǏǙǍ Ǌαǉ τǉǑ δǙǏ αǍǉσǚσεǉǑ. 
(ε) Να βǐείτε τǇ ǌεγαǋǙτεǐǇ αǊέǐαǉα τǉǌή τǏǒ 𝑥 ȷǏǒ ǉǊαǍǏȷǏǉεί Ǌαǉ τǉǑ δǙǏ 

αǍǉσǚσεǉǑ. 
 

10. Να ǒȷǏǋǏγίσετε τǉǑ ǊǋίσεǉǑ τǕǍ ȷǉǏ ǊάτǕ εǒǈεǉǚǍ Ǌαǉ Ǎα τǉǑ ȷαǐαστήσετε 
γǐαφǉǊά: 
(α)  𝑦 ൌ 𝑥 ൅ 2 (β)  𝑦 ൌ 2𝑥 

(γ)  𝑦 ൌ 3𝑥 െ 2 (δ)  𝑦 ൅ 3𝑥 ൌ 1 

(ε)  𝑦 ൌ 2 (στ)  𝑥 ൌ 3 
 

11. Η εǒǈεία 𝑦 ൌ ,𝑥 ȷεǐǍά αȷǘ τǏ σǇǌείǏ 𝛢ሺെ1ߙ  3ሻ. 
(α) Να ǒȷǏǋǏγίσετε τǇǍ τǉǌή τǏǒ 𝑎. 
(β) Να ǒȷǏǋǏγίσετε τǉǑ σǒǍτεταγǌέǍεǑ δǙǏ σǇǌείǕǍ ȷǏǒ αǍήǊǏǒǍ στǇǍ εǒǈεία 

𝑦 ൌ 𝑎𝑥. 
 

12. Η γǐαφǉǊή ȷαǐάστασǇ τǇǑ εǒǈείαǑ 𝑦 ൌ െ2𝑥 ൅ ,ȷεǐǍά αȷǘ τǏ σǇǌείǏ 𝛢ሺെ2 ߚ 6ሻ. Να 
ǒȷǏǋǏγίσετε τǇǍ τǉǌή τǏǒ ߚ. 
 

13. Να βǐείτε τǇǍ εǎίσǕσǇ τǇǑ εǒǈείαǑ ȷǏǒ ȷεǐǍά αȷǘ τα σǇǌεία: 
(α) ሺ0, 1ሻ Ǌαǉ ሺ2, 4ሻ 
(β) ሺ0, 4ሻ Ǌαǉ ሺെ1, 4ሻ 
 

14. Να ǋǙσετε τα ȷǉǏ ǊάτǕ σǒστήǌατα εǎǉσǚσεǕǍ: 

(α)  𝑦 ൌ 3 ൅ 𝑥 
𝑥 ൅ 2𝑦 ൌ 6 (β)  𝑦 െ 2𝑥 ൌ 0 

2𝑥 ൅ 𝑦 ൌ 3 

 
15. ΣτǏ ȷǉǏ ǊάτǕ σǓήǌα δίǍǏǍταǉ Ǐǉ γǐαφǉǊέǑ ȷαǐαστάσεǉǑ τǕǍ εǒǈεǉǚǍ 

ሺߝଵሻ: 𝑦 ൌ 𝑥 െ 1  Ǌαǉ ሺߝଶሻ: 𝑦 ൌ 4𝑥 ൅ 2. 

Να ǋǙσετε γǐαφǉǊά τǏ σǙστǇǌα:  ൜ 𝑦 ൌ 𝑥 െ 1
𝑦 ൌ 4𝑥 ൅ 2  
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16. Nα βǐείτε τα αǍαȷτǙγǌατα: 

(α)  ሺ𝑥 ൅ 2ሻଶ (β)  ሺ2𝑥 െ 3𝑦ሻଶ 

(γ)  ቀ
𝑥
2

െ 2ቁ
ଶ
 (δ)  ሺ𝑥 െ 3ሻሺ𝑥 ൅ 3ሻ 

(ε)  ሺ𝑥 ൅ 4ሻଷ (στ)  ሺ2𝑥 െ 1ሻሺ2𝑥 ൅ 1ሻ 

 
17. Να αȷǏδείǎετε τǇǍ ταǒτǘτǇτα ሺ𝑎 ൅ 1ሻଶ െ ሺ𝑎 ൅ 1ሻሺ𝑎 െ 1ሻ ൌ 2ሺ𝑎 ൅ 1ሻ. 

 
18. ΑǍ 𝑎 ൅ ߚ ൌ െ ଵ

ଷ
  Ǌαǉ 𝑎ߚ ൌ െ ଻

ଷ
 ,  Ǎα αȷǏδείǎετε ǘτǉ: 

(α)  𝑎ଶ ൅ ଶߚ ൌ
43
9

 

(β)  ሺ3𝑎 ൅ 1ሻଶ ൅ ሺ3ߚ ൅ 1ሻଶ ൅ 10ሺ𝑎 ൅ ሻߚ ൌ
119

3
 

(γ)  𝑎ଷ ൅ ଷߚ ൌ െ
64
27

 

 
19. Να αǍαǋǙσετε σε γǉǍǘǌεǍǏ ȷǐǚτǕǍ ȷαǐαγǘǍτǕǍ τǉǑ ȷǉǏ ǊάτǕ ȷαǐαστάσεǉǑ: 

(α)  2𝑥ଷ െ 2𝑥 (β)  𝑦ଶ െ 𝑥ଶ െ 10𝑦 ൅ 25 

(γ)  𝑎ଷ𝑥ଷ െ ଷ𝑥ଷߚ ൅ 𝑎ଷ െ ଷ (δ)  ሺ𝑥ߚ െ 2𝑦ሻଶ– ሺ𝑥 ൅ 3𝑦ሻଶ 

 
20. Να ǋǙσετε τǉǑ εǎǉσǚσεǉǑ: 

(α) 3𝑥ଶ െ 15𝑥 ൌ  0 (β) 𝑥ଶ ൅ 𝑥 ൌ  6 

(γ) ሺ𝑎 െ 2ሻሺ2𝑎 ൅ 8ሻ ൌ െ10 (δ) 3𝑥ଶ െ 5𝑥 ൅ 2 ൌ  0 

 
21. Να αȷǋǏȷǏǉήσετε τǉǑ ȷαǐαστάσεǉǑ: 

(α)  𝑥ଶ ൅ 2𝑥
𝑥ଶ ൅ 3𝑥 ൅ 2

 

(β)  
ሺ𝑎 ൅ 1ሻሺ𝑎 െ 2ሻଶ െ 4ሺ𝑎 ൅ 1ሻ

𝑎ଷ ൅ 𝑎ଶ  

 
22. Να ǋǙσετε τǉǑ εǎǉσǚσεǉǑ: 

(α)  
1

𝑥 ൅ 1
൅

2
𝑥 െ 1

െ
4

𝑥ଶ െ 1
ൌ 0 

(β)  
𝑥ଶ ൅ 2𝑥 ൅ 1
𝑥ଶ ൅ 2𝑥 െ 3

൅
𝑥 ൅ 1
𝑥 െ 1

ൌ
𝑥 ൅ 2
𝑥 ൅ 3

 

(γ)  
2𝑥 െ 19

𝑥ଶ ൅ 𝑥 െ 6
െ

𝑥
2 െ 𝑥

ൌ
5

𝑥 ൅ 3
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23. Να βǐείτε δǙǏ δǉαδǏǓǉǊǏǙǑ φǒσǉǊǏǙǑ αǐǉǈǌǏǙǑ, τǕǍ ǏȷǏίǕǍ τα τετǐάγǕǍα Ǎα 
έǓǏǒǍ άǈǐǏǉσǌα 145. 
 

24. Να δείǎετε ǘτǉ τα ǌέσα τǕǍ ίσǕǍ ȷǋεǒǐǚǍ ǉσǏσǊεǋǏǙǑ τǐǉγǚǍǏǒ ǉσαȷέǓǏǒǍ αȷǘ τǇ 
βάσǇ τǏǒ. 
 

25. ΤǏ τǐίγǕǍǏ 𝛢߁߀ είǍαǉ ǉσǏσǊεǋέǑ ሺ𝛢߀ ൌ 𝛢߁ሻ. ΣτǉǑ ȷǐǏεǊτάσεǉǑ τǇǑ ߁߀ ȷαίǐǍǏǒǌε 
σǇǌεία ߃, ߃߀ έτσǉ ǚστε ,߄ ൌ  .είǍαǉ ǉσǏσǊεǋέǑ ߄߃Να δείǎετε ǘτǉ τǏ τǐίγǕǍǏ 𝛢 .߄߁
 

26. Με βάσǇ τǏ ȷǉǏ ǊάτǕ σǓήǌα, Ǎα βǐείτε: 
(α) ȷǏǉǏǑ τǐǉγǕǍǏǌετǐǉǊǘǑ αǐǉǈǌǘǑ τǇǑ 𝐴መ είǍαǉ ίσǏǑ ǌε ସ

ହ
 ; 

(β) ȷǏǉǏǑ τǐǉγǕǍǏǌετǐǉǊǘǑ αǐǉǈǌǘǑ τǇǑ ߁෠ είǍαǉ ίσǏǑ ǌε ସ
ହ
 ; 

 

 
 

27. Να ǒȷǏǋǏγίσετε τǏ συνθ Ǌαǉ τǇǍ εφߠ ǏǎείαǑ γǕǍίαǑ ߠ εǍǘǑ ǏǐǈǏγǕǍίǏǒ τǐǉγǚǍǏǒ, 
ǘταǍ γǍǕǐίǆǏǒǌε ǘτǉ ημߠ ൌ ଷ

ହ
. 

 
28. Ο ǊǙǐǉǏǑ Αβǐαάǌ ǈέǋεǉ Ǎα ǒȷǏǋǏγίσεǉ τǏ ǙǔǏǑ τǏǒ δέǍτǐǏǒ στǏǍ ǊήȷǏ τǏǒ. 

ΤǏȷǏǈέτǇσε τǏǍ εǎάǍτα σε αȷǘστασǇ 6 m αȷǘ τǏǍ ǊǏǐǌǘ τǏǒ δέǍτǐǏǒ Ǌαǉ 
ǒȷǏǋǘγǉσε ǘτǉ τǏ ǌέγεǈǏǑ τǇǑ γǕǍίαǑ ȷǐǏǑ τǇǍ ǊǏǐǒφή τǏǒ δέǍτǐǏǒ ήταǍ 64°. Να 
ǒȷǏǋǏγίσετε τǏ ǙǔǏǑ τǏǒ δέǍτǐǏǒ. 
(Οǉ τǐǉγǕǍǏǌετǐǉǊǏί αǐǉǈǌǏί Ǎα ǒȷǏǋǏγǉστǏǙǍ Ǌατά ȷǐǏσέγγǉσǇ δǙǏ δεǊαδǉǊǚǍ 
ǔǇφίǕǍ). 
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29. Να ǒȷǏǋǏγίσετε τǏǒǑ άγǍǕστǏǒǑ 𝑥 Ǌαǉ 𝑦 στǉǑ ȷǉǏ ǊάτǕ ȷεǐǉȷτǚσεǉǑ: 
(α)  

x

y
8 cm

38�
 

(β)  

x

y
92 cm

30�

60�

 

 



ΕΝΟΤΗΤΑ 01 
ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΟΙ ΑΡΙΘΜΟΙ 

ΠΕΡΙΕΧΟΜΕΝΑ 

1.1 Η έννοια της νιοστής ρίζας 

1.2 Ιδιǘτητες νιοστής ρίζας 

1.3 Δυνάμεις με ρητǘ εκθέτη 

1.4 Μετατροȷή άρρητου ȷαρονομαστή σε ρητǘ 

1.5 Διάταξη ȷραγματικǚν αριθμǚν 
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1.1  Η ΕΝΝΟΙΑ ΤΗΣ ΝΙΟΣΤΗΣ ΡΙΖΑΣ 

 

x Ποιος φυσικǘς αριθμǘς βρίσκεται «ȷιο κοντά» στον αριθμǘ 𝑎 ൌ √89; 
x Πǚς μȷορείτε να εξηγήσετε την αȷάντησή σας χωρίς την χρήση υȷολογιστικής 

μηχανής; 
x Να εȷαναλάβετε τα ȷιο ȷάνω ερωτήματα για τον αριθμǘ 𝛽 ൌ √893 . 

 
 

 

x Να βρείτε δǙο αριθμοǙς τέτοιους, ǚστε το τετράγωνο του ενǘς να είναι ίσο με τον 
κǙβο του άλλου. Να εξηγήσετε τον τρǘȷο σκέψης σας. 

x Να βρείτε δǙο αριθμοǙς τέτοιους, ǚστε το άθροισμα των τετραγǚνων τους να 
είναι ίσο με το τετράγωνο ενǘς άλλου αριθμοǙ. 

 
 

 
x Να ανοίξετε το αρχείο «ALyk_En01_RizesPolyonymou.ggb». 

 

 

  

ΕǎεǐεǙǍǇσǇ 
ΠαǐατήΔǐ

ǇσǇ 

 

ΔǉεǐεǙǍǇσǇ 1 
ΠαǐατήΔǐǇ

σǇ 

 

ΔǉεǐεǙǍǇσǇ 2 
ΠαǐατήΔǐǇσ

Ǉ 
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x Να δǚσετε κατάλληλες τιμές στα «𝜈» και «𝑎», για να κατασκευάσετε τις γραφικές 
ȷαραστάσεις της μορφής 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥ఔ ൅ 𝑎 ȷου αναȷαριστοǙν τα αντίστοιχα 
ȷολυǚνυμα 𝑃ሺ𝑥ሻ. Στη συνέχεια, να συμȷληρǚσετε τον ȷιο κάτω ȷίνακα, σǙμφωνα 
με το ȷαράδειγμα. 

 
Πολυǚνυμο 

𝒙𝝂 ൅ 𝒂 
ΕξίσǕση 
𝒙𝝂 ൅ 𝒂 ൌ 𝟎 

𝝂 
ΛǙσεις 

εξίσǕσης 

𝑃ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥2 െ 1 𝑥2 ൌ 1 2 𝑥 ൌ 1,   𝑥 ൌ െ1 

𝑃ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥3 ൅ 1    

𝑃ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥3 െ 1    

𝑃ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥4 െ 1    

𝑃ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥5 െ 1    

𝑃ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥5 ൅ 1    

 
x Τι ȷαρατηρείτε ως ȷρος το ȷλήθος των λǙσεων της εξίσωσης 𝑥ఔ ൌ 1 στις 

ȷεριȷτǚσεις για τις οȷοίες το 𝜈 είναι άρτιος ή ȷεριττǘς αριθμǘς; 
x Να συμȷληρǚσετε τον ȷιο κάτω ȷίνακα, χωρίς να κάνετε τις αντίστοιχες 

γραφικές ȷαραστάσεις. 
 

Πολυǚνυμο 
𝒙𝝂 ൅ 𝒂 

Πολυǚνυμο σε γινǘμενο 
ȷρǚτǕν ȷαραγǘντǕν 

ΕξίσǕση 
𝒙𝝂 ൅ 𝒂 ൌ 𝟎 

𝝂 
ΛǙσεις 

εξίσǕσης 

𝑃ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥4 െ 16 𝑃ሺ𝑥ሻ ൌ ሺ𝑥 െ 2ሻሺ𝑥 ൅ 2ሻሺ𝑥2 ൅ 4ሻ 𝑥4 ൌ 16   

 𝑃ሺ𝑥ሻ ൌ ሺ𝑥 ൅ 2ሻሺ𝑥4 െ 2𝑥3 ൅ 4𝑥2 െ 8𝑥 ൅ 16ሻ    

 𝑃ሺ𝑥ሻ ൌ ሺ𝑥 െ 2ሻሺ𝑥4 ൅ 2𝑥3 ൅ 4𝑥2 ൅ 8𝑥 ൅ 16ሻ    

 𝑃ሺ𝑥ሻ ൌ ሺ𝑥 െ 3ሻሺ𝑥 ൅ 3ሻሺ𝑥2 ൅ 9ሻ    

𝑃ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥3 ൅ 125     

𝑃ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥6 െ 1     

 
x Τι ȷαρατηρείτε;  
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Έχουμε μάθει στο Γυμνάσιο τα βασικά ΑριθμοσǙνολα: 
Φυσικοί αριθμοί:    ℕ ൌ ሼ1, 2, 3, 4, … ሽ 
Ακέραιοι αριθμοί:  ℤ ൌ ሼ0,േ1,േ2,േ3,… ሽ 

Ρητοί αριθμοί:        ℚ ൌ ൜
𝑎
𝛽
 , 𝛽 ് 0,   𝑎,   𝛽 ∈ ℤ ൠ 

Παρατηρήσαμε ǘτι ℕ ⊂ ℤ ⊂ ℚ. Δηλαδή, κάθε φυσικǘς αριθμǘς είναι εȷίσης ακέραιος 
και κάθε ακέραιος είναι και ρητǘς. Ειδικά για το σǙνολο των ρητǚν, είδαμε ǘτι κάθε 
ρητǘς μȷορεί να γραφεί ως δεκαδικǘς με ȷεȷερασμένο ȷλήθος ψηφίων ή ως 
ȷεριοδικǘς δεκαδικǘς (να έχει άȷειρα δεκαδικά ψηφία και αȷǘ ένα ψηφίο και μετά 
αȷοτελείται αȷǘ έναν εȷαναλαμβανǘμενο τμήμα ȷου λέγεται και ȷεριοδικǘ τμήμα.). 
Για ȷαράδειγμα, ρητοί αριθμοί είναι οι 

1
5
, െ

2
11
,൅8,െ4, 0 

αλλά και οι δεκαδικοί: 

0,4,െ0,231,   0, 4ത ൌ 0,444444… ൌ
4
9
,    0, 234തതതതത ൌ 0,234234234… ൌ

234
999

ൌ
26
111

 

 
Υȷάρχουν και αριθμοί, οι οȷοίοι δεν μȷοροǙν να γραφοǙν ως κλάσματα με ǘρους 
ακέραιους αριθμοǙς. Δηλαδή, δεν μȷοροǙν να ȷάρουν τη μορφή: 

𝑎
𝛽
 ,   𝛽 ് 0,   𝑎, 𝛽 ∈ ℤ  

Αυτǘ σημαίνει ǘτι υȷάρχουν αριθμοί, οι οȷοίοι δεν είναι ρητοί, τους οȷοίους 
ονομάζουμε άρρητους. Το σǙνολο των άρρητων αριθμǚν συμβολίζεται με ℝ െℚ. 
Για ȷαράδειγμα, τέτοιοι αριθμοί είναι οι √2,  1

√5
 , √73 , 𝜋 κτλ. 

 
Η ένωση του συνǘλου των ρητǚν αριθμǚν με τους άρρητους αριθμοǙς μας δίνει το 
σǙνολο των ȷραγματικǚν αριθμǚν, το οȷοίο συμβολίζεται με ℝ. Δηλαδή, 
ℝ ൌ ℚ∪ ሺℝ െℚሻ. 
 

 
 

Οι ȷραγματικοί αριθμοί μȷοροǙν να αναȷαρασταθοǙν ȷάνω σε μια ευθεία, ǘȷου σε 
κάθε σημείο της αντιστοιχεί ένας και μǘνον ένας ȷραγματικǘς αριθμǘς. 
Για ȷαράδειγμα, στο ȷιο κάτǕ σχήμα βλέȷουμε την αναȷαράσταση τǕν αριθμǚν 

െ5,25,െ𝜋,െ 1
2
 , √3 και 5, 3ത ȷάνǕ στην ευθεία τǕν ȷραγματικǚν αριθμǚν. 
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Έχουμε μάθει στο Γυμνάσιο τις έννοιες της τετραγωνικής και κυβικής ρίζας. 
Συγκεκριμένα, για 𝑎 ൒ 0, 𝛽 ൒ 0: 

  √𝑎 ൌ 𝛽 ⇔ 𝛽2 ൌ 𝑎 
Αȷǘ το ȷιο ȷάνω, έχουμε: 

√𝑎 ൌ ඥ𝛽2 ൌ 𝛽,    𝑎, 𝛽 ൒ 0 
Για ȷαράδειγμα, ισχǙει √25 ൌ 5, αφοǙ 52 ൌ 25. 
 
Είναι γνωστǘ ǘτι υȷάρχει ακǘμα ένας αριθμǘς, ο οȷοίος αν υψωθεί στο τετράγωνο 
μας δίνει το 25. Έχουμε ǘτι ሺെ5ሻ2 ൌ 25, αλλά δεν γράφουμε ȷοτέ ǘτι √25 ൌ േ5. 
Διακρίνουμε, δηλαδή ǘτι το αȷοτέλεσμα της √25 είναι διαφορετικǘ αȷǘ τις λǙσεις της 
εξίσωσης 𝑥2 ൌ 25. 
Συγκεκριμένα, οι λǙσεις της εξίσωσης είναι δǙο, οι 𝑥1 ൌ √25 ൌ 5 και 𝑥2 ൌ െ√25 ൌ െ5, 
ενǚ η √25 είναι μοναδική και είναι ίση με 5. 
Εȷεκτείνοντας τις έννοιες της τετραγωνικής και της κυβική ρίζας, μȷοροǙμε με 
ανάλογο τρǘȷο να ορίσουμε την έννοια της νιοστής ρίζας και για άλλους φυσικοǙς 
αριθμοǙς. 
 
Ορισμǘς 
Η νιοστή ρίζα ενǘς μη αρνητικοǙ αριθμοǙ 𝑎, ǘȷου 𝜈 θετικǘς ακέραιος, είναι ο μη 
αρνητικǘς αριθμǘς 𝛽 ο οȷοίος, ǘταν υψωθεί σε δǙναμη με εκθέτη 𝜈, δίνει τον αριθμǘ 
𝑎. 
Συμβολίζεται με √𝑎ഌ  και ισχǙει ǘτι: 

√𝑎ഌ ൌ 𝛽 ⇔ 𝛽ఔ ൌ 𝑎     ሺ𝑎 ൒ 0 και  𝛽 ൒ 0,   𝜈 ∈ ℕሻ 
 
Για ȷαράδειγμα, έχουμε ǘτι: 

x √25 ൌ 5, διǘτι 52 ൌ 25. 
x √83 ൌ 2, διǘτι 23 ൌ 8. 
x √81ర ൌ 3, διǘτι 34 ൌ 81. 
x √െ32ఱ  δεν ορίζεται, διǘτι το υȷǘριζο είναι αρνητικǘ. 
x √െ64ల  δεν ορίζεται, διǘτι το υȷǘριζο είναι αρνητικǘ. 

 
Η εȷεξήγηση του συμβολισμοǙ της νιοστής ρίζας μη αρνητικοǙ ȷραγματικοǙ αριθμοǙ 
δίνεται ȷιο κάτω: 
 

Δείκτης ΡιζικοǙ                    ΣǙμβολο ΡιζικοǙ 
 

                            √𝑎ഌด
νιοστή ρίζα του 𝒂

        Υȷǘριζος Ποσǘτητα 
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Παρατηρήσεις 

x Αȷǘ τον ȷιο ȷάνω ορισμǘ, και για 𝑎 ൒ 0, έχουμε: 
¾ √𝑎భ ൌ 𝑎 
¾ √𝑎ഌ ൌ 0 ⇔ 𝑎 ൌ 0 
¾ √1ഌ ൌ 1 
¾ √𝑎ఔഌ ൌ 𝑎 

x ΜȷοροǙμε ȷιο εǙκολα να υȷολογίσουμε μια νιοστή ρίζα, ǘταν το υȷǘριζο 
γράφεται ως δǙναμη με εκθέτη 𝜈. 
Για ȷαράδειγμα: 

√81ర ൌ ඥ34ర ൌ 3 

√32ఱ ൌ ඥ25ఱ ൌ 2 
ඥ𝑥30ల ൌ ඥሺ𝑥5ሻ6ల ൌ 𝑥5,   𝑥 ൒ 0 
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ΔιερεǙνηση της εξίσǕσης 𝒙𝝂 ൌ 𝒂 (𝝂 θετικǘς ακέραιος) 

Η έννοια της νιοστής ρίζας είναι άμεσα συνδεδεμένη με τη λǙση της εξίσωσης ȷου έχει 
τη μορφή 𝑥ఔ ൌ 𝑎, 𝑎 ∈ ℝ, 𝜈 ∈ ℕ.  

Για ȷαράδειγμα: 

x Aν έχουμε την εξίσǕση 𝑥2 ൌ 16, τǘτε αȷǘ τον ορισμǘ της ρίζας ȷαίρνουμε ǘτι 
𝑥 ൌ √16 ൌ 4. ΕȷομένǕς, η 𝑥 ൌ 4 είναι μία λǙση ή ρίζα της εξίσǕσης. ΌμǕς, και το 
െ4 είναι λǙση της ȷιο ȷάνǕ εξίσǕσης, αφοǙ ሺെ4ሻ2 ൌ 16. Έτσι, ǘταν έχουμε την 
εξίσǕση 𝑥2 ൌ 16, γράφουμε: 

𝑥2 ൌ 16 ⇒ 𝑥 ൌ േ√16 ൌ േ4 

x Aν έχουμε την εξίσǕση 𝑥4 ൌ െ16, τǘτε ȷροφανǚς η εξίσǕση δεν έχει λǙση στο ℝ, 
αφοǙ δεν υȷάρχει ȷραγματικǘς αριθμǘς ȷου αν υψǕθεί στην τέταρτη δǙναμη, να 
δǚσει αρνητικǘ αριθμǘ. 

x Aν έχουμε την εξίσǕση 𝑥3 ൌ 8, τǘτε αȷǘ τον ορισμǘ της ρίζας ȷαίρνουμε ǘτι 
𝑥 ൌ √83 ൌ 2. ΕȷομένǕς, η 𝑥 ൌ 2 είναι μία λǙση της εξίσǕσης και μάλιστα μοναδική 
στο ℝ, διǘτι δεν υȷάρχει άλλος ȷραγματικǘς αριθμǘς ȷου αν υψǕθεί στην τρίτη 
δǙναμη, να δǚσει τον αριθμǘ 8. Έτσι, ǘταν έχουμε την εξίσǕση 𝑥3 ൌ 8, γράφουμε: 

𝑥3 ൌ 8 ⇒ 𝑥 ൌ √83 ൌ 2 

x Aν έχουμε την εξίσǕση 𝑥3 ൌ െ8, τǘτε ο ορισμǘς της τρίτης ρίζας δεν μας εȷιτρέȷει 
να γράψουμε 𝑥 ൌ √െ83 , διǘτι το υȷǘριζο είναι αρνητικǘς αριθμǘς. ΌμǕς, η ȷιο 
ȷάνǕ εξίσǕση έχει μοναδική λǙση στο ℝ, την 𝑥 ൌ െ2, διǘτι ሺെ2ሻ3 ൌ െ8. ΕȷομένǕς, 
σε αυτήν την ȷερίȷτǕση, γράφουμε: 

𝑥3 ൌ െ8 ⇒ 𝑥 ൌ െ√83 ൌ െ2 

 
Γενικά: 

9 Αν 𝝂 ȷεριττǘς, τǘτε η εξίσωση 𝑥ఔ ൌ 𝑎  έχει ȷάντα μία μǘνο ȷραγματική λǙση, 
ανεξάρτητα αȷǘ το αν ο 𝑎 είναι θετικǘς, αρνητικǘς ή ίσος με μηδέν. 
Συγκεκριμένα, η μία μǘνο ȷραγματική λǙση της εξίσωσης είναι: 
¾ 𝑥 ൌ √𝑎ഌ , ǘταν 𝑎 ൐ 0 
¾ 𝑥 ൌ െ√െ𝑎ഌ , ǘταν 𝑎 ൏ 0. (ΠαρατηροǙμε ǘτι ο – 𝑎, ως υȷǘριζο, είναι θετικǘς 

αριθμǘς.) 
¾ 𝑥 ൌ √𝑎ഌ ൌ 0, ǘταν 𝑎 ൌ 0. 
Για ȷαράδειγμα: 
x Η εξίσǕση 𝑥5 ൌ 32 έχει μǘνο μία ȷραγματική λǙση, τον αριθμǘ 𝑥 ൌ √32ఱ ൌ 2. 
x Η εξίσǕση 𝑥3 ൌ െ125 έχει μǘνο μία ȷραγματική λǙση, τον αριθμǘ 

𝑥 ൌ െ√125య ൌ െ5. 
9 Αν 𝝂 άρτιος τǘτε η εξίσωση 𝑥ఔ ൌ 𝑎  ενδέχεται να έχει ή να μην έχει ȷραγματικές 

λǙσεις, ανάλογα αȷǘ το αν ο 𝑎 είναι θετικǘς, αρνητικǘς ή ίσος με μηδέν. 
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Συγκεκριμένα, η εξίσωση 𝑥ఔ ൌ 𝑎, 𝜈 άρτιος: 
¾ δεν έχει ȷραγματικές λǙσεις, ǘταν 𝑎 ൏ 0 
¾ έχει δǙο ȷραγματικές λǙσεις, τις 𝑥1,2 ൌ േ√𝑎, ǘταν 𝑎 ൐ 0 
¾ μία μǘνο ȷραγματική λǙση, τη 𝑥 ൌ 0, ǘταν 𝑎 ൌ 0. 
Για ȷαράδειγμα: 
x Η εξίσǕση 𝑥4 ൌ 81 έχει δǙο ȷραγματικές λǙσεις, τις 𝑥1,2 ൌ േ√81

ర ൌ േ3. 
x Η εξίσǕση 𝑥4 ൌ െ81 δεν έχει ȷραγματικές λǙσεις. 
x H 𝑥4 ൌ 0 έχει μία μǘνο ȷραγματική λǙση, τη 𝑥 ൌ 0. 

 
Παρατήρηση 
Σε ȷολλές εξισǚσεις ενδέχεται η νιοστή ρίζα να μην είναι ρητǘς αριθμǘς. Σε τέτοια 
ȷερίȷτωση, η λǙση της εξίσωσης γράφεται με το σǙμβολο της νιοστής ρίζας ή 
υȷολογίζεται με την υȷολογιστική μηχανή με κατάλληλα δεκαδικά ψηφία, ǘταν αυτǘ 
ζητηθεί. 
Για ȷαράδειγμα: 

x 𝑥2 ൌ 7 ฺ 𝑥 ൌ േ√7 
x 𝑥6 ൌ 13 ฺ 𝑥 ൌ േ√13ల  
x 𝑥4 ൌ െ10 (Η εξίσǕση δεν έχει ȷραγματικές λǙσεις, γιατί 𝑥4 ൒ 0 και െ10 ൏ 0.) 
x 𝑥3 ൌ 20 ฺ 𝑥 ൌ √20య  
x 𝑥7 ൌ െ100ฺ 𝑥 ൌ െ√100ళ  

x 𝑥2 ൌ 2
5
⇒ 𝑥 ൌ േට2

5
 

 
Χρησιμοȷοιǚντας την υȷολογιστική μηχανή, οι ȷιο ȷάνω λǙσεις σε ȷροσέγγιση δǙο 
δεκαδικǚν ψηφίων είναι: 

9 േ√7 ≃ േ2,65 
9 േ√13ల ≃ േ1,53 
9 √20య ≃ 2,71 
9 െ√100ళ ≃ െ1,93 

9 േට2
5
≃ േ0,63 

 
Παǐάδεǉǅǌα 1 
Να υȷολογίσετε τις ȷιο κάτω ρίζες: 

(α)  √36 (β)  √8య  (γ)  √81ర  (δ)  ඨ 1
32

ఱ
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ΛǙση 

(α)  √36 ൌ ඥ62 ൌ 6 (β)  √81ర ൌ ඥ34ర ൌ 3 

(γ)  √8య ൌ ඥ23య ൌ 2 (δ)  ඨ 1
32

ఱ
ൌ ඨ൬

1
2
൰
5ఱ

ൌ
1
2

 

 

Παǐάδεǉǅǌα 2 
Να αȷλοȷοιήσετε τις ȷιο κάτω ȷαραστάσεις: 

(α)  ඥ214 (β)  ඥ5303  

(γ)  ඥ32𝑥10 ఱ  (δ)  ඨ16
𝑎12

ర
,   𝑎 ൐ 0 

 

ΛǙση 

(α)  ඥ214 ൌ ඥሺ27ሻ2 ൌ 27 

(β)  ඥ5303 ൌ ඥሺ510ሻ33 ൌ 510 

(γ)  ඥ32𝑥10ఱ ൌ ඥሺ2𝑥2ሻ5ఱ ൌ  2𝑥2. 

(δ)  Για 𝑎 ൐ 0,   ඨ
16
𝑎12

ర
ൌ ඨ൬

2
𝑎3
൰
4ర

ൌ
2
𝑎3
 . 

 
Παǐάδεǉǅǌα 3 
Να λǙσετε τις ȷιο κάτω εξισǚσεις: 

(α) 𝑥3 ൌ 8 (β) 𝑥3 ൌ െ8 (γ) 𝑥4 ൌ 81 
 

ΛǙση 

(α)  𝑥3 ൌ 8 ⇒  𝑥 ൌ √8య ⇒  𝑥 ൌ 2 

(β)  𝑥3 ൌ െ8 ⇒  𝑥 ൌ െ√8య  ⇒ 𝑥 ൌ െ2 

(γ)  𝑥4 ൌ 81 ⇒ 𝑥 ൌ േ√81ర ⇒ 𝑥 ൌ േ3  

 
Παǐάδεǉǅǌα 4 

Να λǙσετε τις ȷιο κάτω εξισǚσεις: 

(α) √𝑥 ൅ 1 ൌ 4 (β) ඥ𝑦 ൅ 2ఱ ൌ 2 
 

ΛǙση 

(α) Για να έχει ȷραγματική λǙση η εξίσωση √𝑥 ൅ 1 ൌ 4, ȷρέȷει: 
𝑥 ൅ 1 ൒ 0 ⇒ 𝑥 ൒ െ1 
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Υψǚνουμε και τα δǙο μέλη στη δεǙτερη δǙναμη: 

√𝑥 ൅ 1 ൌ 4 ⇒  ൫√𝑥 ൅ 1൯
2
ൌ 42 ⇒ 𝑥 ൅ 1 ൌ 16 ⇒  𝑥 ൌ 15, δεκτή   (𝑥 ൐ െ1) 

 
(β) Για να έχει ȷραγματική λǙση η εξίσωση ඥ𝑦 ൅ 2ఱ ൌ 2, ȷρέȷει: 

𝑦 ൅ 2 ൒ 0 ⇒ 𝑦 ൒ െ2 

Υψǚνουμε και τα δǙο μέλη στη ȷέμȷτη δǙναμη: 

ඥ𝑦 ൅ 2ఱ ൌ 2 ⇒  ൫ඥ𝑦 ൅ 2ఱ ൯
5
ൌ 25 ⇒ 𝑦 ൅ 2 ൌ 32 ⇒  𝑦 ൌ 30, δεκτή   (𝑦 ൒ െ2) 

 

Παǐάδεǉǅǌα 5 
Να λǙσετε την εξίσωση √𝑥4 െ 7 ൌ 3. 
 
ΛǙση 
Για να έχει ȷραγματική λǙση η εξίσωση √𝑥4 െ 7 ൌ 3, ȷρέȷει 𝑥4 െ 7 ൒ 0. 
Υψǚνουμε και τα δǙο μέλη στη δεǙτερη δǙναμη. Έχουμε ǘτι: 

ඥ𝑥4 െ 7 ൌ 3  ⇒ ቀඥ𝑥4 െ 7ቁ
2
ൌ 32 ⇒ 𝑥4 െ 7 ൌ 9 

⇒ 𝑥4 െ 16 ൌ 0 ⇒ ሺ𝑥2 െ 4ሻሺ𝑥2 ൅ 4ሻ ൌ 0 
⇒ 𝑥2 െ 4 ൌ 0 ⇒ 𝑥 ൌ േ2     ሺ𝑥2 ൅ 4 ് 0ሻ 

 
Για 𝑥 ൌ േ2, τǘτε 𝑥4 െ 7 ൌ 9 ൒ 0. Άρα, και οι δǙο τιμές του 𝑥 είναι δεκτές. 
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Δραστηριǘτητες 
 

1. Να υȷολογίσετε τις ȷιο κάτω ρίζες: 

(α)  √100 (β)  ඨ 8
27

య
 (γ)  √81ర െ √81 (δ)  ඥ0,00032ఱ  

 

2. (α) Να εξηγήσετε γιατί ο αριθμǘς √25య  δεν είναι ακέραιος αριθμǘς και να 
αναφέρετε τον μικρǘτερο ακέραιο αριθμǘ ο οȷοίος να είναι μεγαλǙτερǘς του. 

(β) Δίνεται ǘτι 𝑥 ൌ √25య  και 𝑦 ൌ √8. Χωρίς τη χρήση υȷολογιστική μηχανής, να 
υȷολογίσετε τους αριθμοǙς 𝑥3, 𝑥6, 𝑦2 και 𝑦6. 

(γ) Με βάση το (β), να συγκρίνετε τα 𝑥 και 𝑦. 
 

3. Ένας αριθμǘς, ǘταν υψωθεί στην 5η δǙναμη, μας δίνει 10. 

(α) Να δǚσετε τον κατάλληλο συμβολισμǘ για αυτǘν τον αριθμǘ. 
(β) Με χρήση της υȷολογιστικής μηχανής, να γράψετε τον αριθμǘ κατά 

ȷροσέγγιση τριǚν δεκαδικǚν ψηφίων. 
 

4. Να υȷολογίσετε τις ȷιο κάτω ρίζες, δίνοντας την αȷάντησή σας σε μορφή 
δǙναμης: 

(α)  ඥ5363  (β)  ඥ37 ⋅ 34 ⋅ 319 (γ)  ඥ231 ൅ 231ర  (δ)  ටඥ7903ల
 

 
5. Να αȷλοȷοιήσετε τις ȷιο κάτω ȷαραστάσεις: 

(α)  ඥ312 (β)  ඥ6603  (γ)  ඨ32
𝑥20

ఱ
  (δ)  ඨ 𝛽18

1000000
ల

,   𝛽 ൒ 0 

 

6. Να λǙσετε τις ȷιο κάτω εξισǚσεις: 
(α) 𝑥4 ൌ 16 (β) 2𝑥3 ൌ െ54 (γ) 3𝑥7 െ 1 ൌ 383 
 

7. Να λǙσετε τις ȷιο κάτω εξισǚσεις: 
(α) 𝑥6 ൌ 1000000 (β) 𝑥4 ൌ െ16 (γ) 1 െ 2𝑥6 ൌ 31

32
 

 
8. Να λǙσετε τις ȷιο κάτω εξισǚσεις: 

(α) 𝑥3 ൌ 2 (β) 3𝑥4 ൅ 5 ൌ 11 (γ) 𝑥5 ൅ 20 ൌ 10 
 

9. Να λǙσετε τις ȷιο κάτω εξισǚσεις: 
(α) ሺ𝑥 ൅ 2ሻ4 ൌ 81 (β) ሺ1 െ 𝑥ሻ5 ൌ െ1024 (γ) 2𝑥3 ൅ 1 ൌ 129 
 

10. Να λǙσετε τις ȷιο κάτω εξισǚσεις: 
(α) √2𝑥 ൅ 3 ൌ 5 (β) √3𝑥3 ൌ 6 (γ) 3√𝑥ర െ 2 ൌ 7 
 

11. Να βρείτε τον αριθμǘ, ο οȷοίος ελαττωμένος κατά 2, έχει κυβική ρίζα ίση με 10. 
 

12. Ποσǘ €3000 ανατοκίζεται με εȷιτǘκιο 𝜏% και σε 5 χρǘνια γίνεται €3828,84. Να 
υȷολογίσετε την τιμή του 𝜏 αȷǘ την εξίσωση: 

3000ሺ1 ൅ 𝜏ሻ5 ൌ 3828,84 
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1.2  ΙΔΙΟΤΗΤΕΣ ΝΙΟΣΤΗΣ ΡΙΖΑΣ 

 

x Να εξηγήσετε γιατί δεν είναι ορθές οι ȷιο κάτω ισǘτητες: 
(α)  Για κάθε 𝑎, 𝛽 ൒ 0, ισχǙει: 

ඥ𝑎 ൅ 𝛽 ൌ √𝑎 ൅ ඥ𝛽 
(β)  Για κάθε 𝑎, 𝛽 ൒ 0, 𝑎 ൒ 𝛽, ισχǙει: 

ඥ𝑎 െ 𝛽 ൌ √𝑎 െ ඥ𝛽 
 

x Να μελετήσετε τις ȷιο κάτω ισǘτητες και να αναφέρετε κατά ȷǘσο είναι ορθές ή 
ǘχι: 
(α)  Για κάθε 𝑎, 𝛽 ൒ 0, ισχǙει: 

ඥ𝑎𝛽 ൌ √𝑎 ∙ ඥ𝛽 
(β)  Για κάθε 𝑎 ൒ 0, 𝛽 ൐ 0, ισχǙει: 

ඨ
𝑎
𝛽

3
ൌ
√𝑎3

ඥ𝛽3  

 
Ιδιǘτητες ριζǚν ȷραγματικοǙ αριθμοǙ 

Με βάση τον ορισμǘ της νιοστής ρίζας και των ιδιοτήτων των δυνάμεων, μȷοροǙμε 
να αȷοδείξουμε βασικές ιδιǘτητες ȷου ισχǙουν για τις νιοστές ρίζες. 
 
Ιδιǘτητα 1 
ΙσχǙει ǘτι 

൫√𝑎ഌ ൯
ఔ
ൌ 𝑎, 

για κάθε 𝑎 ൒ 0 και 𝜈 θετικǘς ακέραιος. 

 

Αȷǘδειξη 
Θέτουμε √𝑎ഌ ൌ 𝑥. Αȷǘ τον ορισμǘ, έχουμε ǘτι: 

√𝑎ഌ ൌ 𝑥 ⇔ 𝑥ఔ ൌ 𝑎 
Έτσι, ȷροκǙȷτει ǘτι ൫√𝑎ഌ ൯

ఔ
ൌ 𝑥ఔ ൌ 𝑎. 

 

Για ȷαράδειγμα, έχουμε ǘτι ൫√7ఱ ൯
5
ൌ 7. 

  

ΔǉεǐεǙǍǇσǇ 
ΠαǐατήΔǐ

ǇσǇ 
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Ιδιǘτητα 2 
ΙσχǙει ǘτι 

ඥ𝑎𝛽ഌ  ൌ √𝑎ഌ ⋅ ඥ𝛽ഌ , 
για κάθε 𝑎, 𝛽 ൒ 0 και 𝜈 θετικǘς ακέραιος. 

Αȷǘδειξη 

Αȷǘ τις ιδιǘτητες των δυνάμεων, ισχǙει ǘτι: 

൫√𝑎ഌ ⋅ ඥ𝛽ഌ ൯
ఔ
ൌ ൫√𝑎ഌ ൯

ఔ
⋅ ൫ඥ𝛽ഌ ൯

ఔ
ൌ 𝑎𝛽 

 
Αȷǘ τον ορισμǘ της νιοστής ρίζας, ȷροκǙȷτει ǘτι: 

ඥ𝑎 ∙ 𝛽ഌ  ൌ √𝑎ഌ ⋅ ඥ𝛽ഌ  
 
Για ȷαράδειγμα, έχουμε ǘτι: 

x √23 ∙ √53 ൌ √2 ∙ 53 ൌ √103  
x √32ర ൌ √16 ∙ 2ర ൌ √16ర ∙ √2ర ൌ √24ర ∙ √2ర ൌ 2√2ర  
 

Ιδιǘτητα 3 
ΙσχǙει ǘτι 

ඨ
𝑎
𝛽

ഌ
ൌ
√𝑎ഌ

ඥ𝛽ഌ  , 

για κάθε 𝑎 ൒ 0, 𝛽 ൐ 0 και 𝜈 θετικǘς ακέραιος. 

 
Αȷǘδειξη 

Αȷǘ τις ιδιǘτητες των δυνάμεων, ισχǙει ǘτι: 

ቆ
√𝑎ഌ

ඥ𝛽 ഌ ቇ
ఔ

ൌ
൫√𝑎ഌ ൯

ఔ

൫ඥ𝛽ഌ ൯
ఔ ൌ

𝑎
𝛽

 

 
Αȷǘ τον ορισμǘ της νιοστής ρίζας, ȷροκǙȷτει ǘτι: 

√𝑎ഌ

ඥ𝛽ഌ ൌ ඨ
𝑎
𝛽

ഌ
 

 
Για ȷαράδειγμα, έχουμε ǘτι: 

x √32ర : √2ర ൌ √32: 2ర ൌ √16ర ൌ √24ర ൌ 2 

x Για 𝛽 ് 0, ට100000ఉభబ
ఱ ൌ √100000ఱ

ඥఉభబఱ ൌ ඥ10ఱఱ

ඥሺఉమሻఱ ఱ ൌ 10
ఉమ

 

x ට24
27

య
ൌ √24య

√27య ൌ 2∙ √3య

3
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Τις ȷιο ȷάνω ιδιǘτητες μȷοροǙμε να τις χρησιμοȷοιήσουμε, για να γράψουμε ριζικά σε 
αȷλοǙστερη μορφή. 

Για ȷαράδειγμα, έχουμε: 

x √18 ൌ √9 ∙ 2 ൌ √9 ⋅ √2 ൌ 3√2 

x ට7
4
ൌ √7

√4
ൌ √7

2
 

x √12 ൅ √27 ൌ √4 ∙ 3 ൅ √9 ∙ 3 ൌ √4 ⋅ √3 ൅ √9 ⋅ √3 ൌ 2√3 ൅ 3√3 ൌ 5√3 
 

Ιδιǘτητα 4 
ΙσχǙει ǘτι 

ට√𝑎ഌ
ഋ

ൌ √𝑎
ഋഌ  

για κάθε 𝑎 ൒ 0 και 𝜇, 𝜈 θετικοί ακέραιοι. 

 

Αȷǘδειξη 

Αȷǘ τις ιδιǘτητες των δυνάμεων, ισχǙει ǘτι: 

ቆට√𝑎ഌ
ഋ

ቇ
ఓఔ

ൌ ൥ቆට√𝑎ഌ
ഋ

ቇ
ఓ

൩
ఔ

ൌ ൫√𝑎ഌ ൯
ఔ
ൌ 𝑎 

 

Αȷǘ τον ορισμǘ της νιοστής ρίζας, ȷροκǙȷτει ǘτι: 

ට√𝑎ഌ
ഋ

ൌ √𝑎
ഋഌ  

 

Για ȷαράδειγμα, έχουμε ǘτι: 

x ඥ√5
య

ൌ √5ల  

x ටඥ√3 ൌ √3ఴ  

 

Ιδιǘτητα 5 
ΙσχǙει ǘτι 

√𝑎ఓఘ 
ഌഐ

ൌ √𝑎ఓഌ   

για κάθε 𝑎 ൒ 0 και 𝜇, 𝜈, 𝜌 θετικοί ακέραιοι. 

 
Αȷǘδειξη 
Με βάση την ιδιǘτητα 4, έχουμε ǘτι: 

√𝑎ఓఘ 
ഌഐ

ൌ  ටඥሺ𝛼ఓሻఘ ഐഌ
ൌ √𝑎ఓഌ  

Για ȷαράδειγμα, έχουμε ǘτι √35భబ ൌ √35మ⋅ఱ ൌ √3. 
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Την ȷιο ȷάνω ιδιǘτητα μȷοροǙμε να τη χρησιμοȷοιήσουμε, για να γράψουμε ριζικά σε 
αȷλοǙστερη μορφή. 
Για ȷαράδειγμα, έχουμε ǘτι: 

ඥ512ఴ ൌ ඥ53⋅4మ⋅ర ൌ ඥ53 

 
Παǐάδεǉǅǌα 1 
Να αȷλοȷοιήσετε τις ȷιο κάτω ȷαραστάσεις: 

(α)  ඥ214 (β)  √53 ∙ √253  (γ)  √
200
√2

 (δ)  √50 

 
ΛǙση 
(α)  ඥ214 ൌ ඥሺ27ሻ2 ൌ 27 

(β)  √53 ∙ √253 ൌ √5 ⋅ 253 ൌ √1253 ൌ 5 

(γ)  √200
√2

ൌ ඨ
200
2

ൌ √100 ൌ 10 

(δ)  √50 ൌ √25 ∙ 2 ൌ √25 ∙ √2 ൌ 5 ∙ √2 

 

Παǐάδεǉǅǌα 2 
Να γράψετε τα ȷιο κάτω ριζικά στην ȷιο αȷλή τους μορφή: 

(α) √20 (β) √25ర  

(γ) √55 ∙ 27య  (δ) ඥ𝑎15𝛽7𝛾3ఱ , ǘȷου 𝑎, 𝛽, 𝛾 ൐ 0 

 
ΛǙση 
(α) √20 ൌ √4 ⋅ 5 ൌ √4 ⋅ √5 ൌ 2√5 

(β) √25ర ൌ √24 ∙ 2ర ൌ √24ర ∙ √2ర ൌ 2√2ర  

(γ) √55 ∙ 27య ൌ √53 ∙ 52 ∙ 26 ∙ 2య ൌ √53య ∙ √26య ∙ √52 ∙ 2య ൌ 5 ∙ 22 ∙ √50య ൌ 20√50య  

(δ) ඥ𝑎15 ∙ 𝛽7 ∙ 𝛾3ఱ ൌ ඥ𝑎15 ∙ 𝛽5 ∙ 𝛽2 ∙ 𝛾3ఱ ൌ ඥሺ𝑎3ሻ5ఱ ∙ ඥ𝛽5ఱ ∙ ඥ𝛽2𝛾3ఱ ൌ 𝑎3𝛽 ∙ ඥ𝛽2𝛾3ఱ  

 
Παǐάδεǉǅǌα 3 
Να κάνετε τις ȷράξεις: 

(α)  √50 െ √2 (β)  ൫5 െ √𝑥൯
2
, 𝑥 ൒ 0  

(γ)  ൫√3 ൅ 2√5൯൫√3 െ 4√5൯ (δ)  ൫7 െ √3൯൫7 ൅ √3൯ 
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ΛǙση 
(α)  √50 െ √2 ൌ √2 ∙ 52 െ √2 ൌ 5√2 െ √2 ൌ 4√2 

(β)  ൫5 െ √𝑥൯
2
ൌ 52 െ 2 ⋅ 5 ⋅ √𝑥 ൅ ൫√𝑥൯

2
ൌ 25 ൅ 𝑥 െ 10√𝑥 

(γ)  ൫√3 ൅ 2√5൯൫√3 െ 4√5൯ ൌ 3 െ 4√15 ൅ 2√15 െ 8 ⋅ 5 ൌ െ37 െ 2√15 

(δ)  ൫7 െ √3൯൫7 ൅ √3൯ ൌ 72 െ ൫√3൯
2
ൌ 49 െ 3 ൌ 46 

 

Παǐάδεǉǅǌα 4 
Να αȷοδείξετε ǘτι η ȷαράσταση 

𝛢 ൌ 4√18 ൅ √50 െ √200 
μȷορεί να ȷάρει τη μορφή: 

(α)  𝑎ඥ𝛽, με 𝑎, 𝛽 ∈ ℕ 
(β)  √𝛾, 𝛾 ∈ ℕ 

 
ΛǙση 

(α)  𝛢 ൌ 4√18 ൅ √50 െ √200 ൌ 4√9 ∙ 2 ൅ √25 ∙ 2 െ √100 ∙ 2 
ൌ 12√2 ൅ 5√2 െ 10√2 ൌ 7√2                                 ሺ𝑎 ൌ 7, 𝛽 ൌ 2ሻ 

(β)  Αȷǘ το (α) ερǚτημα, έχουμε: 
𝛢 ൌ 7√2 ൌ √49 ∙ √2 ൌ √49 ∙ 2 ൌ √98                                ሺ𝛾 ൌ 98ሻ 

 

Παǐάδεǉǅǌα 5 
Να αȷλοȷοιήσετε τις ȷαραστάσεις: 

(α)   √5 ⋅ √𝑥,   𝑥 ൒ 0 (β)   √8ర

√4ర  

(γ)   ට√8
య

 (δ)   ඥ4𝑥4ల ∙  ඥ16𝑥2ల ,   𝑥 ൒ 0 

 

ΛǙση 
(α) √5 ⋅ √𝑥 ൌ √5𝑥 

(β) √8ర

√4ర
ൌ ට8

4
ర ൌ √2ర  

(γ) ඥ√8
య

ൌ √8ల ൌ √23ల ൌ √2 
(δ) √4𝑥4ల ∙  √16𝑥2ల ൌ  √64𝑥6ల ൌ 2𝑥 
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Δραστηριǘτητες 
 

1. Να υȷολογίσετε τις ȷιο κάτω ρίζες: 

(α) √4 ൅ 9 ൅ 62 (β) √102 െ 82 

(γ) ට൫4 ൅ √5൯
2
 (δ) √108: 4య  

(ε) ට൫√6 െ √7൯
4ర
 (στ) √16ఱ : 1

√2ఱ
 

 

2. Να αȷλοȷοιήσετε τις ȷιο κάτω ȷαραστάσεις: 

(α) √8𝑥3య , 𝑥 ൐ 0 (β) ඥ4𝑥4𝑦14 

(γ) √െ16𝑎4ర , 𝑎 ൐ 0 (δ) ඥ2𝑦ఱ ∙ ඥ8𝑦3ఱ ∙ ට2𝑦
27

ఱ
 , 𝑦 ൐ 0 

 

3. Να αȷλοȷοιήσετε τις ȷιο κάτω ȷαραστάσεις: 

(α) √4ఱ ∙ √8ఱ  (β) √2య : √128య  (γ) 1
√3
∙ √24 ∙ √2 

(δ) √𝑎ర ∙ √𝑎3ర , 𝑎 ൒ 0 (ε) √𝑥2ల ∙ √𝑥10ల , 𝑥 ൒ 0 (στ) √200 ∙ √2: 1
√32ఱ  

 

4. Να χαρακτηρίσετε με ΣΩΣΤΟ ή ΛΑΘΟΣ τους ȷιο κάτω ισχυρισμοǙς, βάζοντας σε 
κǙκλο τον αντίστοιχο χαρακτηρισμǘ, αιτιολογǚντας την αȷάντηση σας. 

(α)  √5 ∙ √5 ൌ 5 ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

(β)  √90 ൌ 9√10 ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

(γ)  √𝑥ഌ  ൊ ඥ𝑦ഌ ൌ  ට
𝑥
𝑦

ഌ , ሺ𝑥, 𝑦 ൐ 0, 𝜈 φυσικǘςሻ ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

(δ)  √3 ൅ √7 ൌ √10 ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

(ε)  √32 ൊ √2 ൌ 4 ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

(στ)  ඥ32 ൅ 42 ൌ 3 ൅ 4 ൌ 7 ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

(ζ)  ඥ22 ⋅ 54 ൌ 100 ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

(η)  √12 െ √3 ൌ √3 ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

 
5. Να αȷλοȷοιήσετε τις ȷιο κάτω ȷαραστάσεις: 

(α) √64ఱ  (β) √18𝑎5, 𝑎 ൐ 0 (γ) ඥ√𝑥24ర , 𝑥 ൒ 0 

(δ) √16𝑎4య , 𝑎 ൒ 0 (ε) ඥ9𝑎2𝛽3𝛾5, 𝑎, 𝛽, 𝛾 ൒ 0 (στ) ට16
𝑥ల

య
 ,   𝑥 ൐ 0 
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6. Να κάνετε τις ȷράξεις: 

(α) √45 ൅ 3√20 െ √5 (β) ൫2√75 ൅ 3√48 െ 9√3 ൅ √27൯: √27 

(γ) ඥ2 ൅ √25 െ 5య ൅ √121 (δ) ටඥ𝑎7𝛽18
య

 ,   𝑎, 𝛽 ൐ 0 

 
7. Να αȷλοȷοιήσετε τις ȷιο κάτω ȷαραστάσεις: 

(α) ඥ√6రయ
 (β) ටඥ√3యయయ

 

(γ) √𝑎16రబ , 𝑎 ൐ 0 (δ) ට൫7 ൅ √13൯ ∙ ට൫7 െ √13൯ 

(ε) ൫2√3 ൅ 3൯
2
 (στ) ඥ√4య ∙ ඥ√16

య
 

(ζ) ඥ𝑥2 ൅ 9 െ 6√𝑥,   𝑥 ൐ 3  

 
8. Αν 𝑥 ൌ 1 ൅ √2 και 𝑦 ൌ 1 െ √2, να υȷολογίσετε τις τιμές των ȷιο κάτω 

ȷαραστάσεων: 
(α)  𝑥 ൅ 𝑦 (β)  𝑥2 െ 𝑦2 (γ)  𝑥𝑦 (δ)  𝑥2 ൅ 𝑦2 

 
9. Να δείξετε ǘτι η ȷαράσταση 𝛢 ൌ √403 ൅ √1353 ൅ √3203  μȷορεί να ȷάρει τη μορφή: 

(α)  𝑎ඥ𝛽య , με 𝑎, 𝛽 ∈ ℕ 
(β)  √𝛾3 , 𝛾 ∈ ℕ. 
 

10. Αν 𝜑 ൌ 1+√5
2
 , να δείξετε ǘτι 𝜑2 ൌ 𝜑 ൅ 1. 

 

11. Να αȷοδείξετε ǘτι ο ቀ√𝑎 ൅ 1
√𝑎
ቁ
2
 είναι ρητǘς, αν ο αριθμǘς 𝑎 είναι θετικǘς ρητǘς. 

 
12. Οι δǙο κάθετες ȷλευρές ενǘς ορθογωνίου τριγǚνου έχουν μήκη ൫4 ൅ √2൯ και 

൫4 െ √2൯. Να αȷοδείξετε ǘτι το μήκος της υȷοτείνουσας του είναι φυσικǘς 
αριθμǘς. 
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1.3  ΔΥΝΑΜΕΙΣ ΜΕ ΡΗΤΟ ΕΚΘΕΤΗ 

 
Αȷǘ τον ορισμǘ της ρίζας έχουμε για 𝑥 ൐ 0, 𝑦 ൐ 0 ǘτι: 

𝑥2 ൌ 𝑦 ⇔ 𝑥 ൌ ඥ𝑦 
Χρησιμοȷοιǚντας την ȷιο ȷάνω ȷρǘταση, να συμȷληρǚσετε τα ȷιο κάτω και να 
αναφέρετε το συμȷέρασμα σας. 

൬5
1
2൰
2
ൌ ⋯⇔ 5

1
2 ൌ ⋯ 

൬5
1
3൰
3
ൌ ⋯ฺ 5

1
3 ൌ ⋯ 

 
Έχουμε ǘτι: 

൬𝑎
1
2൰
2
ൌ 𝑎 ⇔ 𝑎

1
2 ൌ √𝑎,   𝑎 ൐ 0 

 
Με ανάλογο τρǘȷο, έχουμε ǘτι: 

൬𝑎
1
3൰
3
ൌ 𝑎 ⇔ 𝑎

1
3 ൌ √𝑎3 ,   𝑎 ൐ 0 

 
Πρǘταση 
Για 𝑎 ∈ ℝ, 𝑎 ൒ 0 και 𝜈 ∈ ℕ ισχǙει: 

𝑎
1
ఔ ൌ √𝑎ഌ  

 
Αȷǘδειξη 
Αȷǘ τον ορισμǘ της νιοστής ρίζας μη αρνητικοǙ ȷραγματικοǙ αριθμοǙ, ȷαίρνουμε ǘτι: 

൬𝑎
1
ఔ൰
ఔ
ൌ 𝑎 ⇔ 𝑎

1
ఔ ൌ √𝑎ഌ  

 
Για ȷαράδειγμα, έχουμε: 

x 9
భ
మ ൌ √9 ൌ 3 

x 8
భ
య ൌ √83 ൌ 2 

x 11
భ
ఱ ൌ √115  

 
Τα ȷιο ȷάνω μȷοροǙμε να τα αντιμετωȷίσουμε και με διαφορετικǘ τρǘȷο στην 
ȷερίȷτωση ȷου η βάση γράφεται ως δǙναμη με εκθέτη φυσικǘ αριθμǘ. 
Για ȷαράδειγμα, έχουμε: 

x 9
భ
మ ൌ ሺ32ሻ

భ
మ ൌ 32∙

భ
మ ൌ 31 ൌ 3 

x 8
భ
య ൌ ሺ23ሻ

భ
య ൌ 23∙

భ
య ൌ 21 ൌ 2 

ΔǉεǐεǙǍǇσǇ 
ΠαǐατήΔǐ

ǇσǇ 
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Γενικά, αν ο εκθέτης μιας δǙναμης είναι ο ρητǘς αριθμǘς 
𝜇
𝜈
,   𝜇, 𝜈 ∈ ℤ,   𝜈 ൐ 0 

και η βάση είναι ένας θετικǘς ȷραγματικǘς αριθμǘς 𝑎, ሺ𝑎 ൐ 0ሻ, τǘτε η ȷαράσταση της 
μορφής 

𝑎
ఓ
ఔ 

ονομάζεται δǙναμη με ρητǘ εκθέτη. 
 

Τον αριθμǘ 𝑎
ഋ
ഌ μȷοροǙμε να τον δοǙμε με δǙο διαφορετικοǙς τρǘȷους 

{
 
 

 
 𝑎

ఓ
ఔ ൌ ሺ𝑎ఓሻ

1
ఔ ൌ √𝑎ఓഌ

𝑎
ఓ
ఔ ൌ ൬𝑎

1
ఔ൰
ఓ
ൌ ൫√𝑎ഌ ൯

ఓ
 

 
Πρǘταση 
Για 𝑎 ∈ ℝ, 𝑎 ൒ 0 και 𝜇, 𝜈 ∈ ℤ, 𝜈 ൐ 0 ισχǙει: 

𝑎
ఓ
ఔ ൌ √𝑎ఓഌ ൌ ൫√𝑎ഌ ൯

ఓ
 

 
Αȷǘδειξη 
Αȷǘ τον ορισμǘ της νιοστής ρίζας μη αρνητικοǙ ȷραγματικοǙ αριθμοǙ, ȷαίρνουμε ǘτι: 

ቀ𝑎
ఓ
ఔቁ

ఔ
ൌ 𝑎ఓ ⇔ 𝑎

ఓ
ఔ ൌ √𝑎ఓഌ  

 

Παρατηρήσεις 

x Αν 𝜇, 𝜈 θετικοί ακέραιοι, τǘτε ισχǙει: 

0
ఓ
ఔ ൌ 0 

x Για κάθε φυσικǘ 𝜈 και 𝑎 ൐ 0, ισχǙει: 

𝑎−
1
ఔ ൌ ሺ𝑎−1ሻ

1
ఔ ൌ ൬

1
𝑎
൰
1
ఔ
ൌ
1

𝑎
1
ఔ
ൌ

1
√𝑎ഌ  

x Γενικά, ǘταν 𝑎 ൐ 0, 𝜇 ακέραιος και 𝜈 θετικǘς ακέραιος, ισχǙει ǘτι: 

𝑎−
ఓ
ఔ ൌ ሺ𝑎−1ሻ

ఓ
ఔ ൌ ൬

1
𝑎
൰
ఓ
ఔ
ൌ
1

𝑎
ఓ
ఔ
ൌ

1
√𝑎ఓ ഌ  

 

Παǐάδεǉǅǌα1 
Να υȷολογίσετε τις ȷιο κάτω ȷαραστάσεις, χωρίς τη χρήση υȷολογιστικής μηχανής: 

(α)  4
భ
మ  (β)  9−

భ
మ (γ)   16

య
ర 
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ΛǙση 

(α)   4
1
2 ൌ √4 ൌ 2 

(β)   9−
1
2 ൌ ൬

1
9
൰
1
2
ൌ ඨ

1
9
ൌ
1
3

 

(γ)    16
3
4 ൌ ൫√16ర ൯

3
ൌ 23 ൌ 8 

 

Παǐάδεǉǅǌα 2 
Να υȷολογίσετε τις ȷιο κάτω ȷαραστάσεις, χωρίς τη χρήση υȷολογιστικής μηχανής: 

(α)  3
భ
మ ⋅ √12 (β)  2

ర
య: √2య  (γ)  √5 ൅ 5

య
మ 

 
ΛǙση 

(α)   3
1
2 ⋅ √12 ൌ √3 ⋅ √12 ൌ √36 ൌ 6 

(β)   2
4
3: √2య ൌ 2

4
3: 2

1
3 ൌ 2

4
3−
1
3 ൌ 2

3
3 ൌ 2 

(γ)   √5 ൅ 5
3
2 ൌ √5 ൅ ඥ53 ൌ √5 ൅ ඥ52 ∙ 5 ൌ √5 ൅ 5√5 ൌ 6√5 

 
Παǐάδεǉǅǌα 3 
Να λǙσετε τις ȷιο κάτω εξισǚσεις: 

(α)   𝑥
1
2 ൌ 3,   𝑥 ൒ 0 

(β)   𝑥
2
3 ൌ 9,   𝑥 ൒ 0 

(γ)   𝑦−
3
2 ൌ 8,   𝑦 ൐ 0 

 
ΛǙση 

(α) Υψǚνουμε και τα δǙο μέλη της εξίσωσης στη δǙναμη 2, ǚστε ο εκθέτης του 𝑥 να 
γίνει 1. Για 𝑥 ൒ 0, έχουμε: 

𝑥
1
2 ൌ 3 ⇔ ൬ 𝑥

1
2൰
2
ൌ 32 ⇔ 𝑥 ൌ 32 ⇔ 𝑥 ൌ 9 

(β) Υψǚνουμε και τα δǙο μέλη της εξίσωσης στην 3
2
, ǚστε ο εκθέτης του 𝑥 να γίνει 1. 

Για 𝑥 ൒ 0, έχουμε: 

𝑥
2
3 ൌ 9 ⇔ ൬ 𝑥

2
3൰
3
2
ൌ 9

3
2  ⇔ 𝑥 ൌ ሺ32ሻ

3
2  ⇔ 𝑥 ൌ 27 

(γ) Υψǚνουμε και τα δǙο μέλη της εξίσωσης στην െ2
3
, ǚστε ο εκθέτης του 𝑦 να γίνει 

1. Για 𝑦 ൐ 0, έχουμε: 

𝑦−
3
2 ൌ 8 ⇔ ൬𝑦−

3
2൰
−23
ൌ 8−

2
3 ⇔ 𝑦 ൌ 8−

2
3 ൌ ඥ8−23 ൌ ൫√83 ൯

−2
ൌ 2−2 ൌ

1
4
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Δραστηριǘτητες 
 

1. Να μετατρέψετε τα ȷιο κάτω ριζικά σε δǙναμη με ρητǘ εκθέτη: 
(α) √52య  (β) √3 (γ) √1000ఱ  

 
2. Να υȷολογίσετε τις ȷιο κάτω ȷαραστάσεις, χωρίς τη χρήση υȷολογιστικής 

μηχανής: 

(α) 16
భ
మ (β) 8

భ
య (γ) 81

భ
ర 

(δ) ቀ4
9
ቁ
య
మ (ε) 9−

భ
మ (στ) ቀ 1

32
ቁ
మ
ఱ 

(ζ) ටቀ81
64
ቁ
3
 (η) ටቀ27

8
ቁ
−2య

 (θ) 8
భబ
ల  

 

3. Να αȷοδείξετε ǘτι ο αριθμǘς Α ൌ 2
య
ర ∙ √2ర ൅ 3−

భ
మ ∙ √27 είναι φυσικǘς αριθμǘς. 

 
4. Να χαρακτηρίσετε με ΣΩΣΤΟ ή ΛΑΘΟΣ τους ȷιο κάτω ισχυρισμοǙς, βάζοντας σε 

κǙκλο τον αντίστοιχο χαρακτηρισμǘ, αιτιολογǚντας την αȷάντηση σας. 

(α)  5
1
3 ൌ √5య  ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

(β)  4
1
2 ൌ 2 ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

(γ)  ൬
1
8
൰
−23
ൌ
1
4
 ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

(δ)  √5య ⋅ 5
2
3 ൌ 5 ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

(ε)  Η λǙση της εξίσωσης 𝑥
భ
మ ൌ 3, 𝑥 ൐ 0 είναι ο 

αριθμǘς √3. 
ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

(στ)  Η εξίσωση 𝑥3 ൌ െ27 είναι αδǙνατη. ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

(ζ)  ඥሺെ8ሻ2య ൌ ሺെ8ሻ
2
3 ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

 
5. Να υȷολογίσετε τις ȷιο κάτω ȷαραστάσεις, χωρίς τη χρήση υȷολογιστικής 

μηχανής: 

(α) 5
భ
మ ∙ √5 (β) √218ఱ ൊ 2

భ
ఱ 

(γ) ቀ1
3
ቁ
భ
య ∙ √27య ∙ 24

భ
య (δ) 2

భ
మ ൅ 2

య
మ ൅ 2

ఱ
మ 
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6. Να λǙσετε τις ȷιο κάτω εξισǚσεις για ȷραγματικές τιμές του 𝑥: 

(α) 𝑥
భ
మ ൌ 5, 𝑥 ൒ 0 (β) 𝑥

భ
య ൌ 2, 𝑥 ൐ 0 

(γ) 1 ൅ 𝑥
మ
య ൌ 5, 𝑥 ൒ 0 (δ) 5ሺ𝑥 ൅ 1ሻ

భ
య ൌ 20, 𝑥 ൒ െ1 

 
7. Να λǙσετε τις ȷιο κάτω εξισǚσεις για ȷραγματικές τιμές του 𝑥: 

(α) 𝑥−
భ
మ ൌ 4, 𝑥 ൒ 0 (β) 𝑥−

య
మ ൌ 1

27
, 𝑥 ൐ 0 

 
8. Η αȷǘσταση 𝑠 (σε m) ȷου διανǙει ένα αυτοκίνητο το οȷοίο εȷιταχǙνει δίνεται αȷǘ 

τη σχέση 𝑠ሺ𝑡ሻ ൌ 10𝑡
య
మ, ǘȷου 𝑡 είναι ο χρǘνος σε sec. Να υȷολογίσετε τον χρǘνο ȷου 

κινήθηκε το αυτοκίνητο, αν η αȷǘσταση ȷου διάνυσε είναι 640 m. 
 

9. Να αȷοδείξετε ǘτι: 

൬𝑎
1
2 ൅ 𝛽

1
2൰
2
ൌ 𝑎 ൅ 𝛽 ൅ 2ඥ𝑎𝛽,   𝑎, 𝛽 ൒ 0 
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1.4  ΜΕΤΑΤΡΟΠΗ ΑΡΡΗΤΟΥ ΠΑΡΟΝΟΜΑΣΤΗ ΣΕ ΡΗΤΟ 

 
Να συμȷληρǚσετε τα κενά ǚστε να ισχǙουν οι ισǘτητες στα ȷιο κάτω: 

1
√5

ൌ
ሺ… ሻ
5
,        

1
3 െ √7

ൌ
3 ൅ √7
ሺ…  … ሻ

 

Πǚς μȷοροǙμε ένα κλάσμα με άρρητο ȷαρονομαστή να το μετατρέψουμε σε 
ισοδǙναμǘ του με ρητǘ ȷαρονομαστή; Πǚς θα μετατρέψετε τα ȷιο κάτω κλάσματα σε 
ισοδǙναμα κλάσματα με ρητǘ ȷαρονομαστή; 

1
√7

ൌ           ,          
2

√5 െ √3
ൌ 

 

Πολλές φορές χρειάζεται να μετατρέψουμε ένα κλάσμα με άρρητο ȷαρονομαστή σε 
ισοδǙναμο με ȷαρονομαστή ρητǘ. Η διαδικασία αυτή ονομάζεται μετατροȷή 
άρρητου ȷαρονομαστή σε ρητǘ. Ο λǘγος ȷου εφαρμǘζουμε αυτή τη διαδικασία 
είναι το γεγονǘς ǘτι ο ȷαρονομαστής ενǘς κλάσματος εκφράζει «σε ȷǘσα μέρη 
χωρίζεται ο αριθμητής». Άρα, θέλουμε ο ȷαρονομαστής να είναι φυσικǘς αριθμǘς. 
 
Για ȷαράδειγμα, έχουμε: 

(α)  6
√2

ൌ
6
√2

∙
√2
√2

ൌ
6√2
2

ൌ 3√2 

Πολλαȷλασιάζουμε και τους δǙο ǘρους του κλάσματος με √2. 
 

(β)  1
√3 െ √2

ൌ
√3 ൅ √2

൫√3 െ √2൯൫√3 ൅ √2൯
ൌ
√3 ൅ √2
3 െ 2

ൌ √3 ൅ √2 

Πολλαȷλασιάζουμε και τους δǙο ǘρους του κλάσματος με τη ȷαράσταση 
൫√3 ൅ √2൯. Χρησιμοȷοιǚντας την ταυτǘτητα ሺ𝑎 െ 𝛽ሻሺ𝑎 ൅ 𝛽ሻ ൌ 𝑎2 െ 𝛽2, 
μετατρέȷουμε τον ȷαρονομαστή αȷǘ άρρητο σε ρητǘ. 

 
Γενικά, ǘταν έχουμε την άρρητη ȷαράσταση 𝛢 ൌ 𝑎 െ 𝛽, ǘȷου 𝑎, 𝛽 είναι ȷραγματικοί 
αριθμοί, τǘτε ȷολλαȷλασιάζουμε με την άρρητη ȷαράσταση 𝛣 ൌ 𝑎 ൅ 𝛽. Έτσι, μέσα αȷǘ 
την εφαρμογή της ταυτǘτητας 

ሺ𝑎 െ 𝛽ሻሺ𝑎 ൅ 𝛽ሻ ൌ 𝑎2 െ 𝛽2 
οδηγοǙμαστε στη ρητή ȷαράσταση 𝛢 ⋅ 𝛣 ൌ 𝑎2 െ 𝛽2. 
Οι δǙο άρρητες ȷαραστάσεις 𝛢 και 𝛣 λέγονται συζυγείς. 
 
Στο ȷαράδειγμα (β) ȷιο ȷάνǕ, η ȷαράσταση ൫√3 ൅ √2൯ είναι η συζυγής της 
ȷαράστασης ൫√3 െ √2൯. 
  

ΔǉεǐεǙǍǇσǇ 
ΠαǐατήΔǐ

ǇσǇ 
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Παρατήρηση 

x Αν 𝑎, 𝛽 είναι μη αρνητικοί ȷραγματικοί αριθμοί και 𝜅, 𝜆 είναι ρητοί ȷραγματικοί 
αριθμοί, τǘτε οι ȷαραστάσεις 𝛢 και 𝛣 στον ȷιο κάτω ȷίνακα είναι συζυγείς. 
 

𝜜 𝜝 𝜜 ⋅ 𝜝 

√𝑎 ൅ ඥ𝛽 √𝑎 െ ඥ𝛽 𝑎 െ 𝛽 

√𝑎 ൅ 𝛽 √𝑎 െ 𝛽 𝑎 െ 𝛽2 

𝑎 ൅ ඥ𝛽 𝑎 െ ඥ𝛽 𝑎2 െ 𝛽 

𝜅ඥ𝛽 ൅ 𝜆√𝑎 𝜅ඥ𝛽 െ 𝜆√𝑎 𝜅2𝛽 െ 𝜆2𝑎 

 

Παǐάδεǉǅǌα 1 
Να μετατρέψετε τις ȷιο κάτω ȷαραστάσεις σε ισοδǙναμες με ρητǘ ȷαρονομαστή: 

(α)   
5
√3

 

(β)   
2
√14

 

(γ)   
6
3√2

 

 
ΛǙση 

(α)   
5
√3

ൌ
5
√3

⋅
√3
√3

ൌ
5 ⋅ √3

൫√3൯
2 ൌ

5√3
3

 

(β)   
2
√14

ൌ
2
√14

⋅
√14
√14

ൌ
2 ⋅ √14

൫√14൯
2 ൌ

2√14
14

ൌ
√14
7

 

(γ)   6
3√2

ൌ
6
3√2

∙
√2
√2

ൌ
6√2
3 ∙ 2

ൌ
6√2
6

ൌ √2 

 

Παǐάδεǉǅǌα 2 
Να μετατρέψετε τις ȷιο κάτω ȷαραστάσεις σε ισοδǙναμες με ρητǘ ȷαρονομαστή: 

(α)   
5

√3 ൅ √2
 (β)   

3
1 െ √2

 (γ)   
2

4 ൅ √3
൅

2
4 െ √3
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ΛǙση 

(α)   
5

√3 ൅ √2
ൌ

5
√3 ൅ √2

⋅
√3 െ √2
√3 െ √2

ൌ
5൫√3 െ √2൯

൫√3൯
2
െ ൫√2൯

2 ൌ
5൫√3 െ √2൯

1
ൌ 5൫√3 െ √2൯ 

(β)   3
1 െ √2

ൌ
3

1 െ √2
⋅
1 ൅ √2
1 ൅ √2

ൌ
3൫1 ൅ √2൯

൫1 െ √2൯൫1 ൅ √2൯
ൌ
3൫1 ൅ √2൯

12 െ ൫√2൯
2 

 ൌ
3൫1 ൅ √2൯
1 െ 2

ൌ െ3൫1 ൅ √2൯ 

(γ)   
2

4 ൅ √3
൅

2
4 െ √3

ൌ
2൫4 െ √3൯ ൅ 2൫4 ൅ √3൯
൫4 ൅ √3൯൫4 െ √3൯

ൌ
8 െ 2√3 ൅ 8 ൅ 2√3

42 െ ൫√3൯
2 ൌ

16
16 െ 3

ൌ
16
13
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Δραστηριǘτητες 

 

1. Δίνεται ο αριθμǘς 𝑥 ൌ √7 െ √2. 
(α) Να γράψετε τον αριθμǘ 𝑦, ο οȷοίος είναι συζυγής αριθμǘς με τον 𝑥. 
(β) Να δείξετε ǘτι το γινǘμενο 𝑥𝑦 είναι ακέραιος αριθμǘς. 
 

2. Να χαρακτηρίσετε με ΣΩΣΤΟ ή ΛΑΘΟΣ τους ȷιο κάτω ισχυρισμοǙς, βάζοντας σε 
κǙκλο τον αντίστοιχο χαρακτηρισμǘ, αιτιολογǚντας την αȷάντηση σας. 

(α)  Ο αριθμǘς 3 ൅ √2 έχει συζυγή τον αριθμǘ √3 ൅ 2. ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

(β)  Ένα κλάσμα με ρητǘ ȷαρονομαστή, το οȷοίο είναι 

ισοδǙναμο με το 2
7√6

 , είναι και το √6
21

. 
ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

(γ)  Οι αριθμοί ൫√15 െ √13൯ και ቀ 2
√15+√13

ቁ είναι ίσοι. ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

(δ)  
Οι αριθμοί ൫√17 ൅ 4൯ και ൫√17 െ 4൯ είναι 
αντίστροφοι αριθμοί. 

ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

(ε)  
Αν 𝑥 ൒ 0, τǘτε ισχǙει ǘτι: 

𝑥 െ 4
√𝑥 ൅ 2

ൌ √𝑥 െ 2 
ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

 
3. Να μετατρέψετε τις ȷιο κάτω ȷαραστάσεις σε ισοδǙναμες με ρητǘ ȷαρονομαστή: 

(α)  
5
√2

 (β)  
3

2 ∙ √3
 

(γ)  
20
√5

 (δ)  
9

√3 ∙ √2
 

(ε)  ඨ5
6

   

 
4. Να μετατρέψετε τις ȷιο κάτω ȷαραστάσεις σε ισοδǙναμες με ρητǘ ȷαρονομαστή: 

(α)  
5

1 ൅ √2
 (β)  

3
√6 െ √3

 

(γ)  
2

ඥ√6 ൅ √5
 (δ)  

9
2√3 ൅ 3√2

 

(ε)  
1 െ 𝑎
1 െ √𝑎

,   𝑎 ൐ 0,   𝑎 ് 1  
ሺ𝑥 െ 𝑦ሻ2

𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 2ඥ𝑥𝑦
 ,   𝑥, 𝑦 ൐ 0,   𝑥 ് 𝑦 
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5. Να δείξετε ǘτι το άθροισμα 

𝛢 ൌ
6
√2

൅
16
√8

 

μȷορεί να γραφεί στην μορφή 𝜅√2, ǘȷου το 𝜅 είναι ένας φυσικǘς αριθμǘς. 
 

6. Να υȷολογίσετε τα ȷιο κάτω αθροίσματα: 

(α)  
1
√2

൅
12 െ √2

2
 

(β)  
1

3 െ √5
൅

1
3 ൅ √5

 

(γ)  √2
2 െ √2

൅
√2

2 ൅ √2
 

(δ)  
1

√3 ൅ 1
൅

1
√5 ൅ √3

 

 
7. Να δείξετε ǘτι: 

3 ൅ √3
3 െ √3

൅
3 െ √3
3 ൅ √3

ൌ 4 
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1.5  ΔΙΑΤΑΞΗ ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΩΝ ΑΡΙΘΜΩΝ 

 
Να ανοίξετε το εφαρμογίδιο «ALyk_En01_Anisotita.ggb». 
 

 
 
Οι δρομείς «𝛼» και «𝛽», ǘȷου 1 ൑ 𝛼 ൑ 6 , 2 ൑ 𝛽 ൑ 5, μεταβάλλουν τις διαστάσεις του 
ορθογǚνιου ȷαραλληλογράμμου 𝛢𝛣𝛤𝛥. 
x Να δǚσετε διάφορες τιμές στα 𝛼 και 𝛽, για να συμȷληρǚσετε τον ȷιο κάτω 

ȷίνακα. 
 

𝜶 𝜷 𝜫 ൌ 𝟐ሺ𝜶 ൅ 𝜷ሻ 𝜠 ൌ 𝜶𝜷 

    

    

    

    

    

    

    

    

 
x Να υȷολογίσετε τη μέγιστη και την ελάχιστη τιμή: 

(α) της ȷεριμέτρου ሺ𝛱ሻ του ορθογǚνιου ȷαραλληλογράμμου 𝛢𝛣𝛤𝛥 
(β) του εμβαδοǙ ሺ𝛦ሻ του ορθογǚνιου ȷαραλληλογράμμου 𝛢𝛣𝛤𝛥. 

x Τι ȷαρατηρείτε; 
x Αν 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ, ǘȷου 1 ൑ 𝑥 ൑ 6, 2 ൑ 𝑦 ൑ 5, να υȷολογίσετε την ελάχιστη και τη 

μέγιστη τιμή των 𝑥 െ 𝑦 και  𝑥
𝑦
 . 

x Τι ȷαρατηρείτε;  

ΔǉεǐεǙǍǇσǇ 
ΠαǐατήΔǐ

ǇσǇ 
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Έχουμε μάθει… 
Έχουμε μάθει στο Γυμνάσιο να εȷιλǙουμε ανισǚσεις α΄ βαθμοǙ, οι οȷοίες στηρίχθηκαν 
σε βασικές ιδιǘτητες της διάταξης των ȷραγματικǚν αριθμǚν. Συγκεκριμένα, είδαμε 
ȷως κατά την εȷίλυση μιας ανίσωσης, γίνεται χρήση ιδιοτήτων των ανισοτήτων 
ǘȷως: 

x 𝑎 ൐ 𝛽 ฻ 𝑎 ൅ 𝛾 ൐ 𝛽 ൅ 𝛾 
(ΜȷοροǙμε να ȷροσθέσουμε και στα μέλη μιας ανισǘτητας τον ίδιο αριθμǘ.) 
Για ȷαράδειγμα, έχουμε ǘτι αν 𝑥 െ 2 ൐ 8 ฺ 𝑥 െ 2 ൅ 2 ൐ 8 ൅ 2 ฺ 𝑥 ൐ 10. 
 

x 𝑎 ൐ 𝛽 ฻ 𝑎 െ 𝛾 ൐ 𝛽 െ 𝛾 
(ΜȷοροǙμε να αφαιρέσουμε αȷǘ τα δǙο μέλη μιας ανισǘτητας τον ίδιο αριθμǘ.) 
Για ȷαράδειγμα, έχουμε ǘτι αν 𝑥 ൅ 2 ൐ 8 ฺ 𝑥 ൅ 2 െ 2 ൐ 8 െ 2 ฺ 𝑥 ൐ 6. 
 

x 𝑎 ൐ 𝛽 ฻ 𝑎𝛾 ൐ 𝛽𝛾  ή  𝑎
ఊ
൐ ఉ

ఊ
 , ǘταν 𝛾 ൐ 0. 

(ΜȷοροǙμε να ȷολλαȷλασιάσουμε ή να διαιρέσουμε και τα δǙο μέλη μιας 
ανισǘτητας με τον ίδιο θετικǘ αριθμǘ, χωρίς να αλλάξει η φορά της ανισǘτητας.) 

Για ȷαράδειγμα, έχουμε ǘτι αν 2𝑥 ൐ 8 ฺ 1
2
∙ 2𝑥 ൐ 1

2
∙ 8 ฺ 𝑥 ൐ 4. 

 

x 𝑎 ൐ 𝛽 ฻ 𝑎𝛾 ൏ 𝛽𝛾  ή   𝑎
ఊ
൏ ఉ

ఊ
 ,  ǘταν 𝛾 ൏ 0. 

(ΜȷοροǙμε να ȷολλαȷλασιάσουμε ή να διαιρέσουμε και τα δǙο μέλη μιας 
ανισǘτητας με τον ίδιο αρνητικǘ αριθμǘ, αρκεί να αλλάξουμε τη φορά της 
ανισǘτητας.) 

Για ȷαράδειγμα, έχουμε ǘτι αν െ2𝑥 ൐ 8 ฺ െ1
2
∙ ሺെ2𝑥ሻ ൏ ቀെ1

2
ቁ ∙ 8 ฺ 𝑥 ൏ െ4. 

 
Στο σǙνολο ℝ των ȷραγματικǚν αριθμǚν, το υȷοσǙνολο του ℝ+ είναι οι θετικοί 
ȷραγματικοί αριθμοί. Στη συνέχεια, θα αȷοδείξουμε βασικές ιδιǘτητες διάταξης ȷου 
ισχǙουν στους ȷραγματικοǙς αριθμοǙς. Όλες οι ιδιǘτητες διάταξης είναι συνέȷεια 
τριǚν αξιωμάτων. 
Τα τρία αξιǚματα ȷου χρησιμοȷοιοǙμε είναι τα ακǘλουθα: 

1. Για κάθε δǙο θετικοǙς αριθμοǙς, έχουμε ǘτι και το άθροισμα τους είναι θετικǘς 
αριθμǘς. Δηλαδή, αν: 

𝑥, 𝑦 ∈ ℝ+ ⇒ ሺ𝑥 ൅ 𝑦ሻ ∈ ℝ+ 
2. Για κάθε δǙο θετικοǙς αριθμοǙς έχουμε ǘτι και το γινǘμενǘ τους είναι θετικǘς 

αριθμǘς. Δηλαδή, αν: 
𝑥, 𝑦 ∈ ℝ+ ⇒ ሺ𝑥𝑦ሻ ∈ ℝ+ 

3. Αν μας δοθεί ένας ȷραγματικǘς αριθμǘς, τǘτε είτε είναι θετικǘς, είτε αρνητικǘς, 
είτε μηδέν. Δηλαδή, αν: 

𝑥 ∈ ℝ ฺ 𝑥 ∈ ℝ+  ή  ሺെ𝑥ሻ ∈ ℝ+  ή  𝑥 ൌ 0 
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Ιδιǘτητες διάταξης ȷραγματικǚν αριθμǚν 

Ιδιǘτητα 1 (Μεταβατική Ιδιǘτητα) 
Αν 𝑥 ൐ 𝑦 και 𝑦 ൐ 𝑧, τǘτε 𝑥 ൐ 𝑧, για κάθε 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ ℝ. 

 
Αȷǘδειξη 
Αν 𝑥 ൐ 𝑦, τǘτε 𝑥 െ 𝑦 ൐ 0 και αν 𝑦 ൐ 𝑧, τǘτε 𝑦 െ 𝑧 ൐ 0. 
Ως άθροισμα θετικǚν αριθμǚν (ȷρǚτο αξίωμα), έχουμε ǘτι: 

ሺ𝑥 െ 𝑦ሻ ൅ ሺ𝑦 െ 𝑧ሻ ൐ 0 ฺ 𝑥 െ 𝑧 ൐ 0 ฺ 𝑥 ൐ 𝑧 

 
Για ȷαράδειγμα, έχουμε ǘτι αν 𝐴 ൐ 6 και 6 ൐ 𝛣, τǘτε 𝛢 ൐ 𝛣. 
 
Ιδιǘτητα 2 
Αν 𝑎 ൐ 𝛽 και 𝛾 ൐ 𝛿, τǘτε 𝑎 ൅ 𝛾 ൐ 𝛽 ൅ 𝛿 για κάθε 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿 ∈ ℝ. 

 
Αȷǘδειξη 
Αν 𝑎 ൐ 𝛽, τǘτε 𝑎 െ 𝛽 ൐ 0 και αν 𝛾 ൐ 𝛿, τǘτε 𝛾 െ 𝛿 ൐ 0. 
Ως άθροισμα θετικǚν αριθμǚν (ȷρǚτο αξίωμα), έχουμε ǘτι: 

ሺ𝑎 െ 𝛽ሻ ൅ ሺ𝛾 െ 𝛿ሻ ൐ 0 ฺ 𝑎 ൅ 𝛾 ൐ 𝛽 ൅ 𝛿 

 
Για ȷαράδειγμα, έχουμε ǘτι: 

x αȷǘ τις ανισǚσεις 2 ൐ 1 και 1 ൐ െ2, ȷαίρνουμε ǘτι 2 ൅ 1 ൐ 1 ൅ ሺെ2ሻ 
x αȷǘ τις ανισǚσεις 2 ൐ 1 και 1 ൐ െ2, δεν ȷαίρνουμε ǘτι 2 െ 1 ൐ 1 െ ሺെ2ሻ. 

 
Ιδιǘτητα 3 
Αν 𝑎 ൐ 𝛽 ൐ 0 και 𝛾 ൐ 𝛿 ൐ 0, τǘτε 𝑎𝛾 ൐ 𝛽𝛿. 
 
Αȷǘδειξη 
Αν 𝑎 ൐ 𝛽 ൐ 0 και 𝛾 ൐ 𝛿 ൐ 0, τǘτε 𝑎𝛾 ൐ 𝛽𝛾 και 𝛽𝛾 ൐ 𝛽𝛿, αφοǙ 𝛽, 𝛾 ൐ 0. 
Άρα: 

𝑎𝛾 ൐ 𝛽𝛿                          (Μεταβατική ιδιǘτητα) 
 
Για ȷαράδειγμα, έχουμε ǘτι: 

x αȷǘ τις ανισǚσεις 3 ൐ 2 και 1 ൐ 1
5
, ȷαίρνουμε ǘτι 3 ∙ 1 ൐ 2 ∙ 1

5
 . 

x αȷǘ τις ανισǚσεις 3 ൐ 2 και 1 ൐ 1
5
, δεν ȷαίρνουμε ǘτι 3

1
൐ 2

భ
ఱ
 . 
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Ιδιǘτητα 4 
ΙσχǙει ǘτι 𝑎2 ൒ 0, για κάθε ȷραγματικǘ αριθμǘ 𝑎. 
 
Αȷǘδειξη 
Αν 𝑎 ൒ 0, τǘτε 𝑎 ∙ 𝑎 ൒ 𝑎 ∙ 0 ൌ 0. Άρα, 𝑎2 ൒ 0. 
Αν 𝑎 ൏ 0 ฺ െ𝑎 ൐ 0. Άρα, ሺെ𝑎ሻ ∙ ሺെ𝑎ሻ ൐ 0 ฻ 𝑎2 ൐ 0. 
 
Για ȷαράδειγμα, έχουμε ǘτι ሺ2𝑥 െ 1ሻ2 ൒ 0, ∀𝑥 ∈  ℝ. 
 
Ιδιǘτητα 5 
Αν 𝑎 , 𝛽 είναι ομǘσημοι, τǘτε: 

𝑎 ൑ 𝛽 ฻
1
𝑎
 ൒

1
𝛽

 

 
Αȷǘδειξη 
ΑφοǙ 𝑎 , 𝛽 είναι ομǘσημοι, τǘτε ισχǙει 𝑎𝛽 ൐ 0. Άρα: 

𝑎 ൑ 𝛽 ฻
𝑎
𝑎𝛽

൑
𝛽
𝑎𝛽

฻
1
𝛽
൑
1
𝑎

 

 
(Στο ευθǙ διαιροǙμε και τα δǙο μέλη της ανισǘτητας με τον θετικǘ αριθμǘ 𝑎𝛽, ενǚ στο 
αντίστροφο ȷολλαȷλασιάζουμε με τον θετικǘ αριθμǘ 𝑎𝛽.) 
 
Για ȷαράδειγμα, έχουμε ǘτι: 

x 5 ൏ 6 ฻ 1
5
൐ 1

6
 

x െ1 ൏ െ1
2
฻ െ1 ൐ െ2 

 
Ιδιǘτητα 6 
Αν 𝑎, 𝛽 ൐ 0, 𝜈 ∈ ℕ, τǘτε: 

𝑎 ൐ 𝛽 ฻ 𝑎ఔ ൐ 𝛽ఔ 

 
Αȷǘδειξη 
ΕυθǙ ሺ⇒ሻ 
Αν 𝑎 ൐ 𝛽, 𝑎 ൐ 𝛽, …, 𝑎 ൐ 𝛽 (𝜈 φορές), τǘτε: 

𝑎 ⋅ 𝑎⋯𝑎ᇣᇧᇤᇧᇥ
ఔ φορές

൐ 𝛽 ⋅ 𝛽⋯𝛽ᇣᇧᇧᇤᇧᇧᇥ
ఔ φορές

⇔ 𝑎ఔ ൐ 𝛽ఔ        (Με χρήση της ιδιǘτητας 3) 

 
Αντίστροφο ሺ⇐ሻ 
Αν 𝑎ఔ ൐ 𝛽ఔ, τǘτε διακρίνουμε τις ακǘλουθες τρεις ȷεριȷτǚσεις: 
 

𝑎 ൏ 𝛽,   𝑎 ൌ 𝛽,   𝑎 ൐ 𝛽 
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x Υȷοθέτουμε ǘτι 𝑎 ൏ 𝛽. Tǘτε, σǙμφωνα με την ȷροηγοǙμενη αȷǘδειξη, θα έȷρεȷε 
να ισχǙει 𝑎ఔ ൏ 𝛽ఔ, το οȷοίο δεν ισχǙει (άτοȷο). 

x Υȷοθέτουμε ǘτι 𝑎 ൌ 𝛽. Τǘτε, θα έȷρεȷε να ισχǙει 𝑎ఔ ൌ 𝛽ఔ, το οȷοίο δεν ισχǙει 
(άτοȷο). 

Άρα, ισχǙει ǘτι 𝑎 ൐ 𝛽. 
 
ΣημείǕση 
Για την ȷαραȷάνω αȷǘδειξη χρησιμοȷοιήσαμε την μέθοδο της εις άτοȷον αȷαγǕγής 
(αȷαγωγή σε άτοȷο). Στη μέθοδο αυτή, ǘταν θέλουμε να αȷοδείξουμε μια ȷρǘταση, 
υȷοθέτουμε ǘτι ισχǙει η αντίθετή της. Στη συνέχεια, εφαρμǘζοντας γνωστές ιδιǘτητες 
καταλήγουμε σε μια ȷρǘταση, η οȷοία δεν ισχǙει (άτοȷο). Εȷομένως, θα ισχǙει η 
ȷρǘταση ȷου θέλαμε να αȷοδείξουμε. 
 
Ιδιǘτητα 7 
Αν 𝑎, 𝛽 ൒ 0 και 𝜈 θετικǘς ακέραιος, τǘτε: 

𝑎 ൏ 𝛽 ⇔ √𝑎ഌ ൏ ඥ𝛽ഌ  

 
Αȷǘδειξη 
Με χρήση της ιδιǘτητας 6, έχουμε ǘτι: 

√𝑎ഌ ൏ ඥ𝛽ഌ ⇔ ൫√𝑎ഌ ൯
ఔ
൏ ൫ඥ𝛽ഌ ൯

ఔ
⇔ 𝑎 ൏ 𝛽 

 
Για ȷαράδειγμα, έχουμε ǘτι 8 ൏ 27 ⇔ √8య ൏ √27 య ⇔ 2 ൏ 3. 
 

Ιδιǘτητα 8 
Αν 𝑎 ൐ 1 και 𝜇 ൏ 𝜈, ǘȷου 𝜇, 𝜈 θετικοί ακέραιοι, τǘτε: 

√𝑎
ഋ ൐ √𝑎ഌ  

 
Αȷǘδειξη 
Έχουμε ǘτι 

√𝑎
ഋ

√𝑎ഌ ൌ
√𝑎ఔ

ഋഌ

√𝑎ఓ
ഋഌ ൌ ඨ𝑎

ఔ

𝑎ఓ
ഋഌ

ൌ √𝑎ఔ−ఓ
ഋഌ ൐ 1, 

αφοǙ 𝜈 െ 𝜇 ൐ 0 και 𝑎 ൐ 1 ⇒ 𝑎ఔ−ఓ ൐ 1 ⇒ √𝑎ఔ−ఓ
ഋഌ ൐ 1. 

Εȷομένως: 
√𝑎
ഋ

√𝑎ഌ ൐ 1 ⇔ √𝑎
ഋ ൐ √𝑎ഌ  

 

Για ȷαράδειγμα, έχουμε ǘτι √16 ൐ √16ర . 
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Ιδιǘτητα 9 
Αν 0 ൏ 𝑎 ൏ 1 και 𝜇 ൏ 𝜈, ǘȷου 𝜇, 𝜈 θετικοί ακέραιοι, τǘτε: 

√𝑎
ഋ ൏ √𝑎ഌ  

 
Αȷǘδειξη 
Έχουμε ǘτι: 

√𝑎
ഋ

√𝑎ഌ ൌ
√𝑎ఔ

ഋഌ

√𝑎ఓ
ഋഌ ൌ ඨ𝑎

ఔ

𝑎ఓ
ഋഌ

ൌ √𝑎ఔ−ఓ
ഋഌ ൏ 1, 

αφοǙ 𝜈 െ 𝜇 ൐ 0 και 𝑎 ൏ 1 ⇒ 𝑎ఔ−ఓ ൏ 1 ⇒ √𝑎ఔ−ఓ
ഋഌ ൏ 1. 

Εȷομένως: 
√𝑎
ഋ

√𝑎ഌ ൏ 1 ⇔ √𝑎
ഋ ൏ √𝑎ഌ  

 

Για ȷαράδειγμα, έχουμε ǘτι ට 1
16
൏ ට 1

16
ర  . 

 

Παǐάδεǉǅǌα 1 
Αν 𝑥1 ൏ 𝑥2 , να συγκρίνετε τις ȷαραστάσεις: 

(α)  3𝑥1 ൅ 5,   3𝑥2 ൅ 5 (β)  െ2𝑥2 ൅ 3
7

,   
െ2𝑥1 ൅ 3

7
 

 
ΛǙση 
Για να συγκρίνουμε τις ȷιο ȷάνω ȷαραστάσεις, ȷαίρνουμε τη δεδομένη σχέση 𝑥1 ൏ 𝑥2  
και εφαρμǘζουμε ιδιǘτητες των ανισοτικǚν σχέσεων. Έχουμε ǘτι: 

(α)  𝑥1 ൏ 𝑥2 ฻ 3𝑥1 ൏ 3𝑥2 

  ฻ 3𝑥1 ൅ 5 ൏ 3𝑥2 ൅ 5 

ሺ𝑎 ൏ 𝛽 ฻ 𝑎𝛾 ൏ 𝛽𝛾,   𝛾 ൐ 0ሻ 

ሺ𝑎 ൏ 𝛽 ฻ 𝑎 ൅ 𝛾 ൏ 𝛽 ൅ 𝛾ሻ 

(β)  𝑥1 ൏ 𝑥2   ฻ െ2𝑥1 ൐ െ2𝑥2 

฻െ2𝑥1 ൅ 3 ൐ െ2𝑥2 ൅ 3 

฻
െ2𝑥1 ൅ 3

7
൐
െ2𝑥2 ൅ 3

7
 

ሺ𝑎 ൏ 𝛽 ฻ 𝑎𝛾 ൐ 𝛽𝛾,   𝛾 ൏ 0ሻ 

ሺ𝑎 ൐ 𝛽 ฻ 𝑎 ൅ 𝛾 ൐ 𝛽 ൅ 𝛾ሻ 

൬𝑎 ൏ 𝛽 ฻
𝑎
𝛾
൏
𝛽
𝛾
,   𝛾 ൐ 0൰ 

 
Παǐάδεǉǅǌα 2 
Αν 3 ൏ 𝑥 ൏ 4 και െ5 ൏ 𝑦 ൏ െ3, να βρείτε το μικρǘτερο δυνατǘ διάστημα, στο οȷοίο 
ανήκουν οι ȷραγματικοί αριθμοί: 

(α)  𝑥 ൅ 𝑦 (β)  𝑥 െ 𝑦 

(γ)  𝑥𝑦 (δ)  𝑥
𝑦
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ΛǙση 
(α) Έχουμε ǘτι: 

൜ 3 ൏ 𝑥 ൏ 4 
െ5 ൏ 𝑦 ൏ െ3ฺ 3൅ ሺെ5ሻ ൏ 𝑥 ൅ 𝑦 ൏ 4 ൅ ሺെ3ሻ ሺ𝑎 ൐ 𝛽,   𝛾 ൐ 𝛿 ⇒ 𝑎 ൅ 𝛾 ൐ 𝛽 ൅ 𝛿ሻ 

ฺെ2 ൏ 𝑥 ൅ 𝑦 ൏ 1  

(β) Έχουμε ǘτι: 

൜ 3 ൏ 𝑥 ൏ 4 
െ5 ൏ 𝑦 ൏ െ3ฺ ൜ 3 ൏ 𝑥 ൏ 4 3 ൏ െ𝑦 ൏ 5 ሺ𝑎 ൏ 𝛽 ฻ 𝑎𝛾 ൐ 𝛽𝛾,   𝛾 ൏ 0ሻ 

ฺ 3൅ 3 ൏ 𝑥 ൅ ሺെ𝑦ሻ ൏ 4 ൅ 5 ሺ𝑎 ൐ 𝛽,   𝛾 ൐ 𝛿 ⇒ 𝑎 ൅ 𝛾 ൐ 𝛽 ൅ 𝛿ሻ 

ฺ 6 ൏ 𝑥 െ 𝑦 ൏ 9  

 

Παρατήρηση 
Αν το κάθε μέρος της ανισǘτητας 𝑎 ൏ 𝑥 ൏ 𝛽 ȷολλαȷλασιαστεί με ൫– 1൯, τǘτε η 
ανισǘτητα μετατρέȷεται σε െ𝛽 ൏ െ𝑥 ൏ െ𝑎. 
 

(γ) Έχουμε ǘτι: 

൜ 3 ൏ 𝑥 ൏ 4 
െ5 ൏ 𝑦 ൏ െ3ฺ ൜ 3 ൏ 𝑥 ൏ 4 3 ൏ െ𝑦 ൏ 5 ሺ𝑎 ൏ 𝛽 ฻ 𝑎𝛾 ൐ 𝛽𝛾,   𝛾 ൏ 0ሻ 

ฺ 3 ∙ 3 ൏ 𝑥ሺെ𝑦ሻ ൏ 4 ∙ 5 ሺ𝑎 ൐ 𝛽 ൐ 0,   𝛾 ൐ 𝛿 ൐ 0 ⇒ 𝑎𝛾 ൐ 𝛽𝛿ሻ 

ฺ 9 ൏ 𝑥ሺെ𝑦ሻ ൏ 20  

ฺ 9 ൏ െ𝑥𝑦 ൏ 20  

ฺെ20 ൏ 𝑥𝑦 ൏ െ9 ሺ𝑎 ൏ 𝛽 ฻ 𝑎𝛾 ൐ 𝛽𝛾,   𝛾 ൏ 0ሻ 

(δ) Έχουμε ǘτι: 

൜ 3 ൏ 𝑥 ൏ 4 
െ5 ൏ 𝑦 ൏ െ3ฺ ൜ 3 ൏ 𝑥 ൏ 4 3 ൏ െ𝑦 ൏ 5 ሺ𝑎 ൏ 𝛽 ฻ 𝑎𝛾 ൐ 𝛽𝛾,   𝛾 ൏ 0ሻ 

ฺ ൝
3 ൏ 𝑥 ൏ 4 
1
5
൏ െ

1
𝑦
൏
1
3
 ൬𝑎 ൐ 𝛽 ൐ 0 ฻

1
𝛽
൏
1
𝑎
൰ 

ฺ 3 ∙
1
5
൏ 𝑥 ൬െ

1
𝑦
൰ ൏ 4 ∙

1
3

 ሺ𝑎 ൐ 𝛽 ൐ 0,   𝛾 ൐ 𝛿 ൐ 0 ⇒ 𝑎𝛾 ൐ 𝛽𝛿ሻ 

ฺ
3
5
൏ െ

𝑥
𝑦
൏
4
3
  

ฺെ
4
3
൏
𝑥
𝑦
൏ െ

3
5

 ሺ𝑎 ൏ 𝛽 ฻ 𝑎𝛾 ൐ 𝛽𝛾,   𝛾 ൏ 0ሻ 
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Παǐάδεǉǅǌα 3 
Nα ερμηνεǙσετε λεκτικά τον αριθμǘ √203  και στη συνέχεια να τον συγκρίνετε με την 
ȷέμȷτη ρίζα του 30. 
 
ΛǙση 
Ο αριθμǘς √203  είναι ο ȷραγματικǘς αριθμǘς, ο οȷοίος ǘταν υψωθεί στη τρίτη 
δǙναμη, τǘτε θα είναι ίσος με 20. Δηλαδή, αν 𝑥 ൌ √203 , τǘτε 𝑥3 ൌ 20. 
ΠαρατηροǙμε ǘτι ο ȷραγματικǘς αυτǘς αριθμǘς βρίσκεται εντǘς του διαστήματος 
ሺ2, 3ሻ, αφοǙ ισχǙει ǘτι 23 ൏ 20 ൏ 33. Έτσι: 

2 ൏ √203 ൏ 3 
 
Η ȷέμȷτη ρίζα του 30 (√30ఱ ) είναι ένας θετικǘς ȷραγματικǘς αριθμǘς 𝑦, με 𝑦5 ൌ 30. 
ΠαρατηροǙμε ǘτι 15 ൏ 30 ൏ 25. Έτσι: 

1 ൏ √30ఱ ൏ 2 
 
Εȷομένως, έχουμε τελικά ǘτι √30ఱ ൏ √203 . 

 
Παǐάδεǉǅǌα 4 
Αν 0 ൏ 𝑎 ൏ 𝛽, να αȷοδείξετε ǘτι: 

𝑎 ൏ ඥ𝑎𝛽 ൏ 𝛽 
 

ΛǙση 
Έχουμε ǘτι 

ඥ𝑎𝛽
𝑎

ൌ
ඥ𝑎𝛽
√𝑎2

ൌ ඨ
𝑎𝛽
𝑎2

ൌ ඨ
𝛽
𝑎
൐ 1, 

αφοǙ  ఉ
𝑎
൐ 1. Έτσι: 

ඥ𝑎𝛽 ൐ 𝑎                                                                       ሺ1ሻ 
 
Εȷίσης, έχουμε ǘτι 

ඥ𝑎𝛽
𝛽

ൌ
ඥ𝑎𝛽
ඥ𝛽2

ൌ ඨ
𝑎𝛽
𝛽2

ൌ ඨ
𝑎
𝛽
൏ 1, 

αφοǙ  ఈ
ఉ
൏ 1. Έτσι: 

ඥ𝑎𝛽 ൏ 𝛽                                                                       ሺ2ሻ 
 
Αȷǘ τις σχέσεις ሺ1ሻ και ሺ2ሻ έȷεται το ζητοǙμενο. 
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Δραστηριǘτητες 
 

1. Να χαρακτηρίσετε με ΣΩΣΤΟ ή ΛΑΘΟΣ τους ȷιο κάτω ισχυρισμοǙς, βάζοντας σε 
κǙκλο τον αντίστοιχο χαρακτηρισμǘ, αιτιολογǚντας την αȷάντηση σας. 

(α)  Αν 𝑎 ൐ 3 και 𝛽 ൐ 2, τǘτε 𝑎𝛽 ൐ 6. ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

(β)  Αν 𝜅 ൐ 5 και 𝜆 ൐ െ2, τǘτε 𝜅 ൅ 𝜆 ൐ 1. ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

(γ)  Αν 𝑎 ൐ െ3, τǘτε 𝑎2 ൐ 9. ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

(δ)  Αν 𝑎
ఉ
൐ 3, τǘτε 𝑎 ൐ 3𝛽, 𝑎, 𝛽 ∈ ℝ െ ሼ0ሽ. ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

(ε)  Αν 𝑎 െ 𝛽 ൐ 0 και 𝑎, 𝛽 ∈ ℝ+, τǘτε 𝑎2 െ 𝛽2 ൐ 0. ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

(στ)  Αν 𝑎 ൏ 𝛽 ൏ 0, τǘτε 𝑎2 ൏ 𝛽2. ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

(ζ)  Αν 𝑎2 ൐ 𝑎𝛽, τǘτε 𝑎 ൐ 𝛽. ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

(η)  Αν 𝑎 ൐ 𝛽 και 𝛾 ൐ 𝛿, τǘτε 𝑎 െ 𝛾 ൐ 𝛽 െ 𝛿. ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

(θ)  Αν 𝑥 ൐ 𝑦, τǘτε √𝑥ഌ ൏  ඥ𝑦ഌ  ሺ𝑥, 𝑦 ൒ 0, 𝜈 

φυσικǘςሻ. 
ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

(ι)  Αν 0 ൏ 𝑎 ൏ 𝛽, τǘτε 1
𝑎
 ൒ 1

ఉ
 . ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

 

2. Να εȷιλέξετε τη σωστή αȷάντηση: 
(α) Αν 𝑎, 𝛽 ∈ ℝ, 𝑎 ൐ 0, 𝛽 ൐ 0, τǘτε: 

Α. െ𝑎𝛽 ൐ 0 Β. 𝑎 െ 𝛽 ൐ 0 Γ. 𝑎β ൏ 0 Δ. 𝑎
ఉ
൐ 0 

(β) Αν 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ, 𝑥 ൑ െ1, 𝑦 ൒ 8, τǘτε: 

Α. 𝑥𝑦 ൑ 8 Β. 𝑥𝑦 ൒ െ8 Γ. 𝑥 ൅ 𝑦 ൒ 7 Δ. 𝑥 െ 𝑦 ൑ െ9 

(γ) Αν 𝑥 ∈ ℝ, 𝑥 ് 0, 𝑦 ∈ ℝ, με 𝑥 ൒ 4 και 𝑦 ൑ െ5, τǘτε: 

Α. 𝑥𝑦 ൏ 0 Β. 1
𝑥
൒ 4 Γ. 𝑥 ൅ 𝑦 ൑ െ1 Δ. 𝑥 െ 𝑦 ൑ 9 

(δ) Αν 𝑥 ∈ ℝ, 𝑥 ് 0, 𝑦 ∈ ℝ, με 𝑥 ൒ 4 και 𝑦 ൑ െ5, τǘτε: 

Α. 𝑥2 ൑ 9 Β. 𝑦2 ൑ 9 Γ. 𝑥 െ 𝑦 ൑ 6 Δ. 1
𝑥
൐ 0 

 

3. Να συμȷληρǚσετε με το κατάλληλο σǙμβολο ൏, ൌ, ൐, ǚστε οι σχέσεις ȷου θα 
ȷροκǙψουν να είναι αληθείς και να δικαιολογήσετε την αȷάντησή σας: 

(α) 24
య
ఱ …… 15

య
ఱ (β) 17−

య
ఱ …… 15−

య
ఱ (γ) 0,7

ఱ
ళ …… 0,4

ఱ
ళ 

(δ) 0,3−
య
ఱ …… 0,5−

య
ఱ (ε) െቀ2

7
ቁ
భభ
మ …… െ ቀ2

9
ቁ
భభ
మ   
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4. Αν 𝑎 ൌ √10ల , 𝛽 ൌ √2 και 𝛾 ൌ √3య , τǘτε: 

Α. 𝑎 ൏ β ൏ γ Β. 𝑎 ൏ γ ൏ β Γ. 𝛾 ൏ 𝑎 ൏ 𝛽 Δ. 𝛽 ൏ 𝛾 ൏ 𝑎 Ε. 𝛽 ൏ 𝑎 ൏ 𝛾 

 
5. Να συγκρίνετε τους ȷιο κάτω αριθμοǙς, αν ισχǙει ǘτι 𝑎, 𝛽 είναι θετικοί 

ȷραγματικοί αριθμοί, με 𝑎 ൏ 𝛽: 

(α)  𝐴 ൌ 10𝑎 െ 3,   𝐵 ൌ 10𝛽 െ 3 

(β)  𝛤 ൌ 4 െ 3𝑎,   𝛥 ൌ 4 െ 3𝛽 

(γ)  𝛦 ൌ 2𝑎2 ൅ 3,   𝛧 ൌ 2𝛽2 ൅ 3 

(δ)  𝛨 ൌ
5
𝑎
െ 1,   𝛩 ൌ

5
𝛽
െ 1 

(ε)  𝛫 ൌ
1
√𝑎

 ,   𝛬 ൌ
1
ඥ𝛽

 

 
6. Αν 0 ൏ 𝑎 ൏ 1, τǘτε να αȷοδείξετε ǘτι 𝑎2 ൏ 𝑎. 

 
7. Αν 𝑥, 𝑦 είναι θετικοί ακέραιοι και 𝑥 ൏ 𝑦, τǘτε να διατάξετε τους αριθμοǙς 

1,   
𝑥
𝑦
,   
𝑦
𝑥

 

αȷǘ τον μικρǘτερο στον μεγαλǙτερο. 
 

8. Αν 1 ൏ 𝑥 ൏ 3 και 2 ൏ 𝑦 ൏ 5, τǘτε να αȷοδείξετε ǘτι: 
(α) 3 ൏ 𝑥 ൅ 𝑦 ൏ 8  (β) 4 ൏ 2𝑥 ൅ 𝑦 ൏ 11 (γ) െ4 ൏ x െ y ൏ 1 
 

9. Αν 𝑥 ൐ 2 και 𝑦 ൐ 3, να αȷοδείξετε ǘτι: 
(α) 𝑥𝑦 ൐ 6  (β) ሺ𝑥 െ 2ሻሺ𝑦 െ 3ሻ ൐ 0 
 

10. Αν 𝑥 ൐ 3 και 𝑦 ൏ 2, τǘτε να αȷοδείξετε ǘτι ሺ𝑥 െ 3ሻሺ𝑦 െ 2ሻ ൏ 0. Στη συνέχεια, να 
αȷοδείξετε ǘτι 𝑥𝑦 ൅ 6 ൏ 2𝑥 ൅ 3𝑦. 
 

11. Αν 1 ൏ 𝑥 ൏ 2 και െ2 ൏ 𝑦 ൏ െ1, τǘτε να βρείτε το μικρǘτερο διάστημα στο οȷοίο 
βρίσκονται οι ȷραγματικοί αριθμοί: 

2𝑥 ൅ 3𝑦,   𝑥𝑦,   
𝑥
𝑦
,   െ

2𝑥
3𝑦

 

 
12. Ένα ορθογǚνιο οικǘȷεδο έχει 32 m μήκος και 20 m ȷλάτος. Αν το λάθος στις 

μετρήσεις δεν ξεȷερνά τα 10 cm για κάθε διάσταση, τǘτε να υȷολογίσετε: 
(α) μεταξǙ ȷοιων αριθμǚν ȷεριέχεται η ȷερίμετρος του οικοȷέδου 
(β) μεταξǙ ȷοιων αριθμǚν ȷεριέχεται το εμβαδǘν του οικοȷέδου. 
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13. Nα δǚσετε κατάλληλο αντιȷαράδειγμα, για να δείξετε ǘτι δεν ισχǙουν οι ȷιο κάτω 
ȷροτάσεις: 
(α) Αν 𝑎 ൏ 𝛽 και 𝛾 ൏ 𝛿 , τǘτε ισχǙει: 

𝑎 െ 𝛾 ൏ 𝛽 െ 𝛿,   𝑎, 𝛽, 𝛾, 𝛿 ∈ ℝ 
(β) Αν 𝑎 ൏ 𝛽 και 𝛾 ൏ 𝛿, τǘτε ισχǙει: 

𝑎
𝛾
൏
𝛽
𝛿
,   𝑎, 𝛽, 𝛾, 𝛿 ∈ ℝ,  με 𝑎, 𝛾 ് 0 

 
14. Αν 𝑥 ൏ 𝑦 ൏ 𝜔, τǘτε να αȷοδείξετε ǘτι ሺ𝑥 െ 𝑦ሻሺ𝑦 െ 𝜔ሻሺ𝜔 െ 𝑥ሻ ൐ 0. 

 
15. Να δείξετε ǘτι 3 ൏ √30య ൏ 4. Στη συνέχεια, να συγκρίνετε τους αριθμοǙς √30య  και 

6 െ √30య . 
 

16. Δίνεται τετράγωνο 𝛢𝛣𝛤𝛥 με ȷλευρά 5 𝑐m. Πάνω στις ημιευθείες 𝛢𝛣 και 𝛢𝛥 
ȷαίρνουμε σημεία 𝐸 και 𝛧, τέτοια ǚστε 𝛥𝛦 ൌ 3 cm και 𝛣𝛧 ൌ 10 cm, αντίστοιχα. Να 
εξετάσετε κατά ȷǘσο τα σημεία 𝛧, 𝛤 και 𝛦 είναι συνευθειακά, υȷολογίζοντας και 
συγκρίνοντας τα μήκη των ȷλευρǚν 𝛧𝛤, 𝛤𝛦 και 𝛧𝛦. 
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Περίληψη 
 

1. Η νιοστή ρίζα ενǘς μη αρνητικοǙ αριθμοǙ 𝑎, ǘȷου 𝜈 θετικǘς ακέραιος, είναι ο 
μη αρνητικǘς αριθμǘς 𝛽, ο οȷοίος, ǘταν υψωθεί σε δǙναμη με εκθέτη 𝜈, δίνει 
τον αριθμǘ 𝑎. 
Συμβολίζεται με √𝑎ഌ  και ισχǙει ǘτι: 

√𝑎ഌ ൌ 𝛽 ⇔ 𝛽ఔ ൌ 𝑎     ሺ𝑎 ൒ 0 και  𝛽 ൒ 0,   𝜈 ∈ ℕሻ 
 

Δείκτης ΡιζικοǙ                    ΣǙμβολο ΡιζικοǙ 
 

                            √𝑎ഌด
𝛎𝛊𝛐𝛔𝛕ή 𝛒ί𝛇𝛂 𝛕𝛐𝛖 𝒂

        Υȷǘριζος Ποσǘτητα 

 

2. Αȷǘ τον ȷιο ȷάνω ορισμǘ, και για 𝑎 ൒ 0, έχουμε: 
x √𝑎భ ൌ 𝑎 
x √𝑎ഌ ൌ 0 ⇔ 𝑎 ൌ 0 
x √1ഌ ൌ 1 
x √𝑎ఔഌ ൌ 𝑎 
 

3. ΔιερεǙνηση της εξίσǕσης 𝒙𝝂 ൌ 𝒂 (𝝂 θετικǘς ακέραιος) 

𝒂 ൐ 𝟎 

Αν 𝝂 ൌ 𝟐𝜿 ൅ 𝟏, 𝜿 ∈ ℕ (𝝂 ȷεριττǘς), τǘτε: 
𝒙𝝂 ൌ 𝒂 ⇔ 𝒙 ൌ √𝒂𝝂  

Αν 𝜈 ൌ 2𝜅, 𝜅 ∈ ℕ (𝜈 άρτιος), τǘτε: 
𝑥ఔ ൌ 𝑎 ⇔ 𝑥 ൌ √𝑎ഌ  ή 𝑥 ൌ െ√𝑎ഌ  

𝒂 ൏ 𝟎 

Αν 𝜈 ൌ 2𝜅 ൅ 1, 𝜅 ∈ ℕ (𝜈 ȷεριττǘς), τǘτε: 
𝑥ఔ ൌ 𝑎 ⇔   𝑥 ൌ െඥ|𝑎|ഌ ൌ െ√െ𝑎ഌ  

Αν 𝜈 ൌ 2𝜅, 𝜅 ∈ ℕ (𝜈 άρτιος), τǘτε η εξίσωση 𝑥ఔ ൌ 𝑎 είναι αδǙνατη. 

𝒂 ൌ 𝟎 𝑥ఔ ൌ 𝑎 ⇔ 𝑥 ൌ 0 

 

4. Ιδιǘτητες ριζǚν 
x ൫√𝑎ഌ ൯

ఔ
ൌ 𝑎, για κάθε 𝑎 ൒ 0 και 𝜈 θετικǘς ακέραιος. 

x ඥ𝑎𝛽ഌ  ൌ √𝑎ഌ ⋅ ඥ𝛽ഌ , για κάθε 𝑎, 𝛽 ൒ 0 και 𝜈 θετικǘς ακέραιος. 

x √𝑎ഌ

ඥఉഌ ൌ ට
𝑎
ఉ

ഌ  , για κάθε 𝑎 ൒ 0, 𝛽 ൐ 0 και 𝜈 θετικǘς ακέραιος. 
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5. Μια ȷαράσταση της μορφής 𝑎
ഋ
ഌ , ǘȷου 𝑎 ൐ 0, 𝜇 ακέραιος και 𝜈 θετικǘς ακέραιος 

(𝜈 ൐ 1), ονομάζεται δǙναμη με ρητǘ εκθέτη. 
ΙσχǙει ǘτι: 

𝑎
ఓ
ఔ ൌ √𝑎ఓഌ  

6. Αν 𝜇, 𝜈 θετικοί ακέραιοι, τǘτε: 

0
ఓ
ఔ ൌ 0 

7. Για κάθε φυσικǘ 𝜈 και 𝑎 ൒ 0 ισχǙει: 

𝑎
1
ఔ ൌ √𝑎ഌ  

8. Για κάθε φυσικǘ 𝜈 και 𝑎 ൐ 0 ισχǙει: 

𝑎−
1
ఔ ൌ ሺ𝑎−1ሻ

1
ఔ ൌ ൬

1
𝑎
൰
1
ఔ
ൌ
1

𝑎
1
ఔ
ൌ

1
√𝑎ഌ  

9. Γενικά, ǘταν 𝑎 ൐ 0, 𝜇 ακέραιος και 𝜈 θετικǘς ακέραιος, ισχǙει ǘτι: 

𝑎−
ఓ
ఔ ൌ ሺ𝑎−1ሻ

ఓ
ఔ ൌ ൬

1
𝑎
൰
ఓ
ఔ
ൌ
1

𝑎
ఓ
ఔ
ൌ

1
√𝑎ఓ ഌ  

10. Πολλές φορές χρειάζεται να μετατρέψουμε ένα κλάσμα με άρρητο 
ȷαρονομαστή σε ισοδǙναμο με ȷαρονομαστή ρητǘ. Η διαδικασία αυτή 
ονομάζεται μετατροȷή άρρητου ȷαρονομαστή σε ρητǘ. 

Γενικά, ǘταν έχουμε την άρρητη ȷαράσταση 𝛢 ൌ 𝑎 െ 𝛽, ǘȷου 𝑎, 𝛽 είναι 
ȷραγματικοί αριθμοί, τǘτε ȷολλαȷλασιάζουμε με την άρρητη ȷαράσταση 
𝛣 ൌ 𝑎 ൅ 𝛽. Έτσι, μέσα αȷǘ την εφαρμογή της ταυτǘτητας 

ሺ𝑎 െ 𝛽ሻሺ𝑎 ൅ 𝛽ሻ ൌ 𝑎2 െ 𝛽2 
οδηγοǙμαστε στη ρητή ȷαράσταση 𝛢 ⋅ 𝛣 ൌ 𝑎2 െ 𝛽2. 
Οι δǙο άρρητες ȷαραστάσεις 𝛢 και 𝛣 λέγονται συζυγείς. 
Παρατήρηση 

x Αν 𝑎, 𝛽 είναι μη αρνητικοί ȷραγματικοί αριθμοί και 𝜅, 𝜆 είναι ρητοί 
ȷραγματικοί αριθμοί, τǘτε οι ȷαραστάσεις 𝛢 και 𝛣 στον ȷιο κάτω ȷίνακα 
είναι συζυγείς. 
 

𝜜 𝜝 𝜜 ⋅ 𝜝 

√𝑎 ൅ ඥ𝛽 √𝑎 െඥ𝛽 𝑎 െ 𝛽 

√𝑎 ൅ 𝛽 √𝑎 െ 𝛽 𝑎 െ 𝛽2 

𝑎 ൅ ඥ𝛽 𝑎 െ ඥ𝛽 𝑎2 െ 𝛽 

𝜅ඥ𝛽 ൅ 𝜆√𝑎 𝜅ඥ𝛽 െ 𝜆√𝑎 𝜅2𝛽 െ 𝜆2𝑎 
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11. Ιδιǘτητες διάταξης ȷραγματικǚν αριθμǚν 
x Αν 𝑥 ൐ 𝑦 και 𝑦 ൐ 𝑧, τǘτε 𝑥 ൐ 𝑧, για κάθε 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ ℝ. 
x Αν 𝑎 ൐ 𝛽 και 𝛾 ൐ 𝛿, τǘτε 𝑎 ൅ 𝛾 ൐ 𝛽 ൅ 𝛿 για κάθε 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿 ∈ ℝ. 
x Αν 𝑎 ൐ 𝛽 ൐ 0 και 𝛾 ൐ 𝛿 ൐ 0, τǘτε 𝑎𝛾 ൐ 𝛽𝛿. 
x ΙσχǙει ǘτι 𝑎2 ൒ 0, για κάθε ȷραγματικǘ αριθμǘ 𝑎. 
x Αν 𝑎 , 𝛽 είναι ομǘσημοι, τǘτε: 

𝑎 ൑ 𝛽 ฻
1
𝑎
 ൒

1
𝛽

 

x Αν 𝑎, 𝛽 ൐ 0, 𝜈 ∈ ℕ, τǘτε: 
𝑎 ൐ 𝛽 ฻ 𝑎ఔ ൐ 𝛽ఔ 

x Αν 𝑎, 𝛽 ൒ 0 και 𝜈 θετικǘς ακέραιος, τǘτε: 
𝑎 ൏ 𝛽 ⇔ √𝑎ഌ ൏ ඥ𝛽ഌ  

x Αν 𝑎 ൐ 1 και 𝜇 ൏ 𝜈, ǘȷου 𝜇, 𝜈 θετικοί ακέραιοι, τǘτε: 
√𝑎
ഋ ൐ √𝑎ഌ  

x Αν 0 ൏ 𝑎 ൏ 1 και 𝜇 ൏ 𝜈, ǘȷου 𝜇, 𝜈 θετικοί ακέραιοι, τǘτε: 
√𝑎
ഋ ൏ √𝑎ഌ  
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Δραστηριǘτητες Ενǘτητας 
 

1. Να κάνετε τις ȷράξεις και να δǚσετε την αȷάντησή σας στη μορφή 𝑎 ൅ 𝛽√3, ǘȷου 
𝑎, 𝛽 ∈ ℝ: 

(α)  ൫8 ൅ √3൯൫2 െ √3൯ (β)  
26

4 ൅ √3
 

 
2. Να υȷολογίσετε την τιμή της ȷαράστασης: 

6√81 െ 3√273 ൅
1
2 √

16ర  

 
3. Να αȷλοȷοιήσετε την ȷαράσταση: 

√200 െ 2√18 െ 3√32 ൅ 4√50 
 

4. Να κάνετε τις ȷράξεις: 

(α)  √2 ⋅ ൫√32 െ √18൯ (β)  ൫3√6 ൅ √24 ൅ √96൯: √150 

(γ)  ඨ5 ൅ ට7 ൅ √16ర
య

 (δ)  
16
√5

൅
9
√5

 

 
5. Να αȷλοȷοιήσετε τις ȷιο κάτω ȷαραστάσεις: 

(α)  ඥ𝑎5ల ∙ ൫√𝑎ల ൯
7
 (β)  ඨටඥ𝜅36ర

3

 

 
6. Να συγκρίνετε τους ȷιο κάτω αριθμοǙς: 

(α) √3య , √2 (β) 5 ൅ √3, 3 ൅ √5 (γ) ඥ10 ൅ 2√15, √5 ൅ √3  

 
7. Αν 𝐴 ൌ √3 ൅ √2 και 𝐵 ൌ √3 െ √2, τǘτε να υȷολογίσετε τις τιμές των ȷιο κάτω 

ȷαραστάσεων: 

(α)  𝐴 െ 𝐵 (β)  𝐴2 െ 𝐵2 

(γ)  𝐴2 ൅ 𝐵2   

 
8. Να λǙσετε τις ȷιο κάτω εξισǚσεις: 

(α) √𝑥 ൌ 9 (β) √𝑥 െ 2 ൌ 5 

(γ) √4 െ 𝑥2 െ 2 ൌ 0 (δ) √𝑥 െ 5 ൌ െ2 
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9. Να λǙσετε τις ȷιο κάτω εξισǚσεις: 

(α) √5 െ 𝑥య ൌ 3 (β) √𝑥 െ 1ర ൌ 1 

 
10. Να λǙσετε τις ȷιο κάτω εξισǚσεις: 

(α) 𝑥4 െ 81 ൌ 0 (β) 2𝑥3 ൅ 16 ൌ 0 

(γ) 𝑥3 െ 4𝑥 ൌ 0  

 
11. Να λǙσετε τις ȷιο κάτω εξισǚσεις: 

(α) √𝑥 ൅ 10 ൌ 2 െ 𝑥 (β) √3𝑥 െ 𝑥 ൅ 6 ൌ 0 

(γ) √𝑥2 െ 4 ൅ √𝑥 െ 2 ൌ 0 (δ) √𝑥 ൅ 3ర ൌ √𝑥 ൅ 1 

 

12. Να υȷολογίσετε τις ȷιο κάτω αριθμητικές ȷαραστάσεις, χωρίς τη χρήση 
υȷολογιστικής μηχανής: 

(α) 100
భ
మ (β) 25

య
మ (γ) 9−

భ
మ െ 27−

భ
య (δ) √3 ∙ 12

భ
మ 

 
13. Να εκτελέσετε τις ȷράξεις και να αȷλοȷοιήσετε τις ȷιο κάτω ȷαραστάσεις: 

(α) 4
భ
మ ⋅ ቀ1

4
ቁ
భ
మ (β) ሺ81𝑘8ሻ

భ
ర,    𝑘 ൒ 0 

(γ) 3
భ
ర ∙ 3

య
ర (δ) ሺ100𝑥4ሻ

భ
మ, 𝑥 ൒ 0 

 
14. Να αȷλοȷοιήσετε τις ȷιο κάτω ȷαραστάσεις: 

(α)  
10
√5

 (β)  
3

2 െ √3
 

(γ)  
12

√7 ൅ √5
 (δ) 5

√4య
 

(ε)  
√𝑥2ఱ

√𝑥7 భబ  
, 𝑥 ൐ 0  

 
15. Αν 3 ൏ 𝑥 ൏ 8, τǘτε να βρείτε το μικρǘτερο δυνατǘ διάστημα στο οȷοίο ανήκουν οι 

ȷιο κάτω αριθμοί: 

(α)  2𝑥 (β)  െ3𝑥 ൅ 10 (γ)  𝑥2 ൅ 1 

(δ)  
1
𝑥

 (ε)  െ
36
𝑥 ൅ 1

 (στ)  
1

𝑥2 െ 2
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16. Αν 𝜇 και 𝜈 φυσικοί αριθμοί με 𝜇 ൏ 𝜈, τǘτε να συγκρίνετε τους ȷιο κάτω αριθμοǙς: 

(α)  𝛢 ൌ െ3𝜇 ൅ 10,   𝛣 ൌ െ3𝜈 ൅ 10 

(β)  𝛤 ൌ 2𝜇2 ൅ 1,   𝛥 ൌ 2𝜈2 ൅ 1 

(γ)  𝛦 ൌ
3

8 െ 𝜇3
,   𝛧 ൌ

3
8 െ 𝜈3

 

 
17. Αν 𝑎1 ൌ 3 ൅ 2√2 και 𝑎2 ൌ 3 െ 2√2, τǘτε να αȷοδείξετε ǘτι: 

(α)  𝑎1 ൐ 𝑎2 (β)  𝑎1𝑎2 ൌ 1 

(γ)  
1
𝑎1
൅
1
𝑎2
ൌ 6   

 
18. Αν 4 ൑ 𝑥 ൑ 6 και െ8 ൑ 𝑦 ൑ െ4, τǘτε να βρείτε το μικρǘτερο δυνατǘ διάστημα στο 

οȷοίο ανήκουν οι ȷιο κάτω αριθμοί: 

(α)  𝑥 ൅ 𝑦 (β)  𝑥 െ 2𝑦 (γ)  𝑥𝑦 

(δ)  
𝑥
𝑦

 (ε)  2𝑥 െ 3𝑦 ൅ 5 (στ)  𝑥2 ൅ 4𝑦2 െ 4𝑥𝑦 ൅ 10 

 
19. Αν 4 ൏ 𝑥 ൏ 6 και െ3 ൏ 𝑦 ൏ െ1, τǘτε να αȷοδείξετε ǘτι: 

(α)  െ1 ൏ 2𝑥 ൅ 3𝑦 ൏ 9 

(β)  6 ൏ 𝑥 െ 2𝑦 ൏ 12 

(γ)  1 ൏ 𝑦 െ 𝑥𝑦 ൏ 17 

(δ)  40 ൏ 𝑥2 ൅ 4𝑦2 െ 4𝑥𝑦 ൅ 4 ൏ 148 

(ε)  െ18 ൏
3𝑥
𝑦
൏ െ4 

 
20. Δίνονται οι ȷραγματικοί θετικοί αριθμοί 𝜅, 𝜆 με 𝜅 ൏ 𝜆. Να συγκρίνετε τους ȷιο 

κάτω αριθμοǙς: 

(α)  3𝜅 െ 8,   3𝜆 െ 8 

(β)  4 െ
1
2
𝜅,   4 െ

1
2
𝜆 

(γ)  5𝜅2 ൅ 7,   5𝜆2 ൅ 7 

(δ)  
3

8 െ 𝜅3
 ,   

3
8 െ 𝜆3

 

 
Να συγκρίνετε ǘλους τους ȷιο ȷάνω αριθμοǙς σε ǘλες τις ȷεριȷτǚσεις , ǘταν οι 
ȷραγματικοί αριθμοί 𝜅, 𝜆 είναι αρνητικοί. 
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21. Στο ȷιο κάτω σχήμα δίνεται το ορθογǚνιο 𝛢𝛣𝛤𝛨 με διαστάσεις 𝛢𝛣 ൌ 𝑥 και 
𝛣𝛤 ൌ 2𝑦, αȷǘ το οȷοίο έχουμε αφαιρέσει το τετράγωνο 𝛥𝛦𝛧𝛨 με ȷλευρά 𝑦. 
 

 
 

(α) Να αȷοδείξετε ǘτι η ȷερίμετρος του σκιασμένου εμβαδοǙ 𝛢𝛣𝛤𝛥𝛦𝛧 δίνεται 
αȷǘ τη σχέση 𝛱 ൌ 2𝑥 ൅ 4𝑦. 

(β) Αν ισχǙει ǘτι 5 ൏ 𝑥 ൏ 8 και 1 ൏ 𝑦 ൏ 2, τǘτε να βρείτε μεταξǙ ȷοιων αριθμǚν 
βρίσκεται η τιμή της ȷεριμέτρου του γραμμοσκιασμένου σχήματος. 

 

22. Δίνονται οι αριθμητικές ȷαραστάσεις 𝛢 ൌ ൫√2൯
6
, 𝛣 ൌ ൫√3య ൯

6
, 𝛤 ൌ ൫√6ల ൯

6
. 

(α) Να δείξετε ǘτι 𝛢 ൅ 𝛣 ൅ 𝛤 ൌ 23. 
(β) Να συγκρίνετε τους αριθμοǙς √3య , √6ల  και να αιτιολογήσετε την αȷάντησή σας. 
 

23. Δίνονται οι αριθμοί 𝛢 ൌ ൫√2൯
6
 και 𝛣 ൌ ൫√2య ൯

6
. 

(α) Να δείξετε ǘτι 𝛢 െ 𝛣 ൌ 4. 
(β) Να διατάξετε αȷǘ τον μικρǘτερο στον μεγαλǙτερο τους αριθμοǙς: 

√2, 1, √2య  
 

24. Να υȷολογίσετε το 𝑥2, αν 𝑥 െ 4√6 ൌ √6. 
 

25. Να αȷοδείξετε ǘτι ο αριθμǘς ቀ√𝑎 െ 1
√𝑎
ቁ
2
 είναι ρητǘς, αν γνωρίζετε ǘτι ο αριθμǘς 𝑎 

είναι θετικǘς ρητǘς. 
 

26. Να διατάξετε τους αριθμοǙς 𝑎, 𝛽, 𝛾 αȷǘ τον μικρǘτερο ȷρος τον μεγαλǙτερο, αν 
ισχǙει ǘτι: 

2016𝑎 ൌ 2017𝛽 ൌ 2018𝛾,   𝑎, 𝛽, 𝛾 ൐ 0 
 

27. Αν 𝑎 ൐ 𝛽, τǘτε να συγκρίνετε τους αριθμοǙς 3𝑎 െ 4𝛾 και 3𝛽 െ 4𝛾. 
 

28. Να συγκρίνετε τους αριθμοǙς ඥ6 ൅ √11,ඥ6 െ √11. 

Αν 𝜅 ൌ ඥ6 ൅ √11 െ ඥ6 െ √11, τǘτε: 
(α) να αȷοδείξετε ǘτι 𝜅2 ൌ 2 
(β) να υȷολογίσετε τα ൫𝜅 ൅ √2൯

106
, ൫𝜅 െ √2൯

106
. 
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ΛǙση Προβλήματος 
 

ΛΕΙΧΗΝΕΣ 
Ένα αȷǘ τα εȷακǘλουθα της υȷερθέρμανσης του ȷλανήτη μας είναι το λιǚσιμο των 
ȷάγων. Δǚδεκα χρǘνια μετά το λιǚσιμο των ȷάγων, αρχίζουν να αναȷτǙσσονται 
στους βράχους μικροσκοȷικά φυτά ȷου ονομάζονται λειχήνες. 
Κάθε λειχήνα αναȷτǙσσεται σε σχήμα ȷερίȷου κυκλικǘ. 
Ο ȷαρακάτω τǙȷος χρησιμοȷοιείται για να υȷολογιστεί κατά ȷροσέγγιση η διάμετρος 
ሺ𝛿ሻ της λειχήνας σε σχέση με την ηλικία της. 

𝛿 ൌ 7,0√𝑡 െ 12,   𝑡 ൒ 12, 
ǘȷου ሺ𝛿ሻ η διάμετρος της λειχήνας σε mm και 𝑡 ο αριθμǘς των ετǚν ȷου έχουν 
ȷεράσει μετά το λιǚσιμο των ȷάγων. 
 
Ερǚτηση 1: ΛΕΙΧΗΝΕΣ 
Χρησιμοȷοιǚντας τον ȷαραȷάνω τǙȷο, να υȷολογίσετε τη διάμετρο ȷου θα έχει μια 
λειχήνα, 16 έτη μετά το λιǚσιμο των ȷάγων. Να γράψετε την αȷάντησή σας στον 
χǚρο ȷου ακολουθεί. 
 
…………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 
 
Ερǚτηση 2: ΛΕΙΧΗΝΕΣ 
Η Άννα μέτρησε τη διάμετρο μιας λειχήνας ȷου βρήκε σε κάȷοιο μέρος και είδε ǘτι 
ήταν 35 mm. 
Πǘσα χρǘνια έχουν ȷεράσει αȷǘ το λιǚσιμο των ȷάγων σε αυτǘ το μέρος; 
Να εξηγήσετε ȷǚς βρήκατε την αȷάντησή σας. 
 
…………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 
 
Ερǚτηση 3: ΛΕΙΧΗΝΕΣ 
Σε ȷǘσα χρǘνια αȷǘ σήμερα, μια λειχήνα ȷου τǚρα έχει διάμετρο 35 mm θα έχει 
διȷλασιάσει τη διάμετρǘ της; Να εξηγήσετε ȷǚς βρήκατε την αȷάντησή σας. 
 
…………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 
 

PISA 2000 
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Δραστηριǘτητες ΕμȷλουτισμοǙ 
 
1. Να μετατρέψετε τις ȷιο κάτω ȷαραστάσεις σε ισοδǙναμες με ρητǘ ȷαρανομαστή: 

𝛢 ൌ
1

1 െ 1
1 െ 1

√2

  ,      𝐵 ൌ
1

1 െ 1
1 െ 1

1 െ 1
√2

 

 
2. Να δείξετε ǘτι ο αριθμǘς 5 ൅ √3 είναι η τετραγωνική ρίζα του αριθμοǙ 28 ൅ 10√3. 

 
3. Να δείξετε ǘτι ο αριθμǘς 2 െ √2 είναι η κυβική ρίζα του αριθμοǙ 20 െ 14√2. 

 
4. Να δείξετε ǘτι ο αριθμǘς √2 δεν είναι ρητǘς, δηλαδή ǘτι δεν υȷάρχουν ακέραιοι 

αριθμοί 𝑎 και β ǚστε  𝑎
β
ൌ √2 . 

 
5. Να λǙσετε τις ȷιο κάτω εξισǚσεις για ȷραγματικές τιμές του 𝑥: 

(α) 𝑥
ఱ
ల െ 𝑥

భ
ల ൌ 0 (β) 𝑥

ర
ఱ െ 9𝑥

మ
ఱ ൌ 0 

(γ) 𝑥
మ
య െ 4𝑥

భ
ల ൌ 0  

 
6. Αν ο 𝜈 είναι φυσικǘς αριθμǘς, να αȷοδείξετε ǘτι: 

1
√𝜈 ൅ √𝜈 ൅ 1 

ൌ √𝜈 ൅ 1 െ √𝜈 

Με τη βοήθεια του ȷιο ȷάνω, ή με οȷοιονδήȷοτε άλλο τρǘȷο, να δείξετε ǘτι: 
1

1 ൅ √2
൅

1
√2 ൅ √3

൅
1

√3 ൅ √4
൅ ⋯ ൅

1
√99 ൅ √100

ൌ 9 

 
7. Αν 𝑎, 𝛽 ൐ 0 και 𝑎 ് 𝛽, τǘτε να αȷοδείξετε ǘτι: 

𝑎√𝑎 െ 𝛽ඥ𝛽 

√𝑎 െ ඥ𝛽 
ൌ 𝑎 ൅ 𝛽 ൅ ඥ𝑎𝛽 

 
8. Με την ȷροϋȷǘθεση ǘτι ορίζονται οι ȷαραστάσεις, να υȷολογίσετε τις τιμές των 

𝑥, 𝑦, 𝑧, ǘταν: 

ඥ2𝑥 ൅ 4𝑦 ൅ 5𝑧 ൅ ඥ𝑦 െ 3 ൅ √𝑧 െ 2 ൌ 0 
 

9. Nα αȷοδείξετε ǘτι: 
1

𝜈√𝜈 ൅ 1 ൅ ሺ𝜈 ൅ 1ሻ√𝜈
ൌ
1
√𝜈

െ
1

√𝜈 ൅ 1
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10. Δίνονται οι ȷραγματικοί αριθμοί 𝑎 ൌ ඥ√5 ൅ 2
య

 και 𝛽 ൌ ඥ√5 െ 2
య

. 
(α) Να δείξετε ǘτι οι αριθμοί 𝑎𝛽 και ሺ𝑎3 െ 𝛽3ሻ είναι φυσικοί. 
(β) Αν 𝑥 ൌ 𝑎 െ 𝛽, να δείξετε ǘτι ο ȷραγματικǘς αριθμǘς 𝑥 εȷαληθεǙει την εξίσωση 

𝑥3 ൅ 3𝑥 െ 4 ൌ 0. 

(γ) Να δείξετε ǘτι ඥ√5 ൅ 2
య

െ ඥ√5 െ 2
య

ൌ 1. 
 

11. Αν 𝑥, 𝑦, 𝑧 είναι τρεις ȷραγματικοί αριθμοί, τέτοιοι ǚστε 𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 0, τǘτε: 
(α) να αȷοδείξετε ǘτι 𝑥3 ൅ 𝑦3 ൅ 𝑧3 ൌ 3𝑥𝑦𝑧 

(β) να υȷολογίσετε τον ȷραγματικǘ αριθμǘ 𝑥 ൌ ඥ45 ൅ 29√2
య

൅ ඥ45 െ 29√2
య

, 
χρησιμοȷοιǚντας το ερǚτημα (α). 

 
12. Αν 𝑎 ȷραγματικǘς θετικǘς αριθμǘς, για τον οȷοίο ισχǙει √𝑎య ൅ 1

√𝑎య
ൌ 10, να 

υȷολογίσετε την τιμή των ȷαραστάσεων: 

(α) 𝑎 ൅ 1
𝑎
 

(β) 𝑎3 ൅ 1
𝑎య

 

 



ΕΝΟΤΗΤΑ 02 
ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΑ 

ΠΕΡΙΕΧΟΜΕΝΑ 

2.1 Το ακτίνιο ως μονάδα μέτρησης γωνιών 

2.2 Γωνία σε κανονική θέση 

2.3 Τριγωνομετρικοί αριθμοί γωνίας σε κανονική θέση 

2.4 Τριγωνομετρικός κύκλος 

2.5 Τριγωνομετρικές συναρτήσεις – Σχέσεις τριγωνομετρικών αριθμών σε 

συμπληρωματικές και παραπληρωματικές γωνίες 

2.5.1 Τριγωνομετρικές συναρτήσεις 

2.5.2 Σχέσεις μεταξύ των τριγωνομετρικών αριθμών γωνιών που έχουν 

 άθροισμα ή διαφορά 𝟎°, 𝟗𝟎°, 𝟏𝟖𝟎°, 𝟐𝟕𝟎°, 𝟑𝟔𝟎° 

2.6 Τριγωνομετρικές ταυτότητες 
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2.1  ΤΟ ΑΚΤΙΝΙΟ ΩΣ ΜΟΝΑΔΑ ΜΕΤΡΗΣΗΣ ΓΩΝΙΩΝ 

 

x Για ȷǏιǏ λǘγǏ, κατά τη γνǚμη σαǑ, μία ȷλήǐηǑ στǐǏφή έǓει Ǐǐιστεί να έǓει μέτǐǏ 
360°; 

x ΜήȷǕǑ θα μȷǏǐǏǙσε να είǓε Ǐǐιστεί με διαφǏǐετικǘ μέτǐǏ αȷǘ 360°; 
x Αν είǓε Ǐǐιστεί μια ȷλήǐηǑ γǕνία να ήταν 1000°, τǘτε ȷǘσεǑ μǏίǐεǑ θα ήταν μια Ǐǐθή 

γǕνία; 
x Τι κǏινǘ ȷαǐǏǒσιάζει μία Ǐǐθή γǕνία, ǘταν η ȷλήǐηǑ γǕνία είναι 360° ή 1000°; 

 

 
x Δίνεται κǙκλǏǑ με ακτίνα 𝑅. Να ǒȷǏλǏγίσετε τǏ μέτǐǏ μιαǑ γǕνίαǑ 𝜃 ȷǏǒ αντιστǏιǓεί 

σε τǘξǏ μήκǏǒǑ ίσǏ με 𝑅. Πǘσα τέτǏια τǘξα μήκǏǒǑ 𝑅 μȷǏǐǏǙν να σǒμȷληǐǚσǏǒν 
ǘλǏ τǏ μήκǏǑ τǏǒ κǙκλǏǒ; 

x Να ανǏίξετε τǏ αǐǓείǏ «ALyk_En02_Rad.ggb». 
 

 
 

¾ Να εȷιλέξετε τǏν δǐǏμέα με την ένδειξη «𝑅», για να αλλάξετε την ακτίνα τǏǒ 
κǙκλǏǒ. 

¾ Να ǒȷǏλǏγίσετε τǏ μήκǏǑ τǏǒ τǘξǏǒ 𝛤𝛥 για διάφǏǐεǑ τιμέǑ τηǑ ακτίναǑ «𝑅» και 
να σǒμȷληǐǚσετε τǏν ȷιǏ κάτǕ ȷίνακα. 
 

𝒂° 𝑹 𝜸 ൌ 𝜞𝜟෽ ൌ 𝟐𝝅𝑹 ∙
𝒂°

𝟑𝟔𝟎° 

57,29578° 2,3 2,3 
   

   

   

 
Τι ȷαǐατηǐείτε για τǏ μήκǏǑ τǏǒ τǘξǏǒ;  

ΕǎεǐεǙǍǇσǇ 

ΠαǐατήΔ
ǐǇσǇ 

 

ΔǉεǐεǙǍǇσǇ 

ΠαǐατήΔ
ǐǇσǇ 
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ΌȷǕǑ κάθε γεǕμετǐικǘ μέγεθǏǑ έτσι και η γǕνία και τǏ τǘξǏ έǓǏǒν τιǑ δικέǑ τǏǒǑ 
μǏνάδεǑ μέτǐησηǑ Ǐι ǏȷǏίεǑ είναι η μǏίǐα και τǏ ακτίνιǏ. 
 
Ιστορική αναφορά 
Η ȷαǐατήǐηση αȷǘ τǏǒǑ ΒαβǒλǕνίǏǒǑ τηǑ κίνησηǑ τǕν ǏǒǐάνιǕν σǕμάτǕν, αȷǘ τǏ 

1800 ȷΧ Ǐδήγησε τελικά στην διαίǐεση τǏǒ κǙκλǏǒ σε 360°. ΕȷǏμένǕǑ, 1° ൌ 1
360

 μιαǑ 

ȷλήǐǏǒǑ ȷεǐιστǐǏφήǑ. 
 
Οʌιʍμʊʎ 
Ακτίνιο είναι μǏνάδα μέτǐησηǑ μιαǑ εȷίȷεδηǑ γǕνίαǑ, η ǏȷǏία, ǘταν γίνει εȷίκεντǐη σε 
κǙκλǏ, Ǐǐίζει τǘξǏ με μήκǏǑ ίσǏ με την ακτίνα τǏǒ και σǒμβǏλίζεται με 1 rad. 
 

 

Παρατηρήσεις 
Αȷǘ τǏν ǏǐισμǏǙ τǏǒ ακτινίǏǒ ȷǐǏκǙȷτει ǘτι: 

1. ΈναǑ κǙκλǏǑ έǓει μέτǐǏ 2𝜋 ακτίνια. ΤǏ μήκǏǑ 𝛤 τǏǒ κǙκλǏǒ ακτίναǑ 𝑅 είναι 𝛤 ൌ 2𝜋𝑅. 

Κάθε κǙκλǏǑ διαιǐείται σε 2గோ
ோ

 ακτίνεǑ τǏǒ, δηλαδή 2𝜋 rad. 

2. ΤǏ ακτίνιǏ είναι σταθεǐǘ, ανεξάǐτητǏ αȷǘ τǏ μήκǏǑ τηǑ ακτίναǑ τǏǒ κǙκλǏǒ, και 
είναι ȷεǐίȷǏǒ ίσǏ με 57,3°: 

2𝜋 rad ൌ 360° ฺ 1 rad ൌ
360°

2𝜋
≃ 57,3° 

 
Η σǓέση μǏίǐαǑ και ακτινίǏǒ δίνεται αȷǘ την ȷιǏ κάτǕ ȷǐǘταση. 
Πρόταση 
Αν 𝜇∘ είναι τǏ μέτǐǏ σε μǏίǐεǑ και 𝑎 τǏ μέτǐǏ σε ακτίνια ሺradሻ ενǘǑ τǘξǏǒ ή μιαǑ γǕνίαǑ, 
τǘτε ισǓǙει: 

𝑎
𝜋

ൌ  
𝜇∘

180∘ 

 
Απόδειξη 
ΈστǕ μία γǕνία 𝜃, η ǏȷǏία έǓει μέτǐǏ σε μǏίǐεǑ και ακτίνια 𝜇∘ και 𝑎 rad, αντίστǏιǓα. Σε 
κǙκλǏ ακτίναǑ 𝑅, τǏ μήκǏǑ τǏǒ κǙκλǏǒ είναι ίσǏ με 2𝜋𝑅. ΕȷǏμένǕǑ, η γǕνία τǕν 360° 

είναι ίση με 2𝜋 rad. Οȷǘτε, η γǕνία 1 rad είναι ίση με 360
2గ

 μǏίǐεǑ και έτσι η γǕνία 𝜃 με 

μέτǐǏ 𝑎 rad είναι ίση με 𝑎 ∙ 360
2గ

 μǏίǐεǑ. ΕȷǏμένǕǑ: 

𝜇° ൌ 𝑎 ∙
360
2𝜋

฻ 𝜇° ൌ 𝑎 ∙
180

𝜋
฻

𝑎
𝜋

ൌ  
𝜇∘

180∘ 
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Παǐάδεǉǅǌα 1 
Να μετατǐέǔετε τη γǕνία 𝜃 ൌ 60° σε ακτίνια. 
 
Λύση 
ΘέτǏǒμε στǏν τǙȷǏ 

𝑎
𝜋

ൌ  
𝜇∘

180∘ 

ǘȷǏǒ 𝜇∘ ൌ 60° και έǓǏǒμε: 
𝑎
𝜋

ൌ  
60∘

180∘ ൌ
1
3

 ⇔ 𝑎 ൌ
𝜋
3

 

 
ΕȷǏμένǕǑ, έǓǏǒμε ǘτι 60° ൌ గ

3
 rad. 

 

Παǐάδεǉǅǌα 2 
Να μετατǐέǔετε τη γǕνία a ൌ 2 rad σε μǏίǐεǑ. 

 
Λύση 
ΘέτǏǒμε στǏν τǙȷǏ 

𝑎
𝜋

ൌ  
𝜇∘

180∘ 

ǘȷǏǒ 𝑎 ൌ 2 και έǓǏǒμε: 
2
𝜋

ൌ  
𝜇∘

180∘  ⇔ 𝜇∘ ൌ
180° ⋅ 2

𝜋
≃ 114,6° 

 
ΕȷǏμένǕǑ, έǓǏǒμε ǘτι 2 rad ≃ 114,6°. 

 

Παǐάδεǉǅǌα 3 
Να μετατǐέǔετε τη γǕνία 𝑎 ൌ 12గ

5
 rad σε μǏίǐεǑ. 

 
Λύση 
ΓνǕǐίζǏǒμε ǘτι 2𝜋 rad ൌ 360°. Άǐα, 𝜋 rad ൌ 180°. ΕȷǏμένǕǑ: 

12𝜋
5

 rad ൌ
12 ⋅ 180∘

5
ൌ 432° 

 
Παǐάδεǉǅǌα 4 
Να ǒȷǏλǏγίσετε τǏ μήκǏǑ τǘξǏǒ σε κǙκλǏ ακτίναǑ 𝑅 ൌ 5 m ȷǏǒ έǓει εȷίκεντǐη γǕνία 
𝜃 ൌ 3 rad. 
 
Λύση 
ΓνǕǐίζǏǒμε ǘτι γǕνία 1 rad βαίνει σε τǘξǏ μήκǏǒǑ 𝑅 ൌ 5 m. ΕȷǏμένǕǑ, η γǕνία 𝜃 ൌ 3 rad 
βαίνει σε τǘξǏ μήκǏǒǑ 3𝑅 ൌ 15 m. 
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Παǐάδεǉǅǌα 5 
Να αȷǏδείξετε ǘτι τǏ μήκǏǑ τǘξǏǒ 𝑆 μέτǐǏǒ 𝑎 rad σε κǙκλǏ ακτίναǑ 𝑅 είναι 𝑆 ൌ 𝑅𝑎. 
 
Λύση 
ΓνǕǐίζǏǒμε ǘτι τǏ μήκǏǑ τǏǒ τǘξǏǒ 𝑆 είναι 

𝛾ௌ ൌ 2𝜋𝑅 ⋅
𝜇∘

360°
 , 

ǘȷǏǒ 𝜇∘ τǏ μέτǐǏ τηǑ αντίστǏιǓηǑ εȷίκεντǐηǑ γǕνίαǑ σε μǏίǐεǑ. 

ΕȷιȷλέǏν, έǓǏǒμε ǘτι: 
𝑎
𝜋

ൌ  
𝜇∘

180
  ⇒  𝜇∘ ൌ

𝑎 ⋅ 180∘

𝜋
 

ΕȷǏμένǕǑ: 

𝛾ௌ ൌ 2𝜋𝑅 ⋅
𝜇∘

360°
ൌ 2𝜋𝑅 ⋅

𝑎 ⋅ 180∘

𝜋
360°

ൌ 𝑅𝑎 
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Δραστηριότητες 

1. Να μετατǐέǔετε τιǑ γǕνίεǑ 30°, 45°, 90°, 120° σε ακτίνια. 
 

2. Να μετατǐέǔετε τιǑ γǕνίεǑ  5஠
3

 rad, ଻஠
6

 rad, 3஠
2

 rad, 5π rad σε μǏίǐεǑ. 

 
3. Να ǒȷǏλǏγίσετε τǏǒǑ τǐιγǕνǏμετǐικǏǙǑ αǐιθμǏǙǑ (ημίτǏνǏ, σǒνημίτǏνǏ και 

εφαȷτǏμένη) τǕν γǕνιǚν ஠
3

 rad, ஠
4

 rad και ஠
6

 rad, ǓǕǐίǑ τη Ǔǐήση ǒȷǏλǏγιστικήǑ 

μηǓανήǑ. 
 

4. ΠǘσεǑ μǏίǐεǑ είναι η εȷίκεντǐη γǕνία, η ǏȷǏία αντιστǏιǓεί σε τǘξǏ 3 rad; 
 

5. Τα σημεία 𝛢 και 𝛣 ανήκǏǒν σε κǙκλǏ ሺ𝐾, 𝑅ሻ, έτσι ǚστε τǏ μήκǏǑ τǏǒ τǘξǏǒ 𝛢𝛣 να 
είναι ίσǏ με 1,8𝑅. Να ǒȷǏλǏγίσετε τǏ μέτǐǏ τηǑ εȷίκεντǐηǑ γǕνίαǑ 𝛢𝛫𝛣 σε ακτίνια. 
 

6. Να ǒȷǏλǏγίσετε την ακτίνα τǏǒ κǙκλǏǒ, στǏν ǏȷǏίǏ η εȷίκεντǐη γǕνία ȷǏǒ 
αντιστǏιǓεί σε τǘξǏ μήκǏǒǑ 16 cm είναι 80∘. 
 

7. Αν σε κǙκλǏ ሺ𝛫, 𝑅ሻ τǏ τǘξǏ 𝛢𝛣 αντιστǏιǓεί σε 𝜃 rad, τǘτε να αȷǏδείξετε ǘτι τǏ 

εμβαδǘν τǏǒ κǒκλικǏǙ τǏμέα 𝛫𝛢𝛣 είναι ίσǏ με  1
2

𝑅2𝜃. 

 
8. Μια ȷέτǐα δένεται σε σǓǏινί μήκǏǒǑ 200 cm και ȷεǐιστǐέφεται με σταθεǐή ταǓǙτητα. 

Κάθε δεǒτεǐǘλεȷτǏ καλǙȷτει μήκǏǑ τǘξǏǒ ȷǏǒ αντιστǏιǓεί σε εȷίκεντǐη γǕνία 2 rad. 
Να ǒȷǏλǏγίσετε τη γǐαμμική ταǓǙτητα τηǑ ȷέτǐαǑ. 
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2.2  ΓΩΝΙΑ ΣΕ ΚΑΝΟΝΙΚΗ ΘΕΣΗ 

 
Να ανǏίξετε τǏ αǐǓείǏ «ALyk_En02_Motorcycles.ggb». 
 

 
 

Οι μǏτǏσικλετιστέǑ 𝛢 και 𝛣 βǐίσκǏνται σε διαφǏǐετικά σημεία στǏν θετικǘ ημιάξǏνα 𝛰𝑥 
και κινǏǙνται κǒκλικά γǙǐǕ αȷǘ την αǐǓή τǕν αξǘνǕν 𝛰. 
Τα κǏǒμȷιά ξεκινǏǙν και σταματǏǙν την κίνηση τǕν μǏτǏσικλετιστǚν. 
 

 

 
 
x Να εȷιλέξετε τα ȷιǏ ȷάνǕ κǏǒμȷιά διαδǏǓικά και να ȷεǐιγǐάǔετε τη θέση τǏǒ κάθε 

μǏτǏσικλετιστή και τǏν τǐǘȷǏ ȷǏǒ κινείται. 

 
Στην ΤǐιγǕνǏμετǐία, Ǐι γǕνίεǑ στǏ εȷίȷεδǏ δημιǏǒǐγǏǙνται αȷǘ την ȷεǐιστǐǏφή μίαǑ 
ημιεǒθείαǑ γǙǐǕ αȷǘ την κǏǐǒφή τηǑ, ξεκινǚνταǑ αȷǘ την αǐǓική τηǑ θέση. Η αǐǓική 
θέση τηǑ ημιεǒθείαǑ ǏνǏμάζεται αρχική πλευρά τηǑ γǕνίαǑ και η τελική θέση τηǑ 
ημιεǒθείαǑ ǏνǏμάζεται τελική πλευρά. Οι γǕνίεǑ αǒτέǑ μȷǏǐǏǙν να αναφέǐǏνται και ǕǑ 
τριγωνομετρικές γωνίες. 
 

 

ΔǉεǐεǙǍǇσǇ 

ΠαǐατήΔǐ
ǇσǇ 
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ΑνάλǏγα με τη φǏǐά ȷǏǒ κινείται η αǐǓική ȷλεǒǐά ȷǐǏǑ την τελική ȷλεǒǐά η γǕνία 
διακǐίνεται σε θετική φορά (αǐιστεǐǘστǐǏφη) ή γǕνία με αρνητική φορά 
(δεξιǘστǐǏφη). ΓǕνία με καθǏǐισμένη φǏǐά λέγεται προσανατολισμένη. 
 
Ορισμός – Αλγεβρική τιμή τριγωνομετρικής γωνίας 
Αλγεβρική τιμή μιαǑ τǐιγǕνǏμετǐικήǑ γǕνίαǑ είναι Ǐ αǐιθμǘǑ ȷǏǒ ȷǐǏκǙȷτει, ǘταν 
μετǐήσǏǒμε τη γǕνία με μια μǏνάδα μέτǐησηǑ (ȷ.Ǔ μǏίǐα ή ακτίνιǏ) και βάλǏǒμε στǏ 
εξαγǘμενǏ ȷǐǘσημǏ θετικǘ ή αǐνητικǘ, αν η φǏǐά διαγǐαφήǑ τηǑ γǕνίαǑ είναι η θετική ή 
η αǐνητική, αντίστǏιǓα. 
 
Για ȷαǐάδειγμα, η αλγεβǐική τιμή τηǑ γǕνίαǑ 𝑎 είναι ൅65° και η αλγεβǐική τιμή τηǑ 
γǕνίαǑ 𝛽 είναι െ65°. 
 

  

 
Ορισμός 
Μία τǐιγǕνǏμετǐική γǕνία είναι σε κανονική θέση, ǘταν η κǏǐǒφή τηǑ βǐίσκεται στην 
αǐǓή τǕν αξǘνǕν τǏǒ ǏǐθǏκανǏνικǏǙ σǒστήματǏǑ και η αǐǓική ȷλεǒǐά τηǑ σǒμȷίȷτει με 
τǏν θετικǘ ημιάξǏνα τǕν τετμημένǕν. 
 
Για ȷαǐάδειγμα, στα ȷιο κάτǕ σǓήματα φαίνονται οι γǕνίεǑ 𝑎 και 𝛽, οι οȷοίεǑ είναι 
τοȷοθετημένεǑ σε κανονική θέση και έǓοǒν αλγεβǐική τιμή ൅65° και െ65° αντίστοιǓα. 
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Γωνίες μεγαλύτερες μιας πλήρους περιστροφής 

 

 

 

 

 
Παǐάδεǉǅǌα 1 
Να γǐάǔετε δǙǏ ζεǙγη γǕνιǚν Ǐι ǏȷǏίεǑ να είναι στην κανǏνική τǏǒǑ θέση και να έǓǏǒν 
την ίδια τελική ȷλεǒǐά. Να αιτιǏλǏγήσετε την αȷάντησή σαǑ. 
 
Λύση 
Η γǕνία 120° έǓει την ίδια τελική ȷλεǒǐά με τη γǕνία െ240°, αφǏǙ 
െ240° ൌ െ360° ൅ 120°. 

 
Η γǕνία 315° έǓει την ίδια τελική ȷλεǒǐά με τη γǕνία 675°, αφǏǙ 675° ൌ 360° ൅ 315°. 
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Παǐάδεǉǅǌα 2 
ΔǙǏ θετικέǑ γǕνίεǑ 𝑥, 𝑦 ൏ 720∘ βǐίσκǏνται σε κανǏνική θέση και έǓǏǒν την ίδια τελική 
ȷλεǒǐά. Αν τǏ μέτǐǏ τηǑ μίαǑ είναι τǐιȷλάσιǏ αȷǘ τǏ μέτǐǏ τηǑ άλληǑ, να βǐείτε τιǑ 
γǕνίεǑ 𝑥 και 𝑦. 
 
Λύση 
ΤǏ μέτǐǏ τηǑ μίαǑ γǕνίαǑ είναι τǐιȷλάσιǏ αȷǘ τǏ μέτǐǏ τηǑ άλληǑ. Άǐα: 

𝑥 ൌ 3𝑦 
 
Οι δǙǏ θετικέǑ γǕνίεǑ έǓǏǒν την ίδια τελική ȷλεǒǐά. ΑφǏǙ 𝑥, 𝑦 ൏ 720∘, τǘτε: 

𝑥 ൌ 360∘ ൅ 𝑦 
 
Έτσι, αȷǘ τιǑ ȷιǏ ȷάνǕ σǓέσειǑ, ȷαίǐνǏǒμε ǘτι: 

3𝑦 ൌ 360∘ ൅ 𝑦 ⇒ 2𝑦 ൌ 360∘ ⇒ 𝑦 ൌ 180∘,   𝑥 ൌ 540∘ 
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Δραστηριότητες 
 
1. Να Ǐǐίσετε ȷǘτε μια γǕνία είναι: 

(α) σε κανǏνική θέση 
(β) σε κανǏνική θέση και είναι ȷǐǏσανατǏλισμένη. 
 

2. Να κατασκεǒάσετε τιǑ ȷιǏ κάτǕ γǕνίεǑ σε κανǏνική θέση: 

(α) 100° (β) െ45° (γ) 450° (δ) െ210° 

(ε) గ
6

 rad (στ) 4஠
3

 rad (ζ) െ ଻஠
6

 rad (η) െ1 rad 

 

3. Να γǐάǔετε δǙǏ γǕνίεǑ ȷǏǒ έǓǏǒν την ίδια τελική ȷλεǒǐά με τιǑ ȷιǏ κάτǕ 
γǕνίεǑ: 

(α) 135° (β) െ20° (γ) 240°  

(δ) 2஠
3

 rad (ε) െ 3஠
4

 rad ሺδሻ 5 
2

 rad 

 
4. Να Ǔαǐακτηǐίσετε ΣΩΣΤΟ ή ΛΑΘΟΣ τιǑ ȷιǏ κάτǕ ȷǐǏτάσειǑ, βάζǏνταǑ σε κǙκλǏ 

τǏν αντίστǏιǓǏ Ǔαǐακτηǐισμǘ. 

(α)  Αν 𝛢ሺ1, 0ሻ, 𝛰ሺ0, 0ሻ και 𝛣ሺ0, െ1ሻ, τǘτε η 
ȷǐǏσανατǏλισμένη γǕνία 𝛢𝛰𝛣 ίση με 90°. ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

(β)  Οι γǕνίεǑ 𝑎 ൌ െ500° και 𝛽 ൌ 220° ǘταν βǐίσκǏνται 
σε κανǏνική θέση έǓǏǒν την ίδια τελική ȷλεǒǐά. ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

(γ)  Οι γǕνίεǑ 𝑎 ൌ 2𝜋 rad και 𝛽 ൌ 𝜋 rad ǘταν βǐίσκǏνται 
σε κανǏνική θέση έǓǏǒν την ίδια τελική ȷλεǒǐά. ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

(δ)  Η γǕνία σε κανǏνική θέση 𝜃 ൌ 3గ
4

 rad διέǐǓεται αȷǘ 
τǏ σημείǏ με σǒντεταγμένεǑ 𝛢ሺെ10, 10ሻ. 

ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

(ε)  Η γǕνία σε κανǏνική θέση 𝜃 ൌ ሺ2𝜋 െ 7ሻ rad είναι 
αǐνητική. ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

(στ)  Οι γǕνίεǑ 𝑎 ൌ ሺെ𝜋 ൅ 3ሻ rad και 𝛽 ൌ ሺ𝜋 ൅ 3ሻ rad ǘταν 
βǐίσκǏνται σε κανǏνική θέση έǓǏǒν την ίδια τελική 
ȷλεǒǐά. 

ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

 
5. ΔίνǏνται τα σημεία με σǒντεταγμένεǑ 𝛰ሺ0, 0ሻ, 𝛢ሺ2, 0ሻ, 𝛣ሺ0, 3ሻ, 𝛤ሺെ4, 0ሻ, 𝛥ሺ0, െ1ሻ 

και 𝛦ሺ2, 2ሻ. Να ǒȷǏλǏγίσετε τǏ μέτǐǏ τηǑ θετικήǑ γǕνίαǑ 𝜃 ൫0° ൑ 𝜃 ൑ 360°൯, η 
ǏȷǏία βǐίσκεται σε κανǏνική θέση ǘταν η τελική ȷλεǒǐά τηǑ γǕνίαǑ 𝜃 είναι η 
ȷλεǒǐά: 

(α) 𝛰𝛢 (β) 𝛰𝛣 (γ) 𝛰𝛤 (δ) 𝛰𝛥 (ε) 𝛰𝛦 
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6. ΔǙǏ θετικέǑ γǕνίεǑ 𝑥, 𝑦 ൏ 720∘ βǐίσκǏνται σε κανǏνική θέση και έǓǏǒν την ίδια 
τελική ȷλεǒǐά. Αν τǏ μέτǐǏ τηǑ μίαǑ είναι τετǐαȷλάσιǏ αȷǘ τǏ μέτǐǏ τηǑ άλληǑ, 
να βǐείτε τιǑ γǕνίεǑ 𝑥 και 𝑦. 
 

7. ΣτǏ ȷιǏ κάτǕ σǓήμα, φαίνǏνται Ǐι γǕνίεǑ 𝜔 και 𝜑. 

 

 
 

(α) Αν 𝛢𝛰෠𝛬 ൌ  𝜔, να εκφǐάσετε τη γǕνία 𝜑 σǒναǐτήσει τηǑ γǕνίαǑ 𝜔. 
(β) Η γǕνία 720° ൅ 𝜔 είναι σε κανǏνική θέση. Να τǏȷǏθετήσετε την αǐǓική και 

την τελική τηǑ ȷλεǒǐά. 
(γ) Η γǕνία െ360° ൅ 𝜔 είναι σε κανǏνική θέση. Να τǏȷǏθετήσετε την αǐǓική 

και την τελική τηǑ ȷλεǒǐά. 
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2.3  ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΚΟΙ ΑΡΙΘΜΟΙ ΓΩΝΙΑΣ ΣΕ ΚΑΝΟΝΙΚΗ ΘΕΣΗ 

ΣτǏ διȷλανǘ σǓήμα, η γǕνία 𝜃 είναι σε κανǏνική θέση και τǏ 
σημείǏ 𝛢ሺ𝑥, 𝑦ሻ (τǏ ǏȷǏίǏ διαφέǐει αȷǘ την αǐǓή τǕν 
αξǘνǕν 𝛰ሺ0,0ሻ) βǐίσκεται ȷάνǕ στην τελική ȷλεǒǐά τηǑ γǕνίαǑ. 
 
 
 
 
Η αȷǘσταση τǏǒ σημείǏǒ 𝛢ሺ𝑥, 𝑦ሻ αȷǘ την αǐǓή τǕν αξǘνǕν είναι ίση με 𝜌, ǘȷǏǒ 
𝜌 ൌ ඥ𝑥2 ൅ 𝑦2 , 𝜌 ൐ 0. Αȷǘ τǏ σǓήμα, με τη βǏήθεια τǏǒ ǏǐισμǏǙ τǕν τǐιγǕνǏμετǐικǚν 
αǐιθμǚν σε ǏǐθǏγǚνιǏ τǐίγǕνǏ, ȷαǐατηǐǏǙμε ǘτι Ǐι τǐιγǕνǏμετǐικǏί αǐιθμǏί τηǑ 
γǕνίαǑ 𝜃 είναι:  

ημ𝜃 ൌ
𝑦
𝜌

,   συν𝜃 ൌ
𝑥
𝜌

,   εφ𝜃 ൌ
𝑦
𝑥

 

ΓενικεǙǏνταǑ τα ȷιǏ ȷάνǕ, ǏǐίζǏǒμε τǏǒǑ τǐιγǕνǏμετǐικǏǙǑ αǐιθμǏǙǑ κάθε γǕνίαǑ 𝜃, η 
ǏȷǏία βǐίσκεται σε κανǏνική θέση. 
 

Ορισμός 
Οι τǐιγǕνǏμετǐικǏί αǐιθμǏί ǏȷǏιασδήȷǏτε γǕνίαǑ 𝜃, η ǏȷǏία βǐίσκεται σε κανǏνική θέση 
και 𝛢ሺ𝑥, 𝑦ሻ τǒǓαίǏ σημείǏ τηǑ τελικήǑ ȷλεǒǐάǑ τηǑ, ǏǐίζǏνται ǕǑ 

ημ𝜃 ൌ
𝑦
𝜌

,   συν𝜃 ൌ
𝑥
𝜌

,   εφ𝜃 ൌ
𝑦
𝑥

   ሺ𝑥 ് 0ሻ,  

ǘȷǏǒ 𝜌 ൌ ඥ𝑥2 ൅ 𝑦2, 𝜌 ൐ 0. 
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Συνεφαπτομένη τηǑ γǕνίαǑ 𝜃 ǏǐίζǏǒμε τǏν τǐιγǕνǏμετǐικǘ αǐιθμǘ ௫
௬

, 𝑦 ് 0 και τǏν 

σǒμβǏλίζǏǒμε με σφ𝜃. Δηλαδή: 

σφ𝜃 ൌ
𝑥
𝑦

,   𝑦 ് 0 

Τέμνουσα τηǑ γǕνίαǑ 𝜃 ǏǐίζǏǒμε τǏν τǐιγǕνǏμετǐικǘ αǐιθμǘ ఘ
௫

, 𝑥 ് 0 και τǏν 

σǒμβǏλίζǏǒμε με τεμ𝜃. Δηλαδή: 

τεμ𝜃 ൌ
𝜌
𝑥

,   𝑥 ് 0 

Συντέμνουσα τηǑ γǕνίαǑ 𝜃 ǏǐίζǏǒμε τǏν τǐιγǕνǏμετǐικǘ αǐιθμǘ ఘ
௬

, 𝑦 ് 0 και τǏν 

σǒμβǏλίζǏǒμε με στεμ𝜃. Δηλαδή: 

στεμ𝜃 ൌ
𝜌
𝑦

,   𝑦 ് 0 
 

Παρατηρήσεις 
x Με βάση τα ȷιǏ ȷάνǕ, έǓǏǒμε ǘτι: 

σφ𝜃 ൌ
1

εφ𝜃
,            τεμ𝜃 ൌ

1
συν𝜃

,          στεμ𝜃 ൌ
1

ημ𝜃
 

Δηλαδή, Ǐι τǐιγǕνǏμετǐικǏί αǐιθμǏί εφ𝜃 και σφ𝜃, ǘταν αǒτǏί ǏǐίζǏνται, είναι 
αντίστǐǏφǏι. ΑντίστǐǏφǏι είναι και Ǐι τǐιγǕνǏμετǐικǏί αǐιθμǏί τεμ𝜃, συν𝜃 και 
στεμ𝜃, ημ𝜃. 

x ΥȷάǐǓǏǒν άȷειǐεǑ γǕνίεǑ σε κανǏνική θέση, Ǐι ǏȷǏίεǑ έǓǏǒν την ίδια τελική ȷλεǒǐά. 
ΕȷǏμένǕǑ, ǘλεǑ αǒτέǑ Ǐι γǕνίεǑ έǓǏǒν τǏǒǑ ίδιǏǒǑ τǐιγǕνǏμετǐικǏǙǑ αǐιθμǏǙǑ. 

 
Παǐάδεǉǅǌα 1 
ΣτǏ ȷιǏ κάτǕ σǓήμα, να ǒȷǏλǏγίσετε τǏǒǑ τǐιγǕνǏμετǐικǏǙǑ αǐιθμǏǙǑ τηǑ γǕνίαǑ 𝜃෠. 

 

 
 

Λύση 
ΈǓǏǒμε τǏ σημείǏ ሺെ3, 4ሻ με σǒντεταγμένεǑ 𝑥 ൌ െ3 και  𝑦 ൌ  4. 
 

 



78 Ενǘτητα 02:  ΤǐιγǕνǏμετǐία 
 

Για να ǒȷǏλǏγίσǏǒμε τǏ ημ𝜃 και τǏ συν𝜃, ǒȷǏλǏγίζǏǒμε την αȷǘσταση 𝜌 τǏǒ σημείǏǒ αȷǘ 
την αǐǓή τǕν αξǘνǕν. ΈǓǏǒμε: 

𝜌 ൌ ඥ𝑥2 ൅ 𝑦2 ൌ ඥሺെ3ሻ2 ൅ 42 ൌ √25 ൌ 5 μǏνάδεǑ 

Αȷǘ τǏν Ǐǐισμǘ τǕν τǐιγǕνǏμετǐικǚν αǐιθμǚν, έǓǏǒμε: 

ημ𝜃 ൌ
𝑦
𝜌

ൌ
4
5

 ,   συν𝜃 ൌ
𝑥
𝜌 

ൌ
െ3
5

ൌ െ
3
5

 ,   εφ𝜃 ൌ
𝑦
𝑥

ൌ
4

െ3
ൌ െ

4
3

 ,   σφ𝜃 ൌ
1

εφ𝜃
ൌ

1

െ 4
3

ൌ െ
3
4

 

 
Παǐάδεǉǅǌα 2 

(α) Να αναφέǐετε τǏ μέτǐǏ δǙǏ γǕνιǚν, ȷǏǒ βǐίσκǏνται σε κανǏνική θέση και η τελική 
ȷλεǒǐά να διέǐǓεται αȷǘ τǏ σημείǏ: 
i. 𝛢ሺ2, 0ሻ ii. 𝛣ሺ0, 3ሻ iii. 𝛤ሺെ5, 0ሻ iv. 𝛥ሺ0, െ1ሻ 

(β) Να γǐάǔετε τǏǒǑ τǐιγǕνǏμετǐικǏǙǑ αǐιθμǏǙǑ τǕν ȷιǏ ȷάνǕ γǕνιǚν. 

 
Λύση 

(α) Για μία γǕνία ȷǏǒ βǐίσκεται σε κανǏνική θέση: 

i. Για τελική ȷλεǒǐά ȷǏǒ διέǐǓεται αȷǘ τǏ σημείǏ 𝛢ሺ2, 0ሻ, έǓǏǒμε: 

𝜃1 ൌ 0°,   𝜃2 ൌ 360° 

ii. Για τελική ȷλεǒǐά ȷǏǒ διέǐǓεται αȷǘ τǏ σημείǏ 𝛣ሺ0, 3ሻ, έǓǏǒμε: 

𝜃1 ൌ 90°,   𝜃2 ൌ െ270° 

iii. Για τελική ȷλεǒǐά ȷǏǒ διέǐǓεται αȷǘ τǏ σημείǏ 𝛤ሺെ5, 0ሻ, έǓǏǒμε: 

𝜃1 ൌ 180°,   𝜃2 ൌ 540∘ 

iv. Για τελική ȷλεǒǐά ȷǏǒ διέǐǓεται αȷǘ τǏ σημείǏ 𝛥ሺ0, െ1ሻ, έǓǏǒμε: 

𝜃1 ൌ 270°,   𝜃2 ൌ െ90∘ 

(β) Σε κάθε ȷεǐίȷτǕση, Ǐι γǕνίεǑ 𝜃1 και 𝜃2 έǓǏǒν τǏǒǑ ίδιǏǒǑ τǐιγǕνǏμετǐικǏǙǑ 
αǐιθμǏǙǑ. Έτσι, έǓǏǒμε: 

i. Για τελική ȷλεǒǐά γǕνίαǑ ȷǏǒ διέǐǓεται αȷǘ τǏ σημείǏ 𝛢ሺ2, 0ሻ, έǓǏǒμε: 

ημ𝜃1 ൌ 0, συν𝜃1 ൌ 1, εφ𝜃1 ൌ 0, σφ𝜃1  (δεν Ǐǐίζεται) 

ii. Για τελική ȷλεǒǐά γǕνίαǑ ȷǏǒ διέǐǓεται αȷǘ τǏ σημείǏ 𝛣ሺ0, 3ሻ, έǓǏǒμε: 

ημ𝜃1 ൌ 1, συν𝜃1 ൌ 0, εφ𝜃1 (δεν Ǐǐίζεται), σφ𝜃1 ൌ 0 

iii. Για τελική ȷλεǒǐά γǕνίαǑ ȷǏǒ διέǐǓεται αȷǘ τǏ σημείǏ 𝛤ሺെ5, 0ሻ, έǓǏǒμε: 

ημ𝜃1 ൌ 0, συν𝜃1 ൌ െ1, εφ𝜃1 ൌ 0, σφ𝜃1 (δεν Ǐǐίζεται) 

iv. Για τελική ȷλεǒǐά γǕνίαǑ ȷǏǒ διέǐǓεται αȷǘ τǏ σημείǏ 𝛥ሺ0, െ1ሻ, έǓǏǒμε: 

ημ𝜃1 ൌ െ1, συν𝜃1 ൌ 0, εφ𝜃1 (δεν Ǐǐίζεται), σφ𝜃1 ൌ 0 
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Δραστηριότητες 

 

1. ΣτǏ ȷιǏ κάτǕ σǓήμα, να ǒȷǏλǏγίσετε τǏǒǑ τǐιγǕνǏμετǐικǏǙǑ αǐιθμǏǙǑ τηǑ γǕνίαǑ 
𝜃. 
 

 
 

2. Να Ǔαǐακτηǐίσετε ΣΩΣΤΟ ή ΛΑΘΟΣ τιǑ ȷιǏ κάτǕ ȷǐǏτάσειǑ, βάζǏνταǑ σε κǙκλǏ τǏν 
αντίστǏιǓǏ Ǔαǐακτηǐισμǘ. 

(α)  Για την τελική ȷλεǒǐά μιαǑ γǕνίαǑ 𝜃, η ǏȷǏία είναι σε 
κανǏνική θέση και διέǐǓεται αȷǘ τǏ σημείǏ με 
σǒντεταγμένεǑ 𝛢ሺ𝑎, 𝛽ሻ, ισǓǙει ημ𝜃 ൌ 𝛽. 

ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

(β)  Για την τελική ȷλεǒǐά μιαǑ γǕνίαǑ 𝜔, η ǏȷǏία είναι σε 
κανǏνική θέση και διέǐǓεται αȷǘ τǏ σημείǏ με 
σǒντεταγμένεǑ 𝛢ሺ𝜅, 𝜆ሻ ισǓǙει συν𝜔 ൌ ఑

√఑మାఒమ . 
ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

(γ)  Για τιǑ γǕνίεǑ 𝑎 και 𝛽, Ǐι ǏȷǏίεǑ είναι σε κανǏνική θέση 
και έǓǏǒν τελικέǑ ȷλεǒǐέǑ ȷǏǒ διέǐǓǏνται αȷǘ τα 
σημεία με σǒντεταγμένεǑ 𝛢ሺ𝑥, 𝑦ሻ και 𝛣ሺെ𝑥, െ𝑦ሻ, 𝑥 ് 0, 
αντίστǏιǓα, ισǓǙει ǘτι εφ𝑎 ൌ εφ𝛽. 

ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

(δ)  Για την ȷǐǏσανατǏλισμένη γǕνία 𝜃 ൌ െ 3గ
4

 rad ισǓǙει 
συν𝜃 ൏ 0. ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

(ε)  Αν ισǓǙει ημ𝜃 ൌ 5
13

 , τǘτε θα ισǓǙει και συν𝜃 ൌ 12
13

  , για 
κάθε γǕνία 𝜃. ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

(στ)  Μια γǕνία 𝜃 βǐίσκεται σε κανǏνική θέση και έǓει 
τελική ȷλεǒǐά ȷǏǒ διέǐǓεται αȷǘ τǏ σημείǏ 𝛢ሺെ3, െ3ሻ. 
Τǘτε, ισǓǙει σφ𝜃 ൌ െ1. 

ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

(ζ)  ΤǏ σημείǏ με σǒντεταγμένεǑ 𝛢ሺ𝜅, 𝜆ሻ, 𝜅 ൐ 0 ανήκει ȷάνǕ 
στην εǒθεία με εξίσǕση 𝑦 ൌ 2𝑥. Τǘτε, για κάθε γǕνία 𝜃 
ȷǏǒ είναι σε κανǏνική θέση και έǓει τελική ȷλεǒǐά ȷǏǒ 
διέǐǓεται αȷǘ τǏ σημείǏ 𝛢, ισǓǙει ǘτι εφ𝜃 ൌ 2. 

ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 
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3. Να αναφέǐετε δǙǏ διαφǏǐετικά σημεία με ακέǐαιεǑ σǒντεταγμένεǑ, τα ǏȷǏία να 
βǐίσκǏνται στην τελική ȷλεǒǐά μιαǑ γǕνίαǑ 𝜔 σε κανǏνική θέση με μέτǐǏ 135°. Στη 
σǒνέǓεια, να ǒȷǏλǏγίσετε τǏǒǑ τǐιγǕνǏμετǐικǏǙǑ αǐιθμǏǙǑ τηǑ γǕνίαǑ 𝜔. 
 

4. Μια γǕνία 𝜃 σε κανǏνική θέση έǓει τελική ȷλεǒǐά, η ǏȷǏία διέǐǓεται αȷǘ τǏ σημείǏ 
𝛢. Να ǒȷǏλǏγίσετε τǏǒǑ τǐιγǕνǏμετǐικǏǙǑ αǐιθμǏǙǑ τηǑ γǕνίαǑ 𝜃, ǘταν τǏ σημείǏ 𝛢 
έǓει σǒντεταγμένεǑ: 
(α) 𝛢ሺ1, െ1ሻ 
(β) 𝛢൫െ√3 , 1൯ 
(γ) 𝛢ሺെ10, 0ሻ 
 

5. Να κατασκεǒάσετε γǕνία με μέτǐǏ గ
4

 rad, η ǏȷǏία να βǐίσκεται σε κανǏνική θέση. 
Στη σǒνέǓεια, να ǒȷǏλǏγίσετε τιǑ σǒντεταγμένεǑ τǏǒ κǏινǏǙ σημείǏǒ τηǑ τελικήǑ 
ȷλεǒǐάǑ τηǑ γǕνίαǑ και τǏǒ κǙκλǏǒ με κέντǐǏ τǏ ሺ0, 0ሻ και ακτίνα ίση με μία 
μǏνάδα. 
 

6. Για τη γǕνία 𝜃 σε κανǏνική θέση, ισǓǙει ǘτι: 

ημ𝜃 ൌ
4
5

 ,   90° ൏ 𝜃 ൏ 180° 

Να βǐείτε δǙǏ διαφǏǐετικά σημεία, τα ǏȷǏία να βǐίσκǏνται στην τελική ȷλεǒǐά τηǑ 
γǕνίαǑ 𝜃. 
 

7. Η τελική ȷλεǒǐά μιαǑ γǕνίαǑ 𝜃, η ǏȷǏία βǐίσκεται σε κανǏνική θέση, διέǐǓεται αȷǘ 
τǏ σημείǏ 𝛢൫√3, െ1൯. Να ǒȷǏλǏγίσετε τα ȷιǏ κάτǕ: 
(α) ημ𝜃, συν𝜃, εφ𝜃 
(β) 𝜃, με െ90° ൏ 𝜃 ൏ 0° 
(γ) 𝜃, με 270° ൏ 𝜃 ൏ 360° 
 

8. Για μια γǕνία 𝜃 ȷǏǒ είναι σε κανǏνική θέση, ισǓǙει ǘτι εφ𝜃 ൌ െ4. 
(α) Αν η τελική ȷλεǒǐά τηǑ γǕνίαǑ 𝜃 διέǐǓεται αȷǘ τǏ σημείǏ με σǒντεταγμένεǑ 

𝛢ሺ𝑥, 𝑦ሻ με 𝑥஺ ൌ െ2, να ǒȷǏλǏγίσετε την τεταγμένη 𝑦஺ τǏǒ σημείǏǒ 𝛢. 
(β) Nα ǒȷǏλǏγίσετε την τιμή τǏǒ 𝜅 ∈ ℝ, αν η τελική ȷλεǒǐά τηǑ γǕνίαǑ 𝜃 διέǐǓεται 

αȷǘ τǏ σημείǏ 𝛣 ቀ𝜅, െ 1
2
ቁ. 

(γ) Να ǒȷǏλǏγίσετε τǏ συν𝜃 και ημ𝜃 τηǑ γǕνίαǑ 𝜃, η ǏȷǏία έǓει τελική ȷλεǒǐά ȷǏǒ 
διέǐǓεται αȷǘ τǏ σημείǏ 𝛤ሺ𝑥, 𝑦ሻ με 𝑥 ൐ 0. 
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2.4  ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΚΟΣ ΚΥΚΛΟΣ 

 
Να ανǏίξετε τǏ αǐǓείǏ «ALyk_En02_TrigKyklos.ggb». 
 

 
 

Δίνεται κǙκλǏǑ με κέντǐǏ την αǐǓή τǕν αξǘνǕν και ακτίνα ίση με μία ακέǐαια μǏνάδα. 

x Να εȷιλέξετε τǏν δǐǏμέα «𝜔», για να δǚσετε διάφǏǐεǑ τιμέǑ στη γǕνία 𝜔. 
x Να ȷαǐατηǐήσετε τιǑ τιμέǑ τǕν «𝛨, 𝛴, 𝛦» και να τιǑ σǒνδέσετε με τǏǒǑ 

τǐιγǕνǏμετǐικǏǙǑ αǐιθμǏǙǑ ημ𝜔, συν𝜔 και εφ𝜔. 
 

Ορισμός 
Τριγωνομετρικός κύκλος ǏνǏμάζεται Ǐ κǙκλǏǑ ȷǏǒ έǓει κέντǐǏ την αǐǓή τǕν αξǘνǕν 
και ακτίνα ίση με μία μǏνάδα. 
 
Παρατηρήσεις 

x Οι άξǏνεǑ 𝑥𝑥ᇱ, 𝑦𝑦′ ǓǕǐίζǏǒν τǏν κǙκλǏ σε τέσσεǐα τεταǐτημǘǐια, ǘȷǕǑ φαίνεται στǏ 
ȷιǏ κάτǕ σǓήμα. 
 

 

ΔǉεǐεǙǍǇσǇ 

ΠαǐατήΔǐ
ǇσǇ 
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x Τα σημεία, τα ǏȷǏία βǐίσκǏνται στǏǒǑ άξǏνεǑ, δεν ανήκǏǒν σε κάȷǏιǏ τεταǐτημǘǐιǏ. 
Αν η τελική ȷλεǒǐά μιαǑ γǕνίαǑ 𝜔 τέμνει τǏν τǐιγǕνǏμετǐικǘ κǙκλǏ στǏ σημείǏ 
𝛭ሺ𝑥, 𝑦ሻ (𝛰𝛭 ൌ 𝜌 ൌ 1ሻ, τǘτε αȷǘ τǏ ǏǐθǏγǚνιǏ τǐίγǕνǏ 𝛰𝛭𝛤 έǓǏǒμε: 

συν𝜔 ൌ
𝑥
1

ൌ 𝑥 ,     ημ𝜔 ൌ
𝑦
1

ൌ 𝑦 

Στην ΤǐιγǕνǏμετǐία Ǐ άξǏναǑ τǕν τετμημένǕν 𝑥′𝑥 ǏνǏμάζεται και άξονας των 
συνημιτόνων, ενǚ Ǐ άξǏναǑ τǕν τεταγμένǕν 𝑦′𝑦 ǏνǏμάζεται και άξονας των 
ημιτόνων. 
 

 

x Αȷǘ τα ȷιǏ ȷάνǕ, ȷǐǏκǙȷτει ǘτι: 

Οι τǐιγǕνǏμετǐικǏί αǐιθμǏί συν𝜔 και ημ𝜔 ȷαίǐνǏǒν τιμέǑ μǘνǏ στǏ διάστημα ሾെ1, 1ሿ. 
Δηλαδή: 

െ1 ൑ συν𝜔 ൑ 1,   െ 1 ൑ ημ𝜔 ൑ 1 

Για ȷαǐάδειγμα, δεǍ μȷοǐεί να ǒȷάǐξει γǕνία 𝜔, τέτοια ǚστε να ισǓǙει 

συν𝜔 ൌ
3
2

   ή   ημ𝜔 ൌ െ2, 

αφοǙ οι τιμέǑ  3
2
  και െ2 βǐίσκονται εκτǘǑ τοǒ διαστήματοǑ ሾെ1, 1ሿ. 

x Η ȷǐǏέκταση τηǑ τελικήǑ ȷλεǒǐάǑ μιαǑ γǕνίαǑ 𝜔, η ǏȷǏία τέμνει τǏν τǐιγǕνǏμετǐικǘ 
κǙκλǏ στǏ σημείǏ 𝛭ሺ𝑥, 𝑦ሻ, τέμνει και την εφαȷτǏμένη τǏǒ κǙκλǏǒ στǏ σημείǏ 𝛫ሺ1, 0ሻ 
στǏ σημείǏ 𝛢. Αȷǘ τǏ ǏǐθǏγǚνιǏ τǐίγǕνǏ 𝛫𝛰𝛢, έǓǏǒμε ǘτι: 

εφ𝜔 ൌ
𝛫𝛢
𝛫𝛰

ൌ
𝛫𝛢
1

ൌ 𝛫𝛢 

Η εφαȷτǏμένη τǏǒ τǐιγǕνǏμετǐικǏǙ κǙκλǏǒ στǏ σημείǏ 𝛫ሺ1, 0ሻ ǏνǏμάζεται άξονας 
των εφαπτομένων. 

x Η ȷǐǏέκταση τηǑ τελικήǑ ȷλεǒǐάǑ τηǑ γǕνίαǑ 𝜔, η ǏȷǏία τέμνει τǏν τǐιγǕνǏμετǐικǘ 
κǙκλǏ στǏ σημείǏ 𝛭ሺ𝑥, 𝑦ሻ, τέμνει την εφαȷτǏμένη τǏǒ κǙκλǏǒ στǏ σημείǏ Λሺ0, 1ሻ στǏ 
σημείǏ 𝛣. Αȷǘ τǏ ǏǐθǏγǚνιǏ τǐίγǕνǏ 𝛬𝛰𝛣, έǓǏǒμε ǘτι: 

σφ𝜔 ൌ
𝛬𝛣
𝛬𝛰

ൌ
𝛬𝛣
1

ൌ 𝛬𝛣 

Η εφαȷτǏμένη τǏǒ κǙκλǏǒ στǏ σημείǏ 𝛬ሺ0, 1ሻ ǏνǏμάζεται άξονας των 
συνεφαπτομένων. 

Γ 
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ΤǏ ȷǐǘσημǏ τǏǒ ημιτǘνǏǒ και σǒνημιτǘνǏǒ μȷǏǐεί να βǐεθεί με την ȷǐǏβǏλή τηǑ τελικήǑ 
ȷλεǒǐάǑ τηǑ γǕνίαǑ ȷάνǕ στǏǒǑ άξǏνεǑ τǕν ημιτǘνǕν και σǒνημιτǘνǕν, αντίστǏιǓα, και 
τǏ ȷǐǘσημǏ τηǑ εφαȷτǏμένηǑ και σǒνεφαȷτǏμένηǑ με την τǏμή τηǑ ȷǐǏέκτασηǑ τηǑ 
τελικήǑ ȷλεǒǐάǑ τηǑ γǕνίαǑ με τǏǒǑ άξǏνεǑ τǕν εφαȷτǏμένǕν και σǒνεφαȷτǏμένǕν, 
αντίστǏιǓα.  

x Αν η γǕνία 𝜔  έǓει τελική ȷλεǒǐά στǏ 1Ǐ τεταǐτημǘǐιǏ τǏǒ τǐιγǕνǏμετǐικǏǙ κǙκλǏǒ, 
τǘτε τǏ σημείǏ 𝛭ሺ𝑥, 𝑦ሻ έǓει 𝑥 ൐ 0 και 𝑦 ൐ 0. 
ΣǒνεȷǚǑ: 

ημ𝜔 ൐ 0,    συν𝜔 ൐ 0,    εφ𝜔 ൐ 0,   σφ𝜔 ൐ 0 
 

 
 

x Αν η γǕνία 𝜔  έǓει τελική ȷλεǒǐά στǏ 2Ǐ τεταǐτημǘǐιǏ τǏǒ τǐιγǕνǏμετǐικǏǙ κǙκλǏǒ, 
τǘτε τǏ σημείǏ 𝛭ሺ𝑥, 𝑦ሻ έǓει 𝑥 ൏ 0 και 𝑦 ൐ 0. 
ΣǒνεȷǚǑ: 

ημ𝜔 ൐ 0,    συν𝜔 ൏ 0,    εφ𝜔 ൏ 0,   σφ𝜔 ൏ 0 
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x Αν η γǕνία 𝜔  έǓει τελική ȷλεǒǐά στǏ 3Ǐ τεταǐτημǘǐιǏ τǏǒ τǐιγǕνǏμετǐικǏǙ κǙκλǏǒ, 
τǘτε τǏ σημείǏ 𝛭ሺ𝑥, 𝑦ሻ έǓει 𝑥 ൏ 0 και 𝑦 ൏ 0. 
ΣǒνεȷǚǑ: 

ημ𝜔 ൏ 0,    συν𝜔 ൏ 0,    εφ𝜔 ൐ 0,   σφ𝜔 ൐ 0 
 

 
 

x Αν η γǕνία 𝜔  έǓει τελική ȷλεǒǐά στǏ 4Ǐ τεταǐτημǘǐιǏ τǏǒ τǐιγǕνǏμετǐικǏǙ κǙκλǏǒ, 
τǘτε τǏ σημείǏ 𝛭ሺ𝑥, 𝑦ሻ έǓει 𝑥 ൐ 0 και 𝑦 ൏ 0. 
ΣǒνεȷǚǑ: 

ημ𝜔 ൏ 0,    συν𝜔 ൐ 0,    εφ𝜔 ൏ 0 
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Όλα τα ȷιǏ ȷάνǕ σǒνǏǔίζǏνται στǏν ȷιǏ κάτǕ ȷίνακα. 
 

 
x Οι τǐιγǕνǏμετǐικǏί αǐιθμǏί στεμ𝜔, τεμ𝜔 και σφ𝜔 έǓǏǒν τα ίδια ȷǐǘσημα με τǏǒǑ 

τǐιγǕνǏμετǐικǏǙǑ αǐιθμǏǙǑ ημ𝜔, συν𝜔 και εφ𝜔, αντίστǏιǓα, αφǏǙ: 

στεμ𝜔 ൌ
1

ημ𝜔
 ,       τεμ𝜔 ൌ

1
συν𝜔

 ,       σφ𝜔 ൌ
1

εφ𝜔
 

 
x Με βάση τα ȷιǏ ȷάνǕ, η εǙǐεση τǏǒ ȷǐǏσήμǏǒ τǕν τǐιγǕνǏμετǐικǚν αǐιθμǚν 

σǒνǏǔίζεται στǏν ȷιǏ κάτǕ μνημǏνικǘ κανǘνα, ǘȷǏǒ: 

¾ ΣτǏ 1Ǐ τεταǐτημǘǐιǏ ǘλǏι Ǐι τǐιγǕνǏμετǐικǏί αǐιθμǏί είναι θετικǏί. 
¾ ΣτǏ 2Ǐ τεταǐτημǘǐιǏ θετικǘ είναι μǘνǏ τǏ ημίτǏνǏ. 
¾ ΣτǏ 3Ǐ τεταǐτημǘǐιǏ θετική είναι μǘνǏ η εφαȷτǏμένη. 
¾ ΣτǏ 4Ǐ τεταǐτημǘǐιǏ θετικǘ είναι μǘνǏ τǏ σǒνημίτǏνǏ. 

 

 
 

  

 1Ǐ τεταǐτημǘǐιǏ 2Ǐ τεταǐτημǘǐιǏ 3Ǐ τεταǐτημǘǐιǏ 4Ǐ τεταǐτημǘǐιǏ 

ημ𝜔 ൅ ൅ െ െ 

συν𝜔 ൅ െ െ ൅ 

εφ𝜔 ൅ െ ൅ െ 
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Παǐάδεǉǅǌα 1 
Να ǒȷǏλǏγίσετε τǏ ημίτǏνǏ και τα σǒνημίτǏνǏ τǕν 0°, 90°, 180°, 270°, 360°. 
 
Λύση 

x Η τελική ȷλεǒǐά τηǑ γǕνίαǑ με μέτǐǏ 0° 
τέμνει τǏν τǐιγǕνǏμετǐικǘ κǙκλǏ στǏ 
σημείǏ ሺ1, 0ሻ. Άǐα: 
ημ0° ൌ 0 (τεταγμένη τǏǒ ሺ1, 0ሻ) 
συν0° ൌ 1 (τετμημένη τǏǒ ሺ1, 0ሻ) 

x Η τελική ȷλεǒǐά τηǑ γǕνίαǑ με μέτǐǏ 
90° τέμνει τǏν τǐιγǕνǏμετǐικǘ κǙκλǏ 
στǏ σημείǏ ሺ0, 1ሻ. Άǐα: 
ημ90° ൌ 1 (τεταγμένη τǏǒ ሺ0, 1ሻ) 
συν90° ൌ 0 (τετμημένη τǏǒ ሺ0, 1ሻ) 

x Η τελική ȷλεǒǐά τηǑ γǕνίαǑ με μέτǐǏ 
180° τέμνει τǏν τǐιγǕνǏμετǐικǘ κǙκλǏ 
στǏ σημείǏ ሺെ1, 0ሻ. Άǐα: 
ημ180° ൌ 0 (τεταγμένη τǏǒ ሺെ1, 0ሻ) 

συν180° ൌ െ1 (τετμημένη τǏǒ ሺെ1, 0ሻ) 

x Η τελική ȷλεǒǐά τηǑ γǕνίαǑ με μέτǐǏ 270° τέμνει τǏν τǐιγǕνǏμετǐικǘ κǙκλǏ στǏ 
σημείǏ ሺ0, െ1ሻ. Άǐα: 
ημ270° ൌ െ1 (τεταγμένη τǏǒ ሺ0, െ1ሻ) 
συν270° ൌ 0 (τετμημένη τǏǒ ሺ0, െ1ሻ) 

x Η τελική ȷλεǒǐά τηǑ γǕνίαǑ με μέτǐǏ 360° τέμνει τǏν τǐιγǕνǏμετǐικǘ κǙκλǏ στǏ 
σημείǏ ሺ1, 0ሻ. Άǐα: 
ημ360° ൌ 0 (τεταγμένη τǏǒ ሺ1,0ሻ) 
συν360° ൌ 1 (τετμημένη τǏǒ ሺ1,0ሻ) 
 

 0° 90° 180° 270° 360° 

ημ 0 1 0 െ1 0 

συν 1 0 െ1 0 1 
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Παǐάδεǉǅǌα 2 
Να ǒȷǏλǏγίσετε τǏǒǑ τǐιγǕνǏμετǐικǏǙǑ αǐιθμǏǙǑ ημίτǏνǏ, σǒνημίτǏνǏ και εφαȷτǏμένη 
τǕν γǕνιǚν 30°, 45°και  60°, με Ǔǐήση τǏǒ τǐιγǕνǏμετǐικǏǙ κǙκλǏǒ. 
 
Λύση 

(α) ΤǐιγǕνǏμετǐικǏί αǐιθμǏί τǕν 60°: 

Η τελική ȷλεǒǐά τηǑ γǕνίαǑ (σε κανǏνική θέση) με μέτǐǏ 60° τέμνει τǏν 
τǐιγǕνǏμετǐικǘ κǙκλǏ στǏ σημείǏ 𝛣ሺ𝑎, 𝛽ሻ. 
 

 
 
Άǐα: 

ημ60° ൌ 𝛽 (τεταγμένη τǏǒ 𝛣) 
συν60° ൌ 𝑎 (τετμημένη τǏǒ 𝛣) 

 
ΤǏ τǐίγǕνǏ 𝛰𝛣𝛤 είναι ǏǐθǏγǚνιǏ με γǕνία 𝛤෠ ൌ 90∘, 𝛤𝛰෠𝛣 ൌ 60∘ και μήκǏǑ 
ǒȷǏτείνǏǒσαǑ ሺ𝛰𝛣ሻ ൌ 1. Άǐα, 𝛰𝛣෠𝛤 ൌ 30∘. ΓνǕǐίζǏǒμε ǘτι σε ǏǐθǏγǚνιǏ τǐίγǕνǏ με 
μία Ǐξεία γǕνία ίση με 30∘, η αȷέναντι ȷλεǒǐά τǕν 30∘ είναι ίση με τǏ μισǘ τηǑ 
ǒȷǏτείνǏǒσαǑ. ΕȷǏμένǕǑ, τǏ μήκǏǑ τηǑ ȷλεǒǐάǑ 𝛰𝛤 είναι ίσǏ με: 

ሺ𝛰𝛤ሻ ൌ
ሺ𝛰𝐵ሻ

2
ൌ

1
2

⇒ 𝑎 ൌ
1
2

⇒ συν60∘ ൌ
1
2

 

 
Με εφαǐμǏγή τǏǒ ΠǒθαγǏǐείǏǒ ΘεǕǐήματǏǑ στǏ ǏǐθǏγǚνιǏ τǐίγǕνǏ 𝛰𝛣𝛤, έǓǏǒμε: 

ሺ𝛰𝛣ሻ2 ൌ ሺ𝛰𝛤ሻ2 ൅ ሺ𝛣𝛤ሻ2  ฺ 12 ൌ ൬
1
2

൰
2

൅ ሺ𝛣𝛤ሻ2 ฺ 1 ൌ
1
4

൅ 𝛽2 

ฺ 𝛽2 ൌ
3
4

ฺ 𝛽 ൌ
√3
2

ൌ ημ60∘ 

ΕȷǏμένǕǑ: 

εφ60° ൌ
𝛽
𝑎

ൌ
√3
2
1
2

ൌ √3 
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(β) ΤǐιγǕνǏμετǐικǏί αǐιθμǏί τǕν 30°: 

Η τελική ȷλεǒǐά τηǑ γǕνίαǑ (σε κανǏνική θέση) με μέτǐǏ 30° τέμνει τǏν 
τǐιγǕνǏμετǐικǘ κǙκλǏ στǏ σημείǏ 𝛣ሺ𝑎, 𝛽ሻ. 
 

 
 

Άǐα: 

ημ30° ൌ 𝛽 (τεταγμένη τǏǒ 𝛣) 
συν30° ൌ 𝑎 (τετμημένη τǏǒ 𝛣) 

ΤǏ τǐίγǕνǏ 𝛰𝛣𝛤 είναι ǏǐθǏγǚνιǏ με γǕνία 𝛤෠ ൌ 90∘, 𝛤𝛰෠𝛣 ൌ 30∘ και μήκǏǑ 
ǒȷǏτείνǏǒσαǑ ሺ𝛰𝛣ሻ ൌ 1. ΓνǕǐίζǏǒμε ǘτι σε ǏǐθǏγǚνιǏ τǐίγǕνǏ με μία Ǐξεία γǕνία 
ίση με 30∘, η αȷέναντι ȷλεǒǐά τǕν 30∘ είναι ίση με τǏ μισǘ τηǑ ǒȷǏτείνǏǒσαǑ. 
ΕȷǏμένǕǑ, τǏ μήκǏǑ τηǑ ȷλεǒǐάǑ 𝐵𝛤 είναι ίσǏ με: 

ሺ𝐵𝛤ሻ ൌ
ሺ𝛰𝐵ሻ

2
ൌ

1
2

⇒ 𝛽 ൌ
1
2

⇒ ημ30∘ ൌ
1
2

 

Με εφαǐμǏγή τǏǒ ΠǒθαγǏǐείǏǒ ΘεǕǐήματǏǑ στǏ ǏǐθǏγǚνιǏ τǐίγǕνǏ 𝛰𝛣𝛤, έǓǏǒμε: 

ሺ𝛰𝛣ሻ2 ൌ ሺ𝛰𝛤ሻ2 ൅ ሺ𝛣𝛤ሻ2  ฺ 12 ൌ ሺ𝑂𝛤ሻ2 ൅ ൬
1
2

൰
2

ฺ 1 ൌ
1
4

൅ 𝑎2 

ฺ 𝑎2 ൌ
3
4

ฺ 𝑎 ൌ
√3
2

ൌ συν300 

ΕȷǏμένǕǑ: 

εφ30° ൌ
𝛽
𝑎

ൌ
1
2

√3
2

ൌ
1

√3
ൌ

√3
3

 

(γ) ΤǐιγǕνǏμετǐικǏί αǐιθμǏί τǕν 45°: 

Η τελική ȷλεǒǐά τηǑ γǕνίαǑ (σε κανǏνική θέση) με μέτǐǏ 45° τέμνει τǏν 
τǐιγǕνǏμετǐικǘ κǙκλǏ στǏ σημείǏ 𝛣ሺ𝑎, 𝛽ሻ. 
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Άǐα 
ημ45° ൌ 𝛽 (τεταγμένη τǏǒ 𝛣) 
συν45° ൌ 𝑎 (τετμημένη τǏǒ 𝛣) 
ΤǏ τǐίγǕνǏ 𝛰𝛤𝛣 είναι ǏǐθǏγǚνιǏ και ισǏσκελέǑ με ሺ𝛰𝛤ሻ ൌ ሺ𝛣𝛤ሻ και τǏ μέτǐǏ τηǑ 
γǕνίαǑ 𝛤𝛰𝛣 είναι ίσǏ με 45°. ΕȷǏμένǕǑ: 

ሺ𝛰𝛤ሻ ൌ ሺ𝛣𝛤ሻ ฺ 𝑎 ൌ 𝛽 ฺ
𝛽
𝑎

ൌ 1 ฺ εφ45° ൌ 1 

 
Με εφαǐμǏγή τǏǒ ΠǒθαγǏǐείǏǒ ΘεǕǐήματǏǑ στǏ ǏǐθǏγǚνιǏ τǐίγǕνǏ 𝛰𝛣𝛤, και 
δεδǏμένǏǒ ǘτι 𝑎 ൌ 𝛽, έǓǏǒμε: 

ሺ𝛰𝛣ሻ2 ൌ ሺ𝛰𝛤ሻ2 ൅ ሺ𝛣𝛤ሻ2 ฺ 12 ൌ 𝑎2 ൅ 𝛽2 ฺ 1 ൌ 𝑎2 ൅ 𝑎2 

 ฺ 1 ൌ 2𝑎2 ฺ 𝑎2 ൌ
1
2

ฺ 𝑎 ൌ
1

√2
ൌ

√2
2

ൌ 𝛽 

Έτσι, 

συν45° ൌ ημ45° ൌ
√2
2

 

 
ΣǒνǏǔίζǏνταǑ τα ȷιǏ ȷάνǕ έǓǏǒμε τǏν ȷίνακα: 

 30° 45° 60° 

ημ 
1
2

 √2
2

 
√3
2

 

συν √3
2

 
√2
2

 
1
2

 

εφ √3
3

 1 √3 

 
Παǐάδεǉǅǌα 3 
Να βǐείτε τǏ ȷǐǘσημǏ τǕν τǐιγǕνǏμετǐικǚν αǐιθμǚν τǕν γǕνιǚν με μέτǐǏ 117°,
െ55°και 420°. 
 
Λύση 
Η τελική ȷλεǒǐά τηǑ γǕνίαǑ με μέτǐǏ 117° 
είναι στǏ 2Ǐ τεταǐτημǘǐιǏ. 
Άǐα: 
ημ117° ൐ 0 
συν117° ൏ 0 
εφ117° ൏ 0 
στεμ117° ൐ 0 
τεμ117° ൏ 0 
σφ117° ൏ 0 
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Η τελική ȷλεǒǐά τηǑ γǕνίαǑ με μέτǐǏ െ55° 
είναι στǏ 4Ǐ τεταǐτημǘǐιǏ. 
Άǐα: 
ημሺെ55°ሻ ൏ 0 
συνሺെ55°ሻ ൐ 0 
εφሺെ55°ሻ ൏ 0 
στεμሺെ55°ሻ ൏ 0 
τεμሺെ55°ሻ ൐ 0 
σφሺെ55°ሻ ൏ 0 

 
 
 
Η τελική ȷλεǒǐά τηǑ γǕνίαǑ με μέτǐǏ 420° 
είναι στǏ 1Ǐ τεταǐτημǘǐιǏ. 
Άǐα: 
ημ420° ൐ 0 
συν420° ൐ 0 
εφ420° ൐ 0 
στεμ420° ൐ 0 
τεμ420° ൐ 0 
σφ420° ൐ 0 

 
 
Παǐάδεǉǅǌα 4 
Δίνεται τǏ σημείǏ 𝛢 με σǒντεταγμένεǑ ቀെ 3

5
, 4

5
ቁ. 

(α) Να αȷǏδείξετε ǘτι τǏ σημείǏ 𝛢 ανήκει στǏν τǐιγǕνǏμετǐικǘ κǙκλǏ. 
(β) Αν η τελική ȷλεǒǐά μιαǑ γǕνίαǑ 𝜔 ȷǏǒ είναι σε κανǏνική θέση τέμνει τǏν 

τǐιγǕνǏμετǐικǘ κǙκλǏ στǏ σημείǏ 𝛢, να ǒȷǏλǏγίσετε τǏǒǑ τǐιγǕνǏμετǐικǏǙǑ 
αǐιθμǏǙǑ ημ𝜔, συν𝜔, εφ𝜔 και σφ𝜔. 

(γ) Να αναȷαǐαστήσετε στǏν τǐιγǕνǏμετǐικǘ κǙκλǏ τǏǒǑ τǐιγǕνǏμετǐικǏǙǑ αǐιθμǏǙǑ 
ημ𝜔, συν𝜔, εφ𝜔 και σφ𝜔. 

 
Λύση 

(α) Για να ανήκει τǏ σημείǏ 𝛢 ቀെ 3
5

, 4
5
ቁ στǏν τǐιγǕνǏμετǐικǘ κǙκλǏ, ȷǐέȷει να ισǓǙει 

𝜌 ൌ ሺ𝛰𝛢ሻ ൌ 1. ΈǓǏǒμε: 

𝜌 ൌ ඨ൬െ
3
5

൰
2

൅ ൬
4
5

൰
2

ൌ ඨ 9
25

൅
16
25

ൌ ඨ25
25

ൌ √1 ൌ 1 

ΣǒνεȷǚǑ, τǏ σημείǏ 𝛢 ανήκει στǏν τǐιγǕνǏμετǐικǘ κǙκλǏ. 
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(β) Οι τǐιγǕνǏμετǐικǏί αǐιθμǏί ημ𝜔 και συν𝜔 ǏǐίζǏνται ǕǑ η τεταγμένη και η τετμημένη 
τǏǒ σημείǏǒ 𝛢, αντίστǏιǓα. ΣǒνεȷǚǑ: 

ημ𝜔 ൌ 𝑦஺ ൌ 4
5
  και  συν𝜔 ൌ 𝑥஺ ൌ െ 3

5
 

Ο τǐιγǕνǏμετǐικǘǑ αǐιθμǘǑ εφ𝜔 Ǐǐίζεται ǕǑ τǏ ȷηλίκǏ τηǑ τεταγμένηǑ τǏǒ σημείǏǒ 
𝛢 ǕǑ ȷǐǏǑ την τετμημένη τǏǒ. ΣǒνεȷǚǑ: 

εφ𝜔 ൌ
𝑦஺

𝑥஺
ൌ

4
5

െ 3
5

ൌ െ
4
3

 

Ο τǐιγǕνǏμετǐικǘǑ αǐιθμǘǑ σφ𝜔 Ǐǐίζεται ǕǑ τǏ ȷηλίκǏ τηǑ τετμημένηǑ τǏǒ σημείǏǒ 
𝛢 ǕǑ ȷǐǏǑ την τεταγμένη τǏǒ. ΣǒνεȷǚǑ: 

σφ𝜔 ൌ
𝑥஺

𝑦஺
ൌ

െ 3
5

4
5

ൌ െ
3
4
 

(γ) Η αναȷαǐάσταση τǕν τǐιγǕνǏμετǐικǚν αǐιθμǚν τηǑ γǕνίαǑ 𝜔 με τελική ȷλεǒǐά, η 

ǏȷǏία τέμνει τǏν τǐιγǕνǏμετǐικǘ κǙκλǏ στǏ σημείǏ 𝛢 ቀെ 3
5

, 4
5
ቁ, φαίνǏνται στǏ σǓήμα. 
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Δραστηριότητες 

 
1. Να Ǔαǐακτηǐίσετε ΣΩΣΤΟ ή ΛΑΘΟΣ τιǑ ȷιǏ κάτǕ ȷǐǏτάσειǑ, βάζǏνταǑ σε κǙκλǏ 

τǏν αντίστǏιǓǏ Ǔαǐακτηǐισμǘ. 
(α)  ΤǏ σημείǏ με σǒντεταγμένεǑ ሺ1, 1ሻ ανήκει στǏν 

τǐιγǕνǏμετǐικǘ κǙκλǏ. ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

(β)  Αν τǏ σημείǏ με σǒντεταγμένεǑ 𝛢ሺ𝜅, 𝜆ሻ ανήκει στǏν 
τǐιγǕνǏμετǐικǘ κǙκλǏ και η τελική ȷλεǒǐά μίαǑ 
γǕνίαǑ 𝜃, ȷǏǒ είναι σε κανǏνική θέση, διέǐǓεται αȷǘ 
τǏ σημείǏ 𝛢, τǘτε ισǓǙει συν𝜃 ൌ 𝜅. 

ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

(γ)  ΙσǓǙει συν ቀെ గ
଻

ቁ ൐ 0. 
ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

(δ)  Η τελική ȷλεǒǐά τηǑ γǕνίαǑ 𝑎 ൌ െ 3గ
2

 rad, η ǏȷǏία 
βǐίσκεται σε κανǏνική θέση, τέμνει τǏν 
τǐιγǕνǏμετǐικǘ κǙκλǏ στǏ σημείǏ με σǒντεταγμένεǑ 
ሺ0, 1ሻ. 

ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

(ε)  ΤǏ σημείǏ με σǒντεταγμένεǑ ቀ√1ଽ
5

, െ √6
5

ቁ ανήκει στǏν 
τǐιγǕνǏμετǐικǘ κǙκλǏ. ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

(στ)  Αν η γǕνία 𝜃 ൌ െ2 rad βǐίσκεται σε κανǏνική θέση, 
τǘτε έǓει τελική ȷλεǒǐά ȷǏǒ βǐίσκεται στǏ τǐίτǏ 
τεταǐτημǘǐιǏ. 

ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

(ζ)  ΤǏ σημείǏ με σǒντεταγμένεǑ 𝛢ሺ𝜅, 𝜆ሻ, 𝜅 ൐ 0 ανήκει 
ȷάνǕ στην εǒθεία με εξίσǕση 𝑦 ൌ 2𝑥. Τǘτε, για κάθε 
γǕνία 𝜃, ȷǏǒ βǐίσκεται σε κανǏνική θέση και έǓει 
τελική ȷλεǒǐά ȷǏǒ διέǐǓεται αȷǘ τǏ σημείǏ 𝛢, ισǓǙει 
εφ𝜃 ൌ 2. 

ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

 

2. Να εξετάσετε κατά ǒȷάǐǓǏǒν ή ǘǓι λǙσειǑ τηǑ εξίσǕσηǑ ημ𝑥 ൌ െ 3
2
 αιτιǏλǏγǚνταǑ 

την αȷάντησή σαǑ. 
 

3. Να βǐείτε τǏ ȷǐǘσημǏ τǕν τǐιγǕνǏμετǐικǚν αǐιθμǚν τǕν γǕνιǚν με μέτǐǏ 
30°, 236°, െ52°, 370°, െ150°. 
 

4. Η τελική ȷλεǒǐά μιαǑ γǕνίαǑ 𝜔 ȷǏǒ είναι σε κανǏνική θέση τέμνει τǏν 

τǐιγǕνǏμετǐικǘ κǙκλǏ στǏ σημείǏ με σǒντεταγμένεǑ 𝛢 ቀെ 1
2

, െ √3
2

ቁ. Να ǒȷǏλǏγίσετε 

τǏǒǑ τǐιγǕνǏμετǐικǏǙǑ αǐιθμǏǙǑ ημ𝜔, συν𝜔, εφ𝜔 και σφ𝜔. 
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5. Να βǐείτε σε ȷǏιǏ τεταǐτημǘǐιǏ βǐίσκεται η τελική ȷλεǒǐά τηǑ γǕνίαǑ 𝜃, αν: 
(α) ημ𝜃 ൐ 0 και συν𝜃 ൏ 0 
(β) εφ𝜃 ൏ 0 και συν𝜃 ൏ 0 
(γ) σφ𝜃 ൐ 0 και ημ𝜃 ൏ 0 
 

6. Αν 180° ൏ 𝑥 ൏ 270°, να δείξετε ǘτι εφ𝑥 ൐ συν𝑥. 
 

7. Σε ȷǏιǏ τεταǐτημǘǐιǏ ανήκει η γǕνία 𝜔, για την ǏȷǏία ισǓǙει εφω ൏ 0 και 
τεμ𝜔 ൐ 0; 
 

8. Η τελική ȷλεǒǐά μιαǑ γǕνίαǑ 𝜔 ȷǏǒ είναι σε κανǏνική θέση τέμνει τǏν 
τǐιγǕνǏμετǐικǘ κǙκλǏ στǏ σημείǏ 𝛢 με σǒντεταγμένεǑ ሺ𝜅, 𝜆ሻ. Να εκφǐάσετε 
σǒναǐτήσει τǕν 𝜅 και 𝜆 τιǑ ȷαǐαστάσειǑ: 

(α)  ημ𝜔 െ συν𝜔 (β)  εφ𝜔 ൅ σφ𝜔 (γ)  
1

συν2𝜔
െ

1
σφ2𝜔
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2.5  ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΚΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ – ΣΧΕΣΕΙΣ ΜΕΤΑΞΥ 
ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΚΩΝ ΑΡΙΘΜΩΝ ΓΩΝΙΩΝ ΠΟΥ ΕΧΟΥΝ 
ΑΘΡΟΙΣΜΑ Ή ΔΙΑΦΟΡΑ 𝟎°, 𝟗𝟎°, 𝟏𝟖𝟎°, 𝟐𝟕𝟎°, 𝟑𝟔𝟎° 

2.5.1  Τριγωνομετρικές Συναρτήσεις 

 

x Να ανǏίξετε τǏ εφαǐμǏγίδιǏ «ALyk_En02_TrigonometrikiSynartisi.ggb». 
 

 
 
Δίνεται Ǐ τǐιγǕνǏμετǐικǘǑ κǙκλǏǑ στǏ αǐιστεǐǘ μέǐǏǑ τηǑ ǏθǘνηǑ. 
¾ Να εȷιλέξετε τǏ «ημ𝑥» στǏ δεξιǘ μέǐǏǑ τηǑ ǏθǘνηǑ. 
¾ Να εȷιλέξετε τǏν δǐǏμέα «𝑎» και να δǚσετε διάφǏǐεǑ τιμέǑ για τη γǕνία 𝑥. Στη 

σǒνέǓεια, να εȷιλέξετε τǏ «Εμφάνιση ΓǐαφικήǑ ΠαǐάστασηǑ». 
¾ Να ȷαǐατηǐήσετε τη γǐαφική ȷαǐάσταση ȷǏǒ εμφανίζεται. 
¾ Να εȷαναλάβετε την ȷιǏ ȷάνǕ διαδικασία, εȷιλέγǏνταǑ τǏ «συν𝑥» και τǏ «εφ𝑥» 

στǏ δεξιǘ μέǐǏǑ τηǑ ǏθǘνηǑ και να ȷαǐατηǐήσετε τη γǐαφική ȷαǐάσταση ȷǏǒ 
εμφανίζεται σε κάθε ȷεǐίȷτǕση. 

¾ Να δǚσετε μια σǒγκεκǐιμένη τιμή στη γǕνία 𝑥, έτσι ǚστε 0° ൏ 𝑥 ൏ 90° και να 
καταγǐάǔετε τιǑ τιμέǑ τǕν ημ𝑥, συν𝑥, εφ𝑥 ȷǏǒ εμφανίζǏνται στǏ αǐιστεǐǘ 
μέǐǏǑ τηǑ ǏθǘνηǑ. Στη σǒνέǓεια, να καταγǐάǔετε τιǑ τιμέǑ τǕν ημ𝑥, συν𝑥, εφ𝑥 
για γǕνίεǑ ȷǏǒ έǓǏǒν άθǐǏισμα ή διαφǏǐά 0°, 90°, 180°, 270°, 360° με τη γǕνία 𝑥. 
Τι ȷαǐατηǐείτε σε κάθε ȷεǐίȷτǕση; 

  

ΔǉεǐεǙǍǇσǇ 

ΠαǐατήΔǐ
ǇσǇ 
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x ΔǙǏ γǕνίεǑ Ǐι ǏȷǏίεǑ έǓǏǒν την ίδια τελική ȷλεǒǐά, διαφέǐǏǒν κατά 360∘𝜅, 𝜅 ∈ ℤ, ή 
2𝜋𝜅 𝑟𝑎𝑑, 𝜅 ∈ ℤ.  

x ΓǕνίεǑ με την ίδια τελική ȷλεǒǐά έǓǏǒν τǏǒǑ ίδιǏǒǑ τǐιγǕνǏμετǐικǏǙǑ αǐιθμǏǙǑ. 

 
Για ȷαǐάδειγμα, ισǓǙει ǘτι: 

ημ𝜃 ൌ ημሺ𝜃 ൅ 360∘ሻ ൌ ημሺ𝜃 ൅ 720∘ሻ ൌ ⋯ ൌ ημ൫𝜃 ൅ ሺെ360∘ሻ൯ ൌ ⋯ 
ΠαǐατηǐοǙμε ǘτι το 360∘ είναι ο ȷιο μικǐǘǑ θετικǘǑ αǐιθμǘǑ, αȷǘ ǘλοǒǑ τοǒǑ αǐιθμοǙǑ 
τηǑ μοǐφήǑ 360∘𝜅, 𝜅 ∈ ℤ, για τον οȷοίο ισǓǙει: 

𝜂𝜇𝜃 ൌ 𝜂𝜇ሺ𝜃 ൅ 360∘𝜅ሻ,   𝜅 ∈ ℤ 
 
Ορισμός 
Μια σǒνάǐτηση 𝑓 με ȷεδίǏ ǏǐισμǏǙ τǏ 𝛢, 𝛢 ⊆ ℝ, λέγεται περιοδική, ǘταν ǒȷάǐǓει 
ȷǐαγματικǘǑ αǐιθμǘǑ 𝛵 ൐ 0 τέτǏιǏǑ ǚστε για κάθε 𝑥 ∈ 𝛢 να ισǓǙει: 

(α) ሺ𝑥 ൅ 𝛵ሻ ∈ 𝛢, ሺ𝑥 െ 𝛵ሻ ∈ 𝛢 και 
(β) 𝑓ሺ𝑥 ൅ 𝛵ሻ ൌ  𝑓ሺ𝑥 െ 𝛵ሻ ൌ  𝑓ሺ𝑥ሻ. 

Ο μικǐǘτεǐǏǑ αȷǘ τǏǒǑ θετικǏǙǑ αǐιθμǏǙǑ 𝛵, για τǏǒǑ ǏȷǏίǏǒǑ ισǓǙǏǒν τα ȷιǏ ȷάνǕ 
λέγεται περίοδος τηǑ σǒνάǐτησηǑ 𝑓. 
 
ΌȷǕǑ έǓει Ǐǐιστεί τǏ ημ𝑥 στǏν τǐιγǕνǏμετǐικǘ κǙκλǏ, για κάθε τιμή τηǑ γǕνίαǑ 𝑥 
αντιστǏιǓεί μια μǘνǏ τιμή τǏǒ ημ𝑥. Έτσι, Ǐǐίζεται η σǒνάǐτηση 𝑓 με τǙȷǏ 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ημ𝑥 με 
ȷεδίǏ ǏǐισμǏǙ τǏ ℝ και σǙνǏλǏ τιμǚν τǏ ሾെ1, 1ሿ ሺെ1 ൑ ημ𝑥 ൑ 1ሻ. 

 

 

 

Αȷǘ την ȷιǏ ȷάνǕ γǐαφική ȷαǐάσταση, ȷαǐατηǐǏǙμε ǘτι τǏ μέǐǏǑ τηǑ γǐαφικήǑ 
ȷαǐάστασηǑ τηǑ σǒνάǐτησηǑ 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ημ𝑥, 𝑥 ∈ ሾ0, 2𝜋ሿ εȷαναλαμβάνεται σε κάθε εȷǘμενǏ 
(ή ȷǐǏηγǏǙμενǏ) διάστημα ȷλάτǏǒǑ 2𝜋. 
ΜȷǏǐǏǙμε, δηλαδή, να έǓǏǒμε τιǑ ίδιεǑ τιμέǑ τηǑ σǒνάǐτησηǑ 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ημ𝑥 για τιμέǑ τǏǒ 
𝑥 ∈ ℝ, Ǐι ǏȷǏίεǑ διαφέǐǏǒν μεταξǙ τǏǒǑ αȷǘσταση ίση με 2𝜋. 
 
Για ȷαǐάδειγμα, στη σǒνάǐτηση 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝜂𝜇𝑥, 𝑥 ∈ ℝ αν ȷάǐοǒμε ǕǑ τετμημένη την 𝑥 ൌ గ

6
, 

τǘτε είμαστε σε θέση να γǐάǔοǒμε διάφοǐεǑ τετμημένεǑ, ǘȷǕǑ 𝑥1 ൌ గ
6

൅ 2𝜋 ൌ 13గ
6

, 

𝑥2 ൌ గ
6

൅ 4𝜋 ൌ 25గ
6

, 𝑥3 ൌ గ
6

െ 2𝜋 ൌ െ 11గ
6

 κτλ, οι οȷοίεǑ να μαǑ δίνοǒν ακǐιβǚǑ τιǑ ίδιεǑ τιμέǑ 

τηǑ σǒνάǐτησηǑ 𝑓. ΙσǓǙει δηλαδή ǘτι: 

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑓 ቀ
𝜋
6

ቁ ൌ ημ ቀ
𝜋
6

ቁ ൌ
1
2

ൌ  𝑓 ൬
13𝜋

6
൰ ൌ 𝑓 ൬

25𝜋
6

൰ ൌ 𝑓 ൬െ
11𝜋

6
൰ 
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ΠαǐατηǐǏǙμε ǘτι για τη σǒνάǐτηση 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ημ𝑥, 𝑥 ∈ ℝ, Ǐ αǐιθμǘǑ 2𝜋 είναι Ǐ ȷιǏ μικǐǘǑ 
θετικǘǑ αǐιθμǘǑ, για τǏν ǏȷǏίǏ ισǓǙει 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑓ሺ𝑥 ൅ 2𝜋ሻ. 
ΕȷǏμένǕǑ, αǒτǘǑ Ǐ αǐιθμǘǑ αȷǏτελεί την περίοδο τηǑ σǒνάǐτησηǑ 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ημ𝑥, 𝑥 ∈ ℝ . 
Δηλαδή, η σǒνάǐτηση 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ημ𝑥, 𝑥 ∈ ℝ  είναι ȷεǐιǏδική με ȷεǐίǏδǏ 2𝜋, ǘȷǏǒ 2𝜋 είναι Ǐ 
μικρότερος θετικός αριθμός, για τǏν ǏȷǏίǏ ισǓǙει: 

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ  𝑓ሺ𝑥 ൅ 2𝜋ሻ,   ∀ 𝑥 ∈ ℝ 
Ακǘμα, έǓǏǒμε ǘτι: 

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ  𝑓ሺ𝑥 ൅ 2𝜋ሻ ൌ  𝑓ሺ𝑥 ൅ 4𝜋ሻ ൌ 𝑓ሺ𝑥 ൅ 6𝜋ሻ ൌ ⋯ ൌ 𝑓ሺ𝑥 െ 2𝜋ሻ 
 
Παρατηρήσεις 

x Για τη σǒνάǐτηση 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ημ𝑥, 𝑥 ∈ ℝ, ȷαǐατηǐǏǙμε ǘτι ημ గ
6

ൌ ημ 5గ
6

. 

Δεν μȷǏǐǏǙμε ǘμǕǑ να ισǓǒǐιστǏǙμε ǘτι η διαφǏǐά 5గ
6

െ గ
6

ൌ 2గ
3

 μȷǏǐεί να αȷǏτελέσει 

ȷεǐίǏδǏ για τη σǒνάǐτηση τǏǒ ημιτǘνǏǒ. 

Αǒτǘ σǒμβαίνει, γιατί δεν ισǓǙει για κάθε 𝑥 ∈ ℝ  ǘτι ημ𝑥 ൌ ημ ቀ𝑥 ൅ 2గ
3

ቁ, αφǏǙ, για 

ȷαǐάδειγμα, ημ గ
2

് ημ ቀగ
2

൅ 2గ
3

ቁ . 

x Για 𝜅 ∈ ℤ, ισǓǙει γενικά ǘτι: 
ημ𝑥 ൌ ημሺ2𝜅𝜋 ൅ 𝑥ሻ 

Έτσι, Ǐι τιμέǑ τǏǒ ημ𝑥 εȷαναλαμβάνǏνται σε διαστήματα ȷλάτǏǒǑ 2𝜋. 

Με ανάλǏγǏ τǐǘȷǏ ǏǐίζǏǒμε και τη σǒνάǐτηση τǏǒ σǒνημιτǘνǏǒ. 

ΌȷǕǑ έǓει Ǐǐιστεί τǏ συν𝑥 στǏν τǐιγǕνǏμετǐικǘ κǙκλǏ, για κάθε τιμή τηǑ γǕνίαǑ 𝑥 
αντιστǏιǓεί μια μǘνǏ τιμή τǏǒ συν𝑥. Έτσι, Ǐǐίζεται η σǒνάǐτηση 𝑓 με τǙȷǏ 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ συν𝑥 με 
ȷεδίǏ ǏǐισμǏǙ τǏ ℝ και σǙνǏλǏ τιμǚν τǏ διάστημα ሾെ1, 1ሿ ሺെ1 ൑ συν𝑥 ൑ 1ሻ. 
 

 

Τα τǘξα 𝑥 και 2𝜅𝜋 ൅ 𝑥, 𝜅 ∈ ℤ έǓǏǒν και ȷάλι τιǑ ίδιεǑ τιμέǑ τηǑ σǒνάǐτησηǑ. 
ΕȷǏμένǕǑ, συν𝑥 ൌ  συνሺ2𝜅𝜋 ൅ 𝑥ሻ. 
Δηλαδή, Ǐι τιμέǑ τǏǒ συν𝑥 εȷαναλαμβάνǏνται σε διαστήματα ȷλάτǏǒǑ 2π. 
ΕȷǏμένǕǑ, η σǒνάǐτηση 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ συν𝑥, 𝑥 ∈ ℝ είναι ȷεǐιǏδική με ȷεǐίǏδǏ 2𝜋, ǘȷǏǒ 2𝜋 είναι 
Ǐ μικǐǘτεǐǏǑ θετικǘǑ αǐιθμǘǑ, για τǏν ǏȷǏίǏ ισǓǙει: 

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ  𝑓ሺ𝑥 ൅ 2𝜋ሻ, ∀ 𝑥 ∈ ℝ 
Αȷǘ τǏν Ǐǐισμǘ τηǑ εφαȷτǏμένηǑ, ισǓǙει ǘτι σε κάθε γǕνία 𝑥 με 𝑥 ് 𝜅𝜋 ൅ గ

2
, 𝜅 ∈ ℤ, 

αντιστǏιǓεί ακǐιβǚǑ έναǑ αǐιθμǘǑ 𝑦 ǕǑ εφαȷτǏμένη. 
Έτσι, Ǐǐίζεται η σǒνάǐτηση𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ εφ𝑥, 𝑥 ∈ ℝ με 𝑥 ് 𝜅𝜋 ൅ గ

2
, 𝜅 ∈ ℤ. 

ΤǏ σǙνǏλǏ τιμǚν τηǑ σǒνάǐτησηǑ 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ εφ𝑥 είναι τǏ ℝ. 
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ΙσǓǙει ǘτι: 

𝜀𝜑𝑥 ൌ 𝜀𝜑ሺ𝑥 ൅ 𝜅𝜋ሻ,   ∀ 𝑥 ∈ ℝ,   𝑥 ് 𝜅𝜋 ൅
𝜋
2

,   𝜅 ∈ ℤ 

Έτσι, η σǒνάǐτηση 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ εφ𝑥 είναι περιοδική με περίοδο 𝝅. 
 
2.5.2  Σχέσεις μεταξύ των τριγωνομετρικών αριθμών γωνιών που έχουν 

άθροισμα ή διαφορά 𝟎°, 𝟗𝟎°, 𝟏𝟖𝟎°, 𝟐𝟕𝟎°, 𝟑𝟔𝟎° 

 
Δίνεται τǒǓαία γǕνία 𝜃 σε κανǏνική θέση με τελική ȷλεǒǐά, η ǏȷǏία τέμνει τǏν 
τǐιγǕνǏμετǐικǘ κǙκλǏ στǏ σημείǏ 𝛢ሺ𝑎, 𝛽ሻ. Να εξετάσετε ǘλεǑ τιǑ ȷιǏ κάτǕ ȷεǐιȷτǚσειǑ, 
ǘταν η γǕνία 𝜃 βǐίσκεται σε κάθε τεταǐτημǘǐιǏ ξεǓǕǐιστά: 

(α) Σε ȷǏιǏ τεταǐτημǘǐιǏ βǐίσκεται η γǕνία ሺ180∘ െ 𝜃ሻ; 
(β) Σε ȷǏιǏ τεταǐτημǘǐιǏ βǐίσκεται η γǕνία ሺ90∘ െ 𝜃ሻ; 
(γ) ΠǏιεǑ είναι Ǐι σǒντεταγμένεǑ στǏν τǐιγǕνǏμετǐικǘ κǙκλǏ τǕν ȷιǏ ȷάνǕ δǙǏ γǕνιǚν 

στιǑ ȷεǐιȷτǚσειǑ (α) και (β); 
 

 
ΣτǏν τǐιγǕνǏμετǐικǘ κǙκλǏ είναι εγγεγǐαμμένǏ ǏǐθǏγǚνιǏ ȷαǐαλληλǘγǐαμμǏ 𝛢𝛣𝛤𝛥. Η 
κǏǐǒφή 𝛢 έǓει σǒντεταγμένεǑ 𝛢ሺ𝑎, 𝛽ሻ και αντιστǏιǓεί τǘξǏ μέτǐǏǒ 𝜃 ൫0° ൏ 𝜃 ൏ 90°൯. 
 

 

ΕǎεǐεǙǍǇσǇ 

ΠαǐατήΔ
ǐǇσǇ 

 

ΔǉεǐεǙǍǇσǇ 1 

ΠαǐατήΔǐǇ
σǇ 
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x Να σǒμȷληǐǚσετε τα κενά στǏν ȷιǏ κάτǕ ȷίνακα: 

Κορυφή – Συντεταγμένες Αντίστοιχη γωνία Τριγωνομετρικοί αριθμοί 

𝛢ሺ𝑎, 𝛽ሻ 𝜃 συν𝜃 ൌ 𝑎, ημ𝜃 ൌ  𝛽 

𝛣ሺ… ,   … ሻ ሺ180∘ െ 𝜃ሻ 
συνሺ180∘ െ 𝜃ሻ ൌ ⋯ 
ημሺ180∘ െ 𝜃ሻ ൌ ⋯ 

𝛤ሺ… ,   … ሻ   

𝛥ሺ… ,   … ሻ   

x Να ǓǐησιμǏȷǏιήσετε τα αȷǏτελέσματα τǏǒ ȷιǏ ȷάνǕ ȷίνακα και να γǐάǔετε τη 
σǓέση ȷǏǒ σǒνδέει τǏǒǑ τǐιγǕνǏμετǐικǏǙǑ αǐιθμǏǙǑ τǕν γǕνιǚν ሺ180∘ േ 𝜃ሻ και 
ሺ360∘ േ 𝜃ሻ, σǒναǐτήσει τǕν τǐιγǕνǏμετǐικǚν αǐιθμǚν τηǑ γǕνίαǑ 𝜃. 

 

 

x Να ανǏίξετε τǏ εφαǐμǏγίδιǏ «ALyk_En02_TrigonometrikiSynartisi2.ggb». 
 

 
 

Δίνεται η γǐαφική ȷαǐάσταση τηǑ σǒνάǐτησηǑ 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ημሺ𝑥 ൅ 𝑎ሻ, ǘȷǏǒ τǏ 𝑎 ȷαίǐνει 
τιμέǑ αȷǘ τǏ σǙνǏλǏ ൛0°, 90°, 180°, 270°, 360° ൟ. ΕȷιλέγǏνταǑ κατάλληλα ένα 
τετǐαγǕνάκι μȷǏǐǏǙμε να σǓηματίσǏǒμε τιǑ σǒναǐτήσειǑ 𝑓2ሺ𝑥ሻ ൌ െημ𝑥, 
𝑔1ሺ𝑥ሻ ൌ συν𝑥 και 𝑔2ሺ𝑥ሻ ൌ െσυν𝑥. 

x Να σǒμȷληǐǚσετε τǏν ȷιǏ κάτǕ ȷίνακα, εȷιλέγǏνταǑ ǕǑ αȷάντηση μία αȷǘ τιǑ 
σǒναǐτήσειǑ, 𝑓2, 𝑔1, 𝑔2 (αν αǒτǘ είναι εφικτǘ). 
(α)   ημ൫𝑥 ൅ 0°൯ ൌ ημ𝑥 

(β)  ημ൫𝑥 ൅ 90°൯ ൌ ⋯ 

(γ)  ημ൫𝑥 ൅ 180°൯ ൌ ⋯ 

(δ)  ημ൫𝑥 ൅ 270°൯ ൌ ⋯ 

(ε)  ημ൫𝑥 ൅ 360°൯ ൌ ⋯ 

9 Τι ȷαǐατηǐείτε στιǑ ȷιǏ ȷάνǕ ισǘτητεǑ; 
9 Σε ȷǏιεǑ ȷεǐιȷτǚσειǑ η σǒνάǐτηση 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ημሺ𝑥 ൅ 𝑎ሻ, 𝑥 ∈ ℝ, μετατǐέȷεται σε 

σǒνάǐτηση τηǑ μǏǐφήǑ േσυν𝑥 και σε ȷǏιεǑ ǘǓι; 

ΔǉεǐεǙǍǇσǇ 2 

ΠαǐατήΔǐǇ
σǇ 
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Γωνίες με άθροισμα 𝟎° (Αντίθετες) 
ΠαίǐνǏǒμε τιǑ αντίθετεǑ γǕνίεǑ 𝜔 και െ𝜔 σε κανǏνική θέση. Οι τελικέǑ ȷλεǒǐέǑ τǕν δǙǏ 
γǕνιǚν τέμνǏǒν τǏν τǐιγǕνǏμετǐικǘ κǙκλǏ σε σημεία 𝛭 και 𝛭′ σǒμμετǐικά ǕǑ ȷǐǏǑ τǏν 
άξǏνα τǕν σǒνημιτǘνǕν, ǘȷǕǑ φαίνεται στǏ ȷιǏ κάτǕ σǓήμα. Δηλαδή, αν τǏ σημείǏ 𝛭 
έǓει σǒντεταγμένεǑ 𝛭ሺ𝑎, 𝛽ሻ, τǘτε τǏ 𝛭′ έǓει σǒντεταγμένεǑ 𝛭′ሺ𝑎, െ𝛽ሻ. 
 

 
 

Για την ȷǐǏσανατǏλισμένη γǕνία 𝜔, η ǏȷǏία έǓει τελική ȷλεǒǐά την 𝛰𝛭, έǓǏǒμε: 
συν𝜔 ൌ 𝑎,     ημ𝜔 ൌ 𝛽 

Για την ȷǐǏσανατǏλισμένη γǕνία െ𝜔, η ǏȷǏία έǓει τελική ȷλεǒǐά την 𝛰𝛭′, έǓǏǒμε: 
συνሺെ𝜔ሻ ൌ 𝑎 ൌ συν𝜔,   ημሺെ𝜔ሻ ൌ െ𝛽 ൌ െημ𝜔  

Αȷǘ την ισǘτητα τǕν τǐιγǚνǕν 𝛰𝛫𝛢 και 𝛰𝛫𝛢ᇱ, ȷǐǏκǙȷτει ǘτι 𝛫𝛢 ൌ 𝛫𝛢ᇱ. ΕȷǏμένǕǑ: 
εφሺെ𝜔ሻ ൌ െεφ𝜔 

ΠαǐατηǐǏǙμε ǘτι: 

ημሺെ𝜔ሻ ൌ െημ𝜔 
συνሺെ𝜔ሻ ൌ συν𝜔 
εφሺെ𝜔ሻ ൌ  െεφ𝜔 

 
Γωνίες με άθροισμα 𝟗𝟎° (Συμπληρωματικές) 
ΠαίǐνǏǒμε τιǑ σǒμȷληǐǕματικέǑ γǕνίεǑ 𝜔 και 90° െ 𝜔. 
Αȷǘ τα ίσα ǏǐθǏγǚνια τǐίγǕνα 𝛰𝛤𝛭 και 𝛰𝛥𝛭′ (𝛰𝛭 ൌ 𝛰𝛭ᇱ, 𝛤෠ ൌ 𝛥መ ൌ 90°, 𝛤𝛰෠𝛭 ൌ 𝛭′𝛰෠𝛥), 
έǓǏǒμε 𝛭ሺ𝑎, 𝛽ሻ και 𝛭ᇱሺ𝛽, 𝑎ሻ, ǘȷǕǑ φαίνεται στǏ ȷιǏ κάτǕ σǓήμα. 
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Για την ȷǐǏσανατǏλισμένη γǕνία 𝜔, η ǏȷǏία έǓει τελική ȷλεǒǐά την 𝛰𝛭, έǓǏǒμε: 
συν𝜔 ൌ 𝑎,    ημ𝜔 ൌ 𝛽 

Για την ȷǐǏσανατǏλισμένη γǕνία 90° െ 𝜔, η ǏȷǏία έǓει τελική ȷλεǒǐά την 𝛰𝛭′, έǓǏǒμε: 
συν൫90° െ 𝜔൯ ൌ 𝛽 ൌ ημ𝜔,     ημ൫90° െ 𝜔൯ ൌ 𝑎 ൌ συν𝜔  

Αȷǘ την ισǘτητα τǕν τǐιγǚνǕν 𝛰𝛫𝛣ᇱ και 𝛰𝛬𝛢ᇱ, ȷǐǏκǙȷτει ǘτι 𝛫𝛣ᇱ ൌ 𝛬𝛢ᇱ. ΕȷǏμένǕǑ: 

εφሺ90∘ െ 𝜔ሻ ൌ σφ𝜔 
ΠαǐατηǐǏǙμε ǘτι: 

ημሺ90° െ 𝜔ሻ ൌ συν𝜔 
συνሺ90° െ 𝜔ሻ ൌ ημ𝜔 
εφሺ90° െ 𝜔ሻ ൌ σφ𝜔 

 
Γωνίες με άθροισμα 𝟏𝟖𝟎° (Παραπληρωματικές) 
ΠαίǐνǏǒμε τιǑ ȷαǐαȷληǐǕματικέǑ γǕνίεǑ 𝜔 και 180 െ 𝜔 σε κανǏνική θέση. Οι τελικέǑ 
ȷλεǒǐέǑ τǕν δǙǏ γǕνιǚν τέμνǏǒν τǏν τǐιγǕνǏμετǐικǘ κǙκλǏ στα σημεία 𝛭ሺ𝑎, 𝛽ሻ και 
𝛭ᇱሺെ𝑎, 𝛽ሻ γιατί τα σημεία 𝛭 και 𝛭′ είναι σǒμμετǐικά ǕǑ ȷǐǏǑ τǏν άξǏνα τǕν ημιτǘνǕν, 
ǘȷǕǑ φαίνεται στǏ ȷιǏ κάτǕ σǓήμα. 
 

 
 
Για την ȷǐǏσανατǏλισμένη γǕνία 𝜔, η ǏȷǏία έǓει τελική ȷλεǒǐά την 𝛰𝛭, έǓǏǒμε: 

𝑎 ൌ συν𝜔,     𝛽 ൌ ημ𝜔 
Για την ȷǐǏσανατǏλισμένη γǕνία 180° െ 𝜔, η ǏȷǏία έǓει τελική ȷλεǒǐά την 𝛰𝛭′, έǓǏǒμε: 

συν൫180° െ 𝜔൯ ൌ െ𝑎 ൌ െσυν𝜔,     ημ൫180° െ 𝜔൯ ൌ 𝛽 ൌ ημ𝜔 
Αȷǘ την ισǘτητα τǕν τǐιγǚνǕν 𝛰𝛫𝛢 και 𝛰𝛫𝛢ᇱ, ȷǐǏκǙȷτει ǘτι 𝛫𝛢 ൌ 𝛫𝛢ᇱ. ΕȷǏμένǕǑ: 

εφ𝜔 ൌ െεφሺ180∘ െ 𝜔ሻ 
ΠαǐατηǐǏǙμε ǘτι: 

ημሺ180° െ 𝜔ሻ ൌ ημ𝜔 
συνሺ180° െ 𝜔ሻ ൌ െσυν𝜔 
εφሺ180° െ 𝜔ሻ ൌ  െεφ𝜔 
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Γωνίες με διαφορά 𝟗𝟎° 
ΠαίǐνǏǒμε τιǑ γǕνίεǑ 𝜔 και 90° ൅ 𝜔. Οι τελικέǑ τǏǒǑ ȷλεǒǐέǑ τέμνǏǒν τǏν τǐιγǕνǏμετǐικǘ 
κǙκλǏ στα σημεία 𝛭 και 𝛭′ αντίστǏιǓα. 
Αȷǘ τα ίσα τǐίγǕνα 𝛰𝛤𝛭 και 𝛰𝛥𝛭′, έǓǏǒμε 𝛭ሺ𝑎, 𝛽ሻ και 𝛭′ሺെ𝛽, 𝑎ሻ, ǘȷǕǑ φαίνεται στǏ ȷιǏ 
κάτǕ σǓήμα. 
 

 
 

Για την ȷǐǏσανατǏλισμένη γǕνία 𝜔, η ǏȷǏία έǓει τελική ȷλεǒǐά την 𝛰𝛭, έǓǏǒμε: 
𝑎 ൌ συν𝜔,   𝛽 ൌ ημ𝜔 

Για την ȷǐǏσανατǏλισμένη γǕνία 90° ൅ 𝜔, η ǏȷǏία έǓει τελική ȷλεǒǐά την 𝛰𝛭′, έǓǏǒμε: 
συν൫90° ൅ 𝜔൯ ൌ െ𝛽 ൌ െημ𝜔,   ημ൫90° ൅ 𝜔൯ ൌ 𝑎 ൌ συν𝜔 

Αȷǘ την ισǘτητα τǕν τǐιγǚνǕν 𝛰𝛫𝛢ᇱ και 𝛰𝛬𝛣, ȷǐǏκǙȷτει ǘτι 𝛫𝛢ᇱ ൌ 𝛬𝛣. ΕȷǏμένǕǑ: 

εφሺ90∘ ൅ 𝜔ሻ ൌ െσφ𝜔 
ΠαǐατηǐǏǙμε ǘτι: 

ημሺ90° ൅ 𝜔ሻ ൌ συν𝜔 
συνሺ90° ൅ 𝜔ሻ ൌ െημ𝜔 
εφሺ90° ൅ 𝜔ሻ ൌ െσφ𝜔 

 
Γωνίες με διαφορά 𝟏𝟖𝟎° 
ΠαίǐνǏǒμε τιǑ γǕνίεǑ 𝜔 και 180° ൅ 𝜔. 
Αȷǘ τα ίσα τǐίγǕνα 𝛰𝛢𝛭 και 𝛰𝛣𝛭′, έǓǏǒμε 𝛭ሺ𝑎, 𝛽ሻ και 𝛭ᇱሺെ𝑎, െ𝛽ሻ, ǘȷǕǑ φαίνεται στǏ 
ȷιǏ κάτǕ σǓήμα. 
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Για την ȷǐǏσανατǏλισμένη γǕνία 𝜔, η ǏȷǏία έǓει τελική ȷλεǒǐά την 𝛰𝛭, έǓǏǒμε: 
𝑎 ൌ συν𝜔,     𝛽 ൌ ημ𝜔 

Για την ȷǐǏσανατǏλισμένη γǕνία 180° ൅ 𝜔, η ǏȷǏία έǓει τελική ȷλεǒǐά την 𝛰𝛭′, έǓǏǒμε: 
συν൫180° ൅ 𝜔൯ ൌ െ𝑎 ൌ െσυν𝜔,     ημ൫180° ൅ 𝜔൯ ൌ െ𝛽 ൌ െημ𝜔 

Η γǕνία 𝛭𝛰𝛭ᇱ είναι εǒθεία γǕνία. ΕȷǏμένǕǑ: 
εφሺ180° ൅ 𝜔ሻ ൌ  εφ𝜔 

ΠαǐατηǐǏǙμε ǘτι: 
ημሺ180° ൅ 𝜔ሻ ൌ െημ𝜔 

συνሺ180° ൅ 𝜔ሻ ൌ െσυν𝜔 
εφሺ180° ൅ 𝜔ሻ ൌ  εφ𝜔 

 
Γωνίες με άθροισμα 𝟐𝟕𝟎° 
ΠαίǐνǏǒμε τιǑ γǕνίεǑ 𝜔 και 270° െ 𝜔. Αȷǘ τα ίσα τǐίγǕνα 𝛰𝛤𝛭 και 𝛰𝛥𝛭ᇱ, έǓǏǒμε 𝛭ሺ𝑎, 𝛽ሻ 
και 𝛭ᇱሺെ𝛽, െ𝑎ሻ, ǘȷǕǑ φαίνεται στǏ ȷιǏ κάτǕ σǓήμα. 
 

 

 
Για την ȷǐǏσανατǏλισμένη γǕνία 𝜔, η ǏȷǏία έǓει τελική ȷλεǒǐά την 𝛰𝛭, έǓǏǒμε: 

𝑎 ൌ συν𝜔,     𝛽 ൌ ημ𝜔 
Για την ȷǐǏσανατǏλισμένη γǕνία 270° െ 𝜔, η ǏȷǏία έǓει τελική ȷλεǒǐά την 𝛰𝛭′, έǓǏǒμε: 

συν൫270° െ 𝜔൯ ൌ െ𝛽 ൌ ημ𝜔,     ημ൫270° െ 𝜔൯ ൌ െ𝑎 ൌ െσυν𝜔 
Αȷǘ την ισǘτητα τǕν τǐιγǚνǕν 𝛰𝛫𝛢ᇱ και 𝛰𝛬𝛣, ȷǐǏκǙȷτει ǘτι 𝛫𝛢ᇱ ൌ 𝛬𝛣. ΕȷǏμένǕǑ: 

εφሺ270° െ 𝜔ሻ ൌ  σφ𝜔 
ΠαǐατηǐǏǙμε ǘτι: 

ημሺ270° െ 𝜔ሻ ൌ െσυν𝜔 
συνሺ270° െ 𝜔ሻ ൌ െημ𝜔 
εφሺ270° െ 𝜔ሻ ൌ  σφ𝜔 
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Γωνίες με διαφορά 𝟐𝟕𝟎° 
ΠαίǐνǏǒμε τιǑ γǕνίεǑ 𝜔 και 270° ൅ 𝜔. Οι τελικέǑ ȷλεǒǐέǑ τǕν γǕνιǚν τέμνǏǒν τǏν 
τǐιγǕνǏμετǐικǘ κǙκλǏ σε σημεία 𝛭 και 𝛭ᇱ. Αȷǘ τα ίσα τǐίγǕνα 𝛰𝛢𝛭 και 𝛰𝛣𝛭′, έǓǏǒμε 
𝛭ሺ𝑎, 𝛽ሻ και 𝛭ᇱሺ𝛽, െ𝑎ሻ, ǘȷǕǑ φαίνεται στǏ ȷιǏ κάτǕ σǓήμα. 
 

 
 

Για την ȷǐǏσανατǏλισμένη γǕνία 𝜔, η ǏȷǏία έǓει τελική ȷλεǒǐά την 𝛰𝛭, έǓǏǒμε: 
𝑎 ൌ συν𝜔,     𝛽 ൌ ημ𝜔 

Για την ȷǐǏσανατǏλισμένη γǕνία 270° ൅ 𝜔, η ǏȷǏία έǓει τελική ȷλεǒǐά την 𝛰𝛭′, έǓǏǒμε: 
συν൫270° ൅ 𝜔൯ ൌ 𝛽 ൌ ημ𝜔,     ημ൫270° ൅ 𝜔൯ ൌ െ𝑎 ൌ െσυν𝜔 

Αȷǘ την ισǘτητα τǕν τǐιγǚνǕν 𝛰𝛫𝛢ᇱ και 𝛰𝛬𝛣ᇱ, ȷǐǏκǙȷτει ǘτι 𝛫𝛢ᇱ ൌ 𝛬𝛣ᇱ. ΕȷǏμένǕǑ: 

εφሺ270° ൅ 𝜔ሻ ൌ  െσφ𝜔 
ΠαǐατηǐǏǙμε ǘτι: 

ημሺ270° ൅ 𝜔ሻ ൌ െσυν𝜔 
συνሺ270° ൅ 𝜔ሻ ൌ ημ𝜔 

εφሺ270° ൅ 𝜔ሻ ൌ  െσφ𝜔 

 
Γωνίες με άθροισμα 𝟑𝟔𝟎° 
ΠαίǐνǏǒμε τιǑ γǕνίεǑ είναι τηǑ μǏǐφήǑ 𝜔 και 360° െ 𝜔. Οι τελικέǑ ȷλεǒǐέǑ τǕν γǕνιǚν 
τέμνǏǒν τǏν τǐιγǕνǏμετǐικǘ κǙκλǏ σε σημεία 𝛭ሺ𝑎, 𝛽ሻ και 𝛭ᇱሺ𝑎, െ𝛽ሻ, σǒμμετǐικά ǕǑ ȷǐǏǑ 
τǏν άξǏνα τǕν σǒνημιτǘνǕν, ǘȷǕǑ φαίνεται στǏ ȷιǏ κάτǕ σǓήμα. 
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Για την ȷǐǏσανατǏλισμένη γǕνία 𝜔, η ǏȷǏία έǓει τελική ȷλεǒǐά την 𝛰𝛭, έǓǏǒμε: 
𝑎 ൌ συν𝜔,   𝛽 ൌ ημ𝜔 

Για την ȷǐǏσανατǏλισμένη γǕνία 360° െ 𝜔, η ǏȷǏία έǓει τελική ȷλεǒǐά την 𝛰𝛭′, έǓǏǒμε: 
συν൫360° െ 𝜔൯ ൌ 𝑎 ൌ συν𝜔,   ημ൫360° െ 𝜔൯ ൌ െ𝛽 ൌ െημ𝜔 

Αȷǘ την ισǘτητα τǕν τǐιγǚνǕν 𝛰𝛫𝛢 και 𝛰𝛫𝛢ᇱ, ȷǐǏκǙȷτει ǘτι 𝛫𝛢 ൌ 𝛫𝛢ᇱ. ΕȷǏμένǕǑ: 

εφሺ360° െ 𝜔ሻ ൌ െεφ𝜔 
ΠαǐατηǐǏǙμε ǘτι: 

ημሺ360° െ 𝜔ሻ ൌ െημ𝜔 
συνሺ360° െ 𝜔ሻ ൌ συν𝜔 
εφሺ360° െ 𝜔ሻ ൌ െεφ𝜔 

 
Σημείωση 
Με τǏǒǑ ȷιǏ ȷάνǕ τǙȷǏǒǑ, μȷǏǐǏǙμε να εκφǐάσǏǒμε τǏǒǑ τǐιγǕνǏμετǐικǏǙǑ αǐιθμǏǙǑ 
ǏȷǏιασδήȷǏτε γǕνίαǑ με τǐιγǕνǏμετǐικǏǙǑ αǐιθμǏǙǑ ǏξείαǑ γǕνίαǑ. 
Η διαδικασία αǒτή λέγεται αναγωγή στο 1ο τεταρτημόριο. 
 

Παǐάδεǉǅǌα 1 
ΣτǏ σǓήμα δίνεται η γǐαφική ȷαǐάσταση τηǑ σǒνάǐτησηǑ 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ημ𝑥, െ4𝜋 ൑ 𝑥 ൑ 4𝜋. ΤǏ 

σημείǏ 𝛢 έǓει σǒντεταγμένεǑ ቀగ
6

 , 1
2
ቁ. Να γǐάǔετε την τετμημένη τǕν σημείǕν 𝛣, 𝛤 και 𝛥, 

αν γνǕǐίζǏǒμε ǘτι η τεταγμένη τǏǒǑ είναι ίση με 1
2
 . 

 

 
 

Λύση 
ΓνǕǐίζǏǒμε ǘτι η σǒνάǐτηση 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ημ𝑥 είναι ȷεǐιǏδική και ισǓǙει ǘτι: 

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ  𝑓ሺ𝑥 ൅ 2𝜋ሻ,   ∀ 𝑥 ∈ ℝ 
 
Τα σημεία 𝛢, 𝛣, 𝛤, 𝛥 έǓǏǒν την ίδια τεταγμένη. Άǐα, βǐίσκǏνται στην τǏμή τηǑ εǒθείαǑ 

𝑦 ൌ 1
2
 και τηǑ σǒνάǐτησηǑ 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ημ𝑥. 

Ειδικǘτεǐα: 
x ΤǏ σημείǏ 𝛣 βǐίσκεται 2𝜋 μǏνάδεǑ δεξιά τǏǒ σημείǏǒ 𝛢. Άǐα, η τετμημένη τǏǒ είναι 

ίση με 2𝜋 ൅ గ
6

ൌ 13గ
6

 . 

x ΤǏ σημείǏ 𝛤 βǐίσκεται 2𝜋 μǏνάδεǑ αǐιστεǐά τǏǒ σημείǏǒ 𝛢. Άǐα, η τετμημένη τǏǒ 

είναι ίση με െ2𝜋 ൅ గ
6

ൌ ି11గ
6

 . 

x ΤǏ σημείǏ 𝛥 βǐίσκεται 4𝜋 μǏνάδεǑ αǐιστεǐά τǏǒ σημείǏǒ 𝛢. Άǐα, η τετμημένη τǏǒ 

είναι ίση με -4𝜋 ൅ గ
6

ൌ ି23గ
6

 . 
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Παǐάδεǉǅǌα 2 
Να ȷαǐαστήσετε γǐαφικά τιǑ σǒναǐτήσειǑ 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 2ημ𝑥, 𝑥 ∈ ℝ και 𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ συν2𝑥, 𝑥 ∈ ℝ και 
να βǐείτε την ȷεǐίǏδǏ τηǑ καθεμιάǑ. 
 
Λύση 
Για τη σǒνάǐτηση με τǙȷǏ 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 2 ημ𝑥, 𝑥 ∈ ℝ, ȷαǐατηǐǏǙμε ǘτι τέμνει τǏν άξǏνα τǕν 
τετμημένǕν ሺ𝑦 ൌ 0ሻ, ǘταν ημ𝑥 ൌ 0, δηλαδή ǘȷǕǑ και η σǒνάǐτηση ℎሺ𝑥ሻ ൌ ημ𝑥, 𝑥 ∈ ℝ. Τα 
σημεία αǒτά έǓǏǒν τετμημένη ǘλα τα ακέǐαια ȷǏλλαȷλάσια τǏǒ 𝜋, δηλαδή 0, േ𝜋, േ2𝜋, … 
ΕȷίσηǑ, γνǕǐίζǏǒμε ǘτι െ1 ൑ ημ𝑥 ൑ 1. Έτσι, για τη σǒνάǐτηση 𝑓 θα ισǓǙει εȷίσηǑ ǘτι 
െ2 ൑ 2ημ𝑥 ൑ 2. ΕȷǏμένǕǑ, για ǘλεǑ εκείνεǑ τιǑ τιμέǑ για τιǑ ǏȷǏίεǑ ισǓǙει ημ𝑥 ൌ 1 ή 
ημ𝑥 ൌ െ1, ακǐιβǚǑ για τιǑ ίδιεǑ τιμέǑ θα έǓǏǒμε και 2ημ𝑥 ൌ 2 ή 2ημ𝑥 ൌ െ2, αντίστǏιǓα. 
 
ΣǒνǏǔίζǏνταǑ τα ȷιǏ ȷάνǕ, έǓǏǒμε ǘτι σε κάθε σημείǏ 𝛢ሺ𝑎, 𝛽ሻ, τǏ ǏȷǏίǏ ανήκει στη 
γǐαφική ȷαǐάσταση τηǑ ℎሺ𝑥ሻ ൌ ημ𝑥, 𝑥 ∈ ℝ, τǏ αντίστǏιǓǏ σημείǏ τηǑ γǐαφικήǑ 
ȷαǐάστασηǑ τηǑ 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 2ημ𝑥, 𝑥 ∈ ℝ είναι τǏ 𝛢ᇱሺ𝑎, 2𝛽ሻ. Έτσι, έǓǏǒμε τη γǐαφική 
ȷαǐάσταση τηǑ 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 2ημ𝑥, 𝑥 ∈ ℝ. 
 

 
 
ΑφǏǙ η ȷεǐίǏδǏǑ τηǑ ℎሺ𝑥ሻ ൌ ημ𝑥, 𝑥 ∈ ℝ είναι τǏ 2𝜋, τǘτε και η ȷεǐίǏδǏǑ τηǑ 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 2ημ𝑥, 
𝑥 ∈ ℝ θα είναι εȷίσηǑ 2𝜋, γιατί ισǓǙει για κάθε 𝑥 ∈ ℝ: 

𝑓ሺ𝑥 ൅ 2𝜋ሻ ൌ 2ημሺ𝑥 ൅ 2𝜋ሻ ൌ 2ημ𝑥 ൌ 𝑓ሺ𝑥ሻ 
 
Για τη σǒνάǐτηση με τǙȷǏ 𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ συν2𝑥, 𝑥 ∈ ℝ, ȷαǐατηǐǏǙμε ǘτι τέμνει τǏν άξǏνα τǕν 
τετμημένǕν ሺ𝑦 ൌ 0ሻ, ǘταν συν2𝑥 ൌ 0, δηλαδή ǘταν 2𝑥 ൌ േ గ

2
,  2𝑥 ൌ 2𝜋 േ గ

2
, δηλαδή στα 

σημεία με τετμημένη  േ గ
4

 , േ 3గ
4

 , േ ଻గ
4

 κτλ. ΕȷίσηǑ, για 𝑥 ൌ 0 ฺ 𝑓ሺ0ሻ ൌ συν0 ൌ 1, δηλαδή 

η γǐαφική ȷαǐάσταση τηǑ 𝑔 τέμνει τǏν άξǏνα τǕν τεταγμένǕν στǏ σημείǏ με 
σǒντεταγμένεǑ ሺ0, 1ሻ. Για τη σǒνάǐτηση 𝑔 ισǓǙει െ1 ൑ συν2𝑥 ൑ ൅1.  
 
Γενικά ȷαǐατηǐǏǙμε ǘτι σε κάθε σημείǏ 𝛢ሺ𝑎, 𝛽ሻ, τǏ ǏȷǏίǏ ανήκει στη γǐαφική ȷαǐάσταση 
τηǑ ℎሺ𝑥ሻ ൌ συν𝑥, 𝑥 ∈ ℝ, τǏ αντίστǏιǓǏ σημείǏ τηǑ γǐαφικήǑ ȷαǐάστασηǑ τηǑ 

𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ συν2𝑥, 𝑥 ∈ ℝ είναι τǏ 𝛢ᇱ ቀ௔
2

, 𝛽ቁ. 
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Έτσι, έǓǏǒμε τη γǐαφική ȷαǐάσταση τηǑ 𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ συν2𝑥, 𝑥 ∈ ℝ. 
 

 
 
Αν Ǐ αǐιθμǘǑ 𝛵 ൐ 0 είναι η ȷεǐίǏδǏǑ τηǑ σǒνάǐτησηǑ 𝑔, τǘτε ισǓǙει: 

𝑓ሺ𝑥 ൅ 𝑇ሻ ൌ 𝑓ሺ𝑥ሻ, ∀𝑥 ∈ ℝ ฺ συνሺ2ሺ𝑥 ൅ 𝛵ሻሻ ൌ συνሺ2𝑥ሻ 
ฺ συνሺ2𝑥 ൅ 2𝑇ሻ ൌ συνሺ2𝑥 ൅ 2𝜋ሻ 
ฺ 2𝑇 ൌ 2𝜋 ฺ 𝛵 ൌ 𝜋 

ΕȷǏμένǕǑ, η ȷεǐίǏδǏǑ τηǑ σǒνάǐτησηǑ 𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ συν2𝑥, 𝑥 ∈ ℝ είναι 𝛵 ൌ 𝜋. 
Αǒτǘ εȷαληθεǙεται και αȷǘ την αντίστǏιǓη γǐαφική τηǑ ȷαǐάσταση, δηλαδή 
ȷαǐατηǐǏǙμε ǘτι τǏ μέǐǏǑ τηǑ γǐαφικήǑ ȷαǐάστασηǑ για 0൑ 𝑥 ൑ 𝜋 εȷαναλαμβάνεται σε 
κάθε διάστημα (εȷǘμενǏ ή ȷǐǏηγǏǙμενǏ) ȷλάτǏǒǑ 𝜋. 
 
Παǐάδεǉǅǌα 3 
Να γίνει αναγǕγή τǕν ȷιǏ κάτǕ τǐιγǕνǏμετǐικǚν αǐιθμǚν στǏ 1Ǐ τεταǐτημǘǐιǏ: 

(α) ημ187° (β) συν294° (γ) εφ123° (δ) τεμሺെ125°ሻ 

 
Λύση 
(α) ημ187° ൌ ημሺ180° ൅ 7°ሻ ൌ െημ7° 

Η γǕνία 187° έǓει την τελική ȷλεǒǐά τηǑ στο 3ο τεταǐτημǘǐιο. Άǐα, το ημ187° είναι 
αǐνητικǘ και γνǕǐίζοǒμε ǘτι ημሺ180° ൅ 𝜔ሻ ൌ െημ𝜔. 

(β) 1οǑ τǐǘȷοǑ 
συν294° ൌ συνሺ270° ൅ 24°ሻ ൌ ημ24° 
Η γǕνία 294° έǓει την τελική ȷλεǒǐά τηǑ στο 4ο τεταǐτημǘǐιο. Άǐα, το συν294° είναι 
θετικǘ και γνǕǐίζοǒμε ǘτι συνሺ270° ൅ 𝜔ሻ ൌ ημ𝜔. 
2οǑ τǐǘȷοǑ 
συν294° ൌ συνሺ360° െ 66°ሻ ൌ συν66° 
Η γǕνία 294° έǓει την τελική ȷλεǒǐά τηǑ στο 4ο τεταǐτημǘǐιο. Άǐα, το συν294° είναι 
θετικǘ και γνǕǐίζοǒμε ǘτι συνሺ360° െ 𝜔ሻ ൌ συν𝜔. 

(γ) 1οǑ τǐǘȷοǑ 
εφ123° ൌ εφሺ180° െ 57°ሻ ൌ െεφ57° 
Η γǕνία 123° έǓει την τελική ȷλεǒǐά τηǑ στο 2ο τεταǐτημǘǐιο. Άǐα, η εφ123° είναι 
αǐνητική και γνǕǐίζοǒμε ǘτι εφሺ180° െ 𝜔ሻ ൌ െεφ𝜔. 
2οǑ τǐǘȷοǑ 
εφ123° ൌ εφሺ90° ൅ 33°ሻ ൌ െσφ33° 
Η γǕνία 123° έǓει την τελική ȷλεǒǐά τηǑ στο 2ο τεταǐτημǘǐιο. Άǐα, η εφ123° είναι 
αǐνητική και γνǕǐίζοǒμε ǘτι εφሺ90° ൅ 𝜔ሻ ൌ െσφ𝜔. 
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(δ) 1οǑ τǐǘȷοǑ 

τεμሺെ125°ሻ ൌ
1

συνሺെ125°ሻ ൌ
1

συν125°
ൌ

1
συνሺ90° ൅ 35°ሻ ൌ

1
െημ35°

ൌ െστεμ35° 

ΓνǕǐίζǏǒμε ǘτι: 

τεμሺെ𝜔ሻ ൌ
1

συνሺെ𝜔ሻ 

Η γǕνία 125° έǓει την τελική ȷλεǒǐά τηǑ στǏ 2Ǐ τεταǐτημǘǐιǏ. Άǐα, τǏ συν125° είναι 
αǐνητικǘ και γνǕǐίζǏǒμε ǘτι συνሺ90° ൅ 𝜔ሻ ൌ െημ𝜔. 
2οǑ τǐǘȷοǑ 

τεμሺെ125°ሻ ൌ
1

συνሺെ125°ሻ ൌ
1

συν125°
ൌ

1
συνሺ180° െ 55°ሻ ൌ

1
െσυν55°

ൌ െτεμ55° 

ΓνǕǐίζǏǒμε ǘτι: 

τεμሺെ𝜔ሻ ൌ
1

συνሺെ𝜔ሻ 

Η γǕνία 125° έǓει την τελική ȷλεǒǐά τηǑ στǏ 2Ǐ τεταǐτημǘǐιǏ. Άǐα, τǏ συν125° είναι 
αǐνητικǘ και γνǕǐίζǏǒμε ǘτι συνሺ180° െ 𝜔ሻ ൌ െσυν𝜔. 
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Δραστηριότητες 
 

1. Να σǒμȷληǐǚσετε τǏν ȷιǏ κάτǕ ȷίνακα, αντιστǏιǓίζǏνταǑ σε κάθε τǐιγǕνǏμετǐικǘ 
αǐιθμǘ τηǑ στήληǑ 𝛢 τǏν ίσǏ τǏǒ τǐιγǕνǏμετǐικǘ αǐιθμǘ αȷǘ τη στήλη 𝛣. 
 

𝛢 𝛣 

  1.  ημ40° 

(α)  ημ140° 2.  συν40° 

  3.  εφ40° 

(β)  συν140° 4.  െημ40° 

  5.  െσυν40° 

(γ)  εφ140° 6.  െεφ40° 

 
(α)  (β)  (γ)  

   

 
2. Αν για τη γǕνία 𝑥 ισǓǙει 0° ൑ 𝑥 ൑ 180°, να σǒμȷληǐǚσετε τιǑ ȷιǏ κάτǕ ȷǐǏτάσειǑ: 

(α) Αν ημ𝑥 ൌ ημ60°, τǘτε 𝑥 ൌ……… 

(β) Αν συν𝑥 ൌ െσυν20°, τǘτε 𝑥 ൌ……… 

(γ) Αν εφ𝑥 ൌ െεφ30°, τǘτε 𝑥 ൌ……… 

 
3. Να γǐάǔετε τǏǒǑ ȷιǏ κάτǕ τǐιγǕνǏμετǐικǏǙǑ αǐιθμǏǙǑ ǕǑ τǐιγǕνǏμετǐικǏǙǑ 

αǐιθμǏǙǑ ǏξείαǑ γǕνίαǑ: 
(α) ημ375° (β) εφሺെ80°ሻ (γ) συνሺെ288°ሻ (δ) στεμ220° 
(ε) τεμ൫300°൯ (στ) ημ ቀ3గ

4
ቁ (ζ) εφ ቀ5గ

3
ቁ (η) σφ ቀെ 11గ

6
ቁ 

 
4. Να κάνετε τιǑ ȷιǏ κάτǕ γǐαφικέǑ ȷαǐαστάσειǑ και να βǐείτε την ȷεǐίǏδǏ τηǑ 

καθεμιάǑ. 
(α) 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌημሺ2𝑥ሻ, 𝑥 ∈ ℝ 
(β) 𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ 1

2
∙ συν𝑥, 𝑥 ∈ ℝ 

 
5. Να αȷǏδείξετε ǘτι ισǓǙǏǒν Ǐι ȷιǏ κάτǕ ȷǐǏτάσειǑ: 

(α)  ημ ቀ𝜔 െ
𝜋
2

ቁ ൌ െσυν𝜔 

(β)  τεμ ൬
4𝜋
3

൰ ൌ  െτεμ ቀ
𝜋
3

ቁ 

(γ)  συνሺ𝜃 െ 𝜋ሻ ൌ െσυν𝜃 

(δ)  στεμ ൬
3𝜋
2

൅ 𝜔൰ ൌ െτεμ𝜔 
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6. Να αȷλǏȷǏιήσετε τιǑ ȷαǐαστάσειǑ: 

(α)  𝛢 ൌ ημሺ180° ൅ 𝑎ሻ െ συνሺ90° ൅ 𝑎ሻ ൅ συνሺ360° െ 𝑎ሻ ൅ εφሺ270° െ 𝑎ሻ 

(β)  𝛣 ൌ σφሺ𝑎 െ 2𝜋ሻ ∙ συν ൬𝑎 െ
3𝜋
2

൰ ൅ συνሺ𝑎 ൅ 2𝜋ሻ െ 2ημሺ𝑎 െ 𝜋ሻ 

(γ)  𝛤 ൌ
ημሺ𝜋 െ 𝜔ሻ ∙ σφ ቀ3𝜋

2 െ 𝜔ቁ ∙ συνሺ𝜔 െ 2𝜋ሻ

εφሺ𝜋 ൅ 𝜔 ሻ ∙ εφ ቀ𝜋
2 ൅ 𝜔ቁ ∙ ημሺെ𝜔ሻ

 

 
7. Να Ǔαǐακτηǐίσετε ΣΩΣΤΟ ή ΛΑΘΟΣ τιǑ ȷιǏ κάτǕ ȷǐǏτάσειǑ, βάζǏνταǑ σε κǙκλǏ τǏν 

αντίστǏιǓǏ Ǔαǐακτηǐισμǘ. 
(α)  Αν ημ𝜃 ൌ 0,76, τǘτε ημሺെ𝜃ሻ ൌ െ0,76. ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

(β)  Αν συνሺ360° െ 𝜃ሻ ൌ 0,28, τǘτε συν𝜃 ൌ െ0,28. ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

(γ)  Αν εφ𝜃 ൌ 1,3, τǘτε εφሺ𝜋 ൅ 𝜃ሻ ൌ 1,3. ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

(δ)  Αν 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ εφ𝑥, τǘτε 𝑓ሺ𝑥 ൅ 𝜋ሻ ൌ  𝑓ሺ𝑥ሻ, 𝑥 ∈ ℝ με 
𝑥 ് 𝜅𝜋 ൅ గ

2
 . ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

(ε)  Αν συν𝑥 ൌ 𝑎, τǘτε συνሺ𝑥 ൅ 3𝜋ሻ ൌ 𝑎, ǘȷǏǒ 𝑥 ∈ ℝ. ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

(στ)  Αν τα σημεία 𝛢 ቀ3గ
଼

, 𝑎ቁ και 𝛣 ቀെ 13గ
଼

, 𝛽ቁ είναι σημεία τηǑ 
γǐαφικήǑ ȷαǐάσταση τηǑ σǒνάǐτησηǑ 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ημ𝑥, τǘτε 
𝑎 ൌ 𝛽. 

ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

(ζ)  Αν 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ συν𝑥, τǘτε 𝑓ሺ𝑥 ൅ 10𝜋ሻ ൌ  𝑓ሺ𝑥ሻ, 𝑥 ∈ ℝ. ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

(η)  Αν στεμ𝜃 ൐ 0, τǘτε στεμሺ180° ൅ 𝜃ሻ ൐ 0. ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

 
8. Δίνεται η σǒνάǐτηση 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ εφ𝑥, 𝑥 ∈ ሾെ4𝜋, 4𝜋ሿ, με 𝑥 ് 𝜅𝜋 ൅ గ

2
 . Τα σημεία 𝛢, 𝛣, 𝛤, 𝛥 και 

𝛦 έǓǏǒν την ίδια τεταγμένη και η τετμημένη τǏǒ σημείǏǒ 𝛢 είναι 𝑥 ൌ 2గ
଻

 . Η τετμημένη 
τǕν σημείǕν 𝛣 και 𝛤 είναι θετική και η τετμημένη τǕν σημείǕν 𝛥 και 𝛦 είναι 
αǐνητική. Να βǐείτε τιǑ ȷιθανέǑ τιμέǑ τǕν τετμημένǕν τǕν σημείǕν 𝛣, 𝛤, 𝛥 και 𝛦. 
 

9. Αν 𝐴, 𝐵, 𝛤 είναι γǕνίεǑ ενǘǑ τǐιγǚνǏǒ 𝐴𝐵𝛤, να δείξετε ǘτι: 
(α) συνሺ𝛢 ൅ 𝛣ሻ ൌ െσυνΓ 

(β) εφሺ2𝛢 ൅ 2𝛤ሻ ൌ െεφ2𝛣 

(γ) ημ ቀ௮ା௯
2

ቁ ൌ συν ቀ௰
2

ቁ 
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2.6  ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΚΕΣ ΤΑΥΤΟΤΗΤΕΣ 

 
ΣτǏ ȷιǏ κάτǕ σǓήμα δίνεται Ǐ τǐιγǕνǏμετǐικǘǑ κǙκλǏǑ. Η τελική ȷλεǒǐά τηǑ γǕνίαǑ 𝜔 
τέμνει τǏν κǙκλǏ στǏ σημείǏ 𝛭ሺ𝑎, 𝛽ሻ. 

 

 
 
(α) Να εκφǐάσετε τǏǒǑ τǐιγǕνǏμετǐικǏǙǑ αǐιθμǏǙǑ ημ𝜔 και συν𝜔, σǒναǐτήσει τǕν 

σǒντεταγμένǕν τǏǒ σημείǏǒ 𝛭. 
(β) Να βǐείτε τη σǓέση ȷǏǒ σǒνδέει τǏǒǑ τǐιγǕνǏμετǐικǏǙǑ αǐιθμǏǙǑ ημ𝜔 και συν𝜔. 

 
x Να ανǏίξετε τǏ εφαǐμǏγίδιǏ «ALyk_En02_TrigTaut_ggb». 

 

 
 

Να μετακινήσετε τǏ σημείǏ 𝛭 και να ελέγξετε κατά ȷǘσǏ η σǓέση ȷǏǒ βǐήκατε στǏ 
εǐǚτημα (β) είναι δǒνατǘν να γενικεǒθεί και στιǑ ȷεǐιȷτǚσειǑ κατά τιǑ ǏȷǏίεǑ η 
γǕνία 𝜔 ανήκει στǏ 2Ǐ, 3Ǐ και 4Ǐ τεταǐτημǘǐιǏ. 

ΔǉεǐεǙǍǇσǇ 

ΠαǐατήΔǐ
ǇσǇ 
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Βασικές τριγωνομετρικές ταυτότητες 

ΑȷǏδεικνǙεται ǘτι Ǐι τǐιγǕνǏμετǐικǏί αǐιθμǏί σǒνδέǏνται μεταξǙ τǏǒǑ με κάȷǏιεǑ 
σǓέσειǑ τιǑ ǏȷǏίεǑ ǏνǏμάζǏǒμε τριγωνομετρικές ταυτότητες. 
 

εφω ൌ
ημ𝜔

συν𝜔
 ,     σφ𝜔 ൌ

συν𝜔
ημ𝜔

 ,     ημ2𝜔 ൅ συν2𝜔 ൌ 1 

 
Απόδειξη 

x Αν 𝛰𝛭 είναι η τελική ȷλεǒǐά μια γǕνίαǑ 𝜔 και 𝛭 είναι η τǏμή τηǑ με τǏν 
τǐιγǕνǏμετǐικǘ κǙκλǏ με σǒντεταγμένεǑ 𝛭ሺ𝑎, 𝛽ሻ, έǓǏǒμε: 

𝑎 ൌ συν𝜔,   𝛽 ൌ ημ𝜔,   
𝛽
𝑎

ൌ εφ𝜔 

ΕȷǏμένǕǑ, 

εφ𝜔 ൌ
𝛽
𝑎

ൌ
ημ𝜔

συν𝜔
 

 

 
 

x Η σǒνεφαȷτǏμένη τηǑ γǕνίαǑ 𝜔 Ǐǐίζεται ǕǑ: 

σφ𝜔 ൌ
1

εφ𝜔
ൌ

συν𝜔
ημ𝜔

 

x Η τελική ȷλεǒǐά τηǑ γǕνίαǑ 𝜔 τέμνει τǏν τǐιγǕνǏμετǐικǘ κǙκλǏ στǏ σημείǏ 𝛭ሺ𝑎, 𝛽ሻ. 
ΈǓǏǒμε ǘτι: 

𝑎 ൌ συν𝜔,   𝛽 ൌ ημ𝜔,   𝛰𝛭 ൌ 1,   ሺ𝛰𝛭ሻ2 ൌ 𝛽2 ൅ 𝑎2 ⇒ 1 ൌ 𝛽2 ൅ 𝑎2 

Έτσι: 
 συν2𝜔 ൅  ημ2𝜔 ൌ 1 
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εφ2𝜔 ൅ 1 ൌ τεμ2𝜔,     1 ൅ σφ2𝜔 ൌ στεμ2𝜔 

 
Απόδειξη 

x 1 ൅ εφ2𝜔 ൌ 1 ൅ ஗ஜమఠ
஢஥஝మఠ

ൌ  ஢஥஝మఠା ஗ஜమఠ
஢஥஝మఠ

ൌ  1
஢஥஝మఠ

ൌ τεμ2𝜔 

x 1 ൅ σφ2𝜔 ൌ 1 ൅ ஢஥஝మఠ
஗ஜమఠ

ൌ  ஗ஜమఠା஢஥஝మఠ 
஗ஜమఠ

ൌ  1
஗ஜమఠ

ൌ στεμ2𝜔 

(Με Ǔǐήση τηǑ ταǒτǘτηταǑ  𝜎𝜐𝜈2𝜔 ൅  𝜂𝜇2𝜔 ൌ 1) 
 
Παρατηρήσεις 

x Η τǐιγǕνǏμετǐική ταǒτǘτητα εφ𝜔 ൌ ஗ஜఠ
஢஥஝ఠ

 ισǓǙει για εκείνεǑ τιǑ γǕνίεǑ 𝜔, για τιǑ 

ǏȷǏίεǑ τǏ συν𝜔 ് 0. Για ȷαǐάδειγμα, η ταǒτǘτητα δεν ισǓǙει, ǘταν 𝜔 ൌ గ
2
. 

x Η τǐιγǕνǏμετǐική ταǒτǘτητα σφ𝜔 ൌ ஢஥஝ఠ
஗ஜఠ

 ισǓǙει για εκείνεǑ τιǑ γǕνίεǑ 𝜔, για τιǑ 

ǏȷǏίεǑ τǏ ημ𝜔 ് 0. Για ȷαǐάδειγμα, η ταǒτǘτητα δεν ισǓǙει, ǘταν 𝜔 ൌ 0. 
 Η τǐιγǕνǏμετǐική ταǒτǘτητα 1 ൅ εφ2𝜔 ൌ τεμ2𝜔 ισǓǙει για εκείνεǑ τιǑ γǕνίεǑ 𝜔, για 

τιǑ ǏȷǏίεǑ Ǐǐίζεται η εφ𝜔 και η τεμ𝜔. Για ȷαǐάδειγμα, ǘταν 𝜔 ൌ గ
2
 , η εφ𝜔 και η τεμ𝜔 

δεν ǏǐίζǏνται. Γενικά, η ȷιǏ ȷάνǕ τǐιγǕνǏμετǐική ταǒτǘτητα δεν ισǓǙει ǘταν 
𝜔 ൌ 𝜅𝜋 ൅ గ

2
 , 𝜅 ∈ ℤ. 

x ΌμǏια, και η ταǒτǘτητα 1 ൅ σφ2𝜔 ൌ στεμ2𝜔 ισǓǙει για εκείνεǑ τιǑ γǕνίεǑ 𝜔, για τιǑ 
ǏȷǏίεǑ ǏǐίζǏνται η σφ𝜔 και η στεμ𝜔. 

 
 

Τριγωνομετρικές ταυτότητες 

 
 

 
 

 
 

 
 

 

  

ημ2𝜔 ൅ συν2𝜔 ൌ 1 

εφ𝜔 ൌ  
ημ𝜔

συν𝜔
,   συν𝜔 ് 0 

σφ𝜔 ൌ  
συν𝜔
ημ𝜔

,   ημ𝜔 ് 0 

τεμ2𝜔 ൌ  1 ൅ εφ2𝜔 

στεμ2𝜔 ൌ  1 ൅ σφ2𝜔 
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ΕȷίσηǑ γνǕǐίζǏǒμε ǘτι: 
 

 
 

 
 

 
 

 
Παǐάδεǉǅǌα 1 
Αν 

συν𝜃 ൌ
5

13
,   0° ൏ 𝜃 ൏ 90°, 

να ǒȷǏλǏγίσετε τǏǒǑ άλλǏǒǑ τǐιγǕνǏμετǐικǏǙǑ αǐιθμǏǙǑ τηǑ γǕνίαǑ 𝜃. 
 
Λύση 
ΈǓǏǒμε ǘτι: 

ημ2𝜃 ൅ συν2𝜃 ൌ 1 ⇒ ημ2𝜃 ൌ 1 െ συν2𝜃 ⇒ ημ2𝜃 ൌ 1 െ ൬
5

13
൰

2

ൌ
144
169

⇒ ημ𝜃 ൌ േ
12
13

 

 
Η τελική ȷλεǒǐά τηǑ γǕνίαǑ 𝜃 ανήκει στǏ 1Ǐ τεταǐτημǘǐιǏ ൫0° ൏ 𝜃෠ ൏ 90°൯. ΕȷǏμένǕǑ: 

ημ𝜃 ൌ
12
13

                                                           ሺημ𝜃 ൐ 0ሻ 

ΕȷιȷλέǏν, έǓǏǒμε ǘτι: 

εφ𝜃 ൌ
ημ𝜃

συν𝜃
ൌ  

12
13
5

13
ൌ

12
5

,     σφ𝜃 ൌ
1

εφ𝜃
ൌ  

1
12
5

ൌ
5

12
 

τεμ𝜃 ൌ
1

συν𝜃
ൌ

13
5

,     στεμ𝜃 ൌ
1

ημ𝜃
ൌ

13
12

 

 
Παǐάδεǉǅǌα 2 
Αν 

ημ𝜃 ൌ
3
5

,   90° ൏ 𝜃 ൏ 180°, 

να ǒȷǏλǏγίσετε τǏǒǑ άλλǏǒǑ τǐιγǕνǏμετǐικǏǙǑ αǐιθμǏǙǑ τηǑ γǕνίαǑ 𝜃. 
 
Λύση 
ΈǓǏǒμε ǘτι: 

ημ2𝜃 ൅ συν2𝜃 ൌ 1 ⇒ συν2𝜃 ൌ 1 െ ημ2𝜃 ⇒ συν2𝜃 ൌ 1 െ ൬
3
5

൰
2

ൌ
16
25

⇒ συν𝜃 ൌ േ
4
5

 

σφ𝜔 ൌ
1

εφ𝜔
ฺ εφ𝜔 𝜎𝜑𝜔 ൌ 1 

τεμω ൌ
1

συν𝜔
ฺ συν𝜔 τεμ𝜔 ൌ 1 

στεμω ൌ
1

ημ𝜔
ฺ ημ𝜔 στεμ𝜔 ൌ 1 
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Η τελική ȷλεǒǐά τηǑ γǕνίαǑ 𝜃 ανήκει στǏ 2Ǐ τεταǐτημǘǐιǏ ൫90° ൏ 𝜃෠ ൏ 180°൯. ΕȷǏμένǕǑ: 

συν𝜃 ൌ െ
4
5

                                                           ሺσυν𝜃 ൏ 0ሻ 

ΕȷιȷλέǏν, έǓǏǒμε ǘτι: 
 

εφ𝜃 ൌ
ημ𝜃

συν𝜃
ൌ  

3
5

െ 4
5

ൌ  െ
3
4

,      σφ𝜃 ൌ
1

εφ𝜃
ൌ  

1

െ 3
4

ൌ  െ
4
3

 

τεμ𝜃 ൌ
1

συν𝜃
 ൌ  െ

5
4

,     στεμ𝜃 ൌ
1

ημ𝜃
 ൌ

5
3

 

 
Παǐάδεǉǅǌα 3 
Να αȷǏδείξετε τιǑ ταǒτǘτητεǑ: 

(α)  εφ𝑥 ൅ σφ𝑥 ൌ
1

ημ𝑥 συν𝑥
 

(β)  σφ3𝑥 ൌ
στεμ𝑥 െ ημ𝑥
τεμ𝑥 െ συν𝑥

 

(γ)  εφ2𝑎 ημ2𝑎 ൌ εφ2𝑎 െ ημ2𝑎 

(δ)  
1 ൅ συν𝛽

ημ𝛽
ൌ

ημ𝛽
1 െ συν𝛽

 

 
Λύση 

(α) ΈǓǏǒμε: 

Α΄ μέλǏǑ ൌ εφ𝑥 ൅ σφ𝑥 ൌ
ημ𝑥

συν𝑥
൅

συν𝑥
ημ𝑥

ൌ  
ημ2𝑥 ൅  συν2𝑥

ημ𝑥 συν𝑥
ൌ  

1
ημ𝑥 συν𝑥

ൌ Β΄ μέλǏǑ 

(ΑǐǓίσαμε αȷǘ το Α’ μέλοǑ και με κατάλληλοǒǑ μετασǓηματισμοǙǑ και ȷǐάξειǑ 
καταλήξαμε στο Β’ μέλοǑ.) 

(β) ΈǓǏǒμε: 

Β΄ μέλǏǑ ൌ
στεμ𝑥 െ ημ𝑥
τεμ𝑥 െ συν𝑥

ൌ

1
ημ𝑥 െ ημ𝑥

1
συν𝑥 െ συν𝑥

ൌ

1 െ ημ2𝑥
ημ𝑥

1 െ συν2𝑥
συν𝑥

ൌ

συν2𝑥
ημ𝑥

ημ2𝑥
συν𝑥

ൌ
συν2𝑥 συν𝑥

ημ2𝑥 ημ𝑥
 

ൌ
συν3𝑥
ημ3𝑥

ൌ ൬
συν𝑥
ημ𝑥

൰
3

ൌ σφ3𝑥 ൌ Α΄ μέλǏǑ 

(ΑǐǓίσαμε αȷǘ το B’ μέλοǑ και με κατάλληλοǒǑ μετασǓηματισμοǙǑ και ȷǐάξειǑ 
καταλήξαμε στο A’ μέλοǑ.) 

(γ) 1οǑ τǐǘȷοǑ 

Α΄ μέλǏǑ ൌ εφ2𝑎 ημ2𝑎 ൌ
ημ2𝑎

συν2𝑎
 ημ2𝑎 ൌ

ημ4𝑎
συν2𝑎
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Β΄ μέλǏǑ ൌ εφ2𝑎 െ ημ2𝑎 ൌ
ημ2𝑎

συν2𝑎
െ ημ2𝑎 ൌ

ημ2𝑎 െ ημ2𝑎 συν2𝑎
συν2𝑎

 

ൌ
ημ2𝑎ሺ1 െ συν2𝑎ሻ

συν2𝑎
ൌ

ημ2𝑎 ημ2𝑎
συν2𝑎

ൌ
ημ4𝑎

συν2𝑎
 

ΕȷǏμένǕǑ, εφ2𝑎 ημ2𝑎 ൌ εφ2𝑎 െ ημ2𝑎. 

(ΜετασǓηματίσαμε ξεǓǕǐιστά τα δǙο μέλη και καταλήξαμε στην ίδια ȷαǐάσταση.) 
 
2οǑ τǐǘȷοǑ 

Α΄ μέλǏǑ ൌ εφ2𝑎 ημ2𝑎 ൌ
ημ2𝑎

συν2𝑎
 ημ2𝑎 ൌ

ημ2𝑎 ሺ1 െ συν2𝑎ሻ
συν2𝑎

ൌ
ημ2𝑎 െ ημ2𝑎 συν2𝑎

συν2𝑎
 

 ൌ
ημ2𝑎

συν2𝑎
െ

ημ2𝑎 συν2𝑎
συν2𝑎

ൌ ቀ
ημ𝑎

συν𝑎
ቁ

2
െ ημ2𝑎 ൌ εφ2𝑎 െ ημ2𝑎 ൌ Β΄ μέλǏǑ 

(ΑǐǓίσαμε αȷǘ το Α’ μέλοǑ και με κατάλληλοǒǑ μετασǓηματισμοǙǑ και ȷǐάξειǑ 
καταλήξαμε στο Β’ μέλοǑ.) 

(δ) Για να αȷǏδείξǏǒμε την ταǒτǘτητα 
1 ൅ συν𝛽

ημ𝛽
ൌ

ημ𝛽
1 െ συν𝛽

 

μȷǏǐǏǙμε να ȷǏλλαȷλασιάσǏǒμε τǏν αǐιθμητή και τǏν ȷαǐǏνǏμαστή τǏǒ Α΄ μέλǏǒǑ 
με την ȷαǐάσταση 1 െ συν𝛽 ് 0. 
Έτσι, έǓǏǒμε ǘτι: 

Α΄ μέλǏǑ ൌ
1 ൅ συν𝛽

ημ𝛽
⋅

1 െ συν𝛽
1 െ συν𝛽

ൌ
1 െ συν2𝛽

ημ𝛽ሺ1 െ συν𝛽ሻ 

 ൌ
ημ2𝛽

ημ𝛽ሺ1 െ συν𝛽ሻ ൌ
ημ𝛽

1 െ συν𝛽
ൌ Β΄ μέλǏǑ 

(ΑǐǓίσαμε αȷǘ το Α’ μέλοǑ και με κατάλληλοǒǑ μετασǓηματισμοǙǑ και ȷǐάξειǑ 
καταλήξαμε στο Β’ μέλοǑ.) 

 

Παǐάδεǉǅǌα 4 
Να δείξετε ǘτι: 

ημሺ180° ൅ 𝑎ሻ
συνሺ180° െ 𝑎ሻ

െ  
συνሺ180° െ 𝑎ሻ
ημሺ180° െ 𝑎ሻ ൌ

1
ημ𝑎 συν𝑎

 

 
Λύση 
ΈǓǏǒμε ǘτι: 

Α΄ μέλǏǑ ൌ
ημሺ180° ൅ 𝑎ሻ

συνሺ180° െ 𝑎ሻ െ 
συνሺ180° െ 𝑎ሻ
ημሺ180° െ 𝑎ሻ  

ൌ  
െημ𝑎

െσυν𝑎
െ  

െσυν𝑎
ημ𝑎

ൌ
ημ𝑎

συν𝑎
൅ 

συν𝑎
ημ𝑎

 

ൌ
ημ2𝑎 ൅ συν2𝑎

ημ𝑎 συν𝑎
 

ൌ
1

ημ𝑎 συν𝑎
ൌ Β΄ μέλǏǑ 
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Παǐάδεǉǅǌα 5 

(α) Να αȷǏδείξετε την ταǒτǘτητα: 
ημ2𝑥

1 െ συν𝑥
െ

ημ2𝑥
1 ൅ συν𝑥

ൌ 2συν𝑥 

(β) Να ǒȷǏλǏγίσετε τιǑ τιμέǑ τǏǒ 𝑥, ǘταν: 
ημ2𝑥

1 െ συν𝑥
െ

ημ2𝑥
1 ൅ συν𝑥

ൌ 1,   0° ൏ 𝑥 ൏ 360° 

Λύση 

(α) 1οǑ τǐǘȷοǑ 
ΈǓǏǒμε ǘτι: 

Α΄ μέλǏǑ ൌ
ημ2𝑥

1 െ συν𝑥
െ

ημ2𝑥
1 ൅ συν𝑥

ൌ
ημ2𝑥ሺ1 ൅ συν𝑥ሻ െ ημ2𝑥ሺ1 െ συν𝑥ሻ

ሺ1 ൅ συν𝑥ሻሺ1 െ συν𝑥ሻ  

ൌ
ημ2𝑥ሺ1 ൅ συν𝑥 െ 1 ൅ συν𝑥ሻ

ሺ1 ൅ συν𝑥ሻሺ1 െ συν𝑥ሻ  

ൌ
ημ2𝑥 2συν𝑥
1 െ συν2𝑥

 

ൌ
ημ2𝑥 2συν𝑥

ημ2𝑥
ൌ 2συν𝑥 ൌ Β΄ μέλǏǑ 

 
2οǑ τǐǘȷοǑ 
ΈǓǏǒμε ǘτι: 

Α΄ μέλǏǑ ൌ
ημ2𝑥

1 െ συν𝑥
െ

ημ2𝑥
1 ൅ συν𝑥

ൌ
1 െ συν2𝑥
1 െ συν𝑥

െ
1 െ συν2𝑥
1 ൅ συν𝑥

 

  ൌ
ሺ1 ൅ συν𝑥ሻሺ1 െ συν𝑥ሻ

1 െ συν𝑥
െ

ሺ1 ൅ συν𝑥ሻሺ1 െ συν𝑥ሻ
1 ൅ συν𝑥

 

  ൌ ሺ1 ൅ συν𝑥ሻ െ ሺ1 െ συν𝑥ሻ ൌ 2συν𝑥 ൌ Β΄ μέλǏǑ 

(β) ΈǓǏǒμε ǘτι: 
ημ2𝑥

1 െ συν𝑥
െ

ημ2𝑥
1 ൅ συν𝑥

ൌ 1 ฺ 2συν𝑥 ൌ 1 ฺ συν𝑥 ൌ
1
2

 

 ฺ 𝑥 ൌ 60° ή  𝑥 ൌ 360° െ 60° ൌ 300° 
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Δραστηριότητες 

 
1. Να ǒȷǏλǏγίσετε τǏǒǑ τǐιγǕνǏμετǐικǏǙǑ αǐιθμǏǙǑ τηǑ γǕνίαǑ 𝜑ො στιǑ ȷιǏ κάτǕ 

ȷεǐιȷτǚσειǑ: 

(α)  συν𝜑 ൌ
5

13
,   0° ൏ 𝜑 ൏ 90° 

(β)  στεμ𝜑 ൌ െ
37
12

 ,   
3π
2

൏ 𝜑 ൏ 2π 

(γ)  εφ𝜑 ൌ
15
8

,   180° ൏ 𝜑 ൏ 270° 

 
2. Αν σφ𝜔 ൌ ௫

5
,   0° ൏ 𝜔 ൏ 90°, να εκφǐάσετε σǒναǐτήσει τǏǒ 𝑥 τǏǒǑ 

τǐιγǕνǏμετǐικǏǙǑ αǐιθμǏǙǑ ημ𝜔 και τεμ𝜔. 
 

3. Αν εφ𝜃 ൌ 4
3

,   180° ൏ 𝜃 ൏ 270° να ǒȷǏλǏγίσετε την αǐιθμητική τιμή τηǑ 
ȷαǐάστασηǑ: 

Α ൌ  
4σφ𝜃 െ 5ημ𝜃

3τεμ𝜃
 

 
4. Αν ημ𝑎 ൌ 4

5
,   συν𝑎 ൏ 0, να ǒȷǏλǏγίσετε την αǐιθμητική τιμή τηǑ ȷαǐάστασηǑ: 

Α ൌ 10συνሺ180° ൅ 𝑎ሻ ൅ 3εφሺ180° െ 𝑎ሻ 
 

5. Να αȷǏδείξετε τιǑ ȷιǏ κάτǕ ταǒτǘτητεǑ: 

(α)  ημ𝑥 σφ𝑥 ൌ συν𝑥 (β)  εφ𝑥ሺσφ𝑥 ൅ εφ𝑥ሻ ൌ τεμ2𝑥 

(γ)  σφ𝑥ሺτεμ𝑥 ൅  εφ𝑥ሻ ൌ στεμ𝑥 ൅ 1 (δ)  ημ𝜔ሺστεμ𝜔 െ ημ𝜔ሻ ൌ συν2𝜔 

(ε)  εφ2𝜃 στεμ2𝜃 െ  εφ2𝜃 ൌ 1 (στ)  
ημ𝑥 συν𝑥 ൅  ημ𝑥

συν𝑥 ൅ συν2𝑥
ൌ  εφ𝑥 

(ζ)  
ሺημ𝜑 ൅ συν𝜑ሻ2

συν𝜑
ൌ  τεμ𝜑 ൅ 2ημ𝜑 (η)  

συν2𝑥
ημ𝑥

൅ ημ𝑥 ൌ στεμ𝑥 

(θ)  
ሺ1 ൅ εφ𝑥ሻ2

τεμ𝑥
ൌ τεμ𝑥 ൅ 2ημ𝑥 (ι)  τεμ𝑎 െ  

εφ2𝑎
τεμ𝑎

ൌ  συν𝑎 

 

6. Αν ημ15° ൌ  √2
4

 ൫√3 െ 1൯ και ημ75° ൌ  √2
4

 ൫√3 ൅ 1൯, να ǒȷǏλǏγίσετε: 

(α) τǏ συν15° 
(β) την εφ15°. 
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7. Να αȷλǏȷǏιήσετε τιǑ ȷιǏ κάτǕ ȷαǐαστάσειǑ: 

𝛢 ൌ  
εφሺ180° െ 𝜃ሻ συνሺ180° െ 𝜃ሻ εφሺ90° െ 𝜃ሻ

ημሺ90° ൅ 𝜃ሻ σφሺ90° െ 𝜃ሻ εφሺ𝜃 െ 270°ሻ
 

𝛣 ൌ  
συνሺ3π ൅ 𝑥ሻ ημ ቀ𝑥 ൅ π

2ቁ σφሺπ െ 𝑥ሻ

ημሺπ െ 𝑥ሻ συν ቀ𝑥 െ 7π
2 ቁ εφ ቀെ π

2 ൅ 𝑥ቁ
 

 

8. Αν 3ημ2𝑥 ൅ 6συν2𝑥 ൌ 5, να δείξετε ǘτι εφ2𝑥 ൌ 1
2
 . 

 
9. Να εκφǐάσετε την εφ𝑥 ሺ0° ൏ 𝑥 ൏ 90°ሻ σǒναǐτήσει τǏǒ ημ𝑥. 

 
10. Αν 𝑥 ൌ 3συν𝜔 και 𝑦 ൌ 3ημ𝜔, να δείξετε ǘτι 𝑥2 ൅ 𝑦2 ൌ 9. 

 
11. Να ǒȷǏλǏγίσετε τη γǕνία 𝜃, αν: 

ημሺ180° െ 𝜃ሻ εφሺ90° െ 𝜃ሻ ημሺെ𝜃ሻ
εφሺ180° െ 𝜃ሻ συνሺ180° ൅ 𝜃ሻ ൌ  െ

√3
2

,    0° ൏ 𝜃 ൏ 180° 

 
12. Να αȷǏδείξετε τιǑ ȷιǏ κάτǕ ταǒτǘτητεǑ: 

(α)  ሺ1 ൅ ημ𝑥ሻ ቂ1 ൅ συν ቀ
π
2

൅ 𝑥ቁቃ ൌ συν2𝑥 

(β)  ሺτεμ𝑥 ൅ 1ሻሾτεμሺെ𝑥ሻ െ 1ሿ ൌ εφ2𝑥 

 
13. Να εξετάσετε κατά ȷǘσǏ ǒȷάǐǓǏǒν τιμέǑ τǏǒ 𝑥 για τιǑ ǏȷǏίεǑ: 

(α)  ημ𝑥 ൌ 0,   συν𝑥 ൌ 0 

(β)  ημ𝑥 ൌ 1,   συν𝑥 ൌ 1 

(γ)  ημ𝑥 ൌ
1
3

,   συν𝑥 ൌ
1
3

 

(δ)  ημ𝑥 ൌ
√2
2

,   συν𝑥 ൌ െ
√2
2

 

 
14. Αν 𝑥 ൌ 𝑎συν𝜃 και 𝑦 ൌ 𝛽ημ𝜃, να δείξετε ǘτι: 

𝑥2

𝑎2 ൅
𝑦2

𝛽2 ൌ 1 

 
15. Να αȷǏδείξετε ǘτι: 

(α)  ημሺ𝜋 െ 𝑥ሻ ൅ ημ ൬
3𝜋
2

൅ 𝑥൰ ൅ ημሺ𝑥 െ 𝜋ሻ െ ημ ቀ𝑥 െ
𝜋
2

ቁ ൌ 0 

(β)  συν ቀ
𝜋
2

൅ 𝑎ቁ ൅ ημሺ𝜋 െ 𝑎ሻ െ ημሺെ𝑎ሻ ൅ συν ൬
3𝜋
2

െ 𝑎൰ ൌ 0 

(γ)  ημሺ𝜋 ൅ 𝑎ሻ συν ቀ3𝜋
2 െ 𝑎ቁ εφ ቀ3𝜋

2 ൅ 𝑎ቁ
ημሺ2𝜋 െ 𝑎ሻ ൌ συν𝑎 

(δ)  ημ𝜔 ൅ στεμሺ90° െ 𝜔ሻ ൅ ημሺ180° ൅ 𝜔ሻ ൅ στεμሺ270° െ 𝜔ሻ ൌ 0 
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16. Να αȷǏδείξετε ǘτι: 

ημሺ5𝜋 ൅ 𝜔ሻ συνሺ7𝜋 െ 𝜔ሻ ημ ቀ5𝜋
2 െ 𝜔ቁ συν ቀ7𝜋

2 ൅ 𝜔ቁ

σφሺ5𝜋 ൅ 𝜔ሻ ημሺ7𝜋 െ 𝜔ሻ συν ቀ5𝜋
2 െ 𝜔ቁ σφ ቀ7𝜋

2 ൅ 𝜔ቁ
ൌ ημ2𝜔 െ 1 

 
17. Με τǏν δέκτη ενǘǑ ǐαδιǏφǚνǏǒ εȷιλέγειǑ έναν ǐαδιǏφǕνικǘ σταθμǘ ǐǒθμίζǏνταǑ 

τη σǒǓνǘτητα. ΈναǑ δέκτηǑ ȷεǐιέǓει ένα ȷηνίǏ 𝐿 και έναν ȷǒκνǕτή 𝐶, ǘȷǕǑ 
φαίνεται στǏ ȷιǏ κάτǕ σǓήμα. 
 

 
 
Η ενέǐγεια ȷǏǒ αȷǏθηκεǙεται στǏ ȷηνίǏ κατά τǏν ǓǐǘνǏ 𝑡 δίδεται αȷǘ τǏν τǙȷǏ 
𝐿ሺ𝑡ሻ ൌ 𝑘 ημ2ሺ2𝜋𝐹𝑡ሻ  και η ενέǐγεια ȷǏǒ αȷǏθηκεǙεται στǏν ȷǒκνǕτή κατά τǏν 
ǓǐǘνǏ 𝑡 δίδεται αȷǘ τǏν τǙȷǏ 𝐶ሺ𝑡ሻ ൌ 𝑘 συν2ሺ2𝜋𝐹𝑡ሻ, ǘȷǏǒ 𝐹 είναι η σǒǓνǘτητα τǏǒ 
ǐαδιǏφǕνικǏǙ σταθμǏǙ και 𝑘 είναι σταθεǐǘǑ αǐιθμǘǑ. Η σǒνǏλική ενέǐγεια 𝛦 στǏ 
κǙκλǕμα δίνεται αȷǘ τǏν τǙȷǏ 𝛦ሺ𝑡ሻ ൌ 𝐿ሺ𝑡ሻ ൅ 𝐶ሺ𝑡ሻ. Να αȷǏδείξετε ǘτι η ενέǐγεια 𝛦 
είναι σταθεǐή. 
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Περίληψη 
 

1. Ακτίνιο είναι μǏνάδα μέτǐησηǑ μιαǑ εȷίȷεδηǑ γǕνίαǑ, η ǏȷǏία ǘταν γίνει 
εȷίκεντǐη, σε κǙκλǏ, Ǐǐίζει τǘξǏ με μήκǏǑ ίσǏ με την ακτίνα τǏǒ και σǒμβǏλίζεται 
με 1 rad. 

2. Αν 𝜇∘ είναι τǏ μέτǐǏ σε μǏίǐεǑ και 𝑎 τǏ μέτǐǏ σε ακτίνια ሺradሻ ενǘǑ τǘξǏǒ ή μιαǑ 
γǕνίαǑ, τǘτε ισǓǙει: 

𝑎
𝜋

ൌ  
𝜇∘

180∘ 

3. Στην ΤǐιγǕνǏμετǐία, Ǐι γǕνίεǑ στǏ εȷίȷεδǏ δημιǏǒǐγǏǙνται αȷǘ την ȷεǐιστǐǏφή 
μίαǑ ημιεǒθείαǑ γǙǐǕ αȷǘ την κǏǐǒφή τηǑ, ξεκινǚνταǑ αȷǘ την αǐǓική τηǑ θέση. Η 
αǐǓική θέση τηǑ ημιεǒθείαǑ ǏνǏμάζεται αρχική πλευρά τηǑ γǕνίαǑ και η τελική 
θέση τηǑ ημιεǒθείαǑ ǏνǏμάζεται τελική πλευρά. Οι γǕνίεǑ αǒτέǑ μȷǏǐǏǙν να 
αναφέǐǏνται και ǕǑ τριγωνομετρικές γωνίες. 
 

 
 

4. ΑνάλǏγα με τη φǏǐά ȷǏǒ κινείται η αǐǓική ȷλεǒǐά ȷǐǏǑ την τελική ȷλεǒǐά η 
γǕνία διακǐίνεται σε θετική φǏǐά (αǐιστεǐǘστǐǏφη) ή γǕνία με αǐνητική φǏǐά 
(δεξιǘστǐǏφη). ΓǕνία με καθǏǐισμένη φǏǐά λέγεται προσανατολισμένη. 

5. Αλγεβρική τιμή μιαǑ τǐιγǕνǏμετǐικήǑ γǕνίαǑ είναι Ǐ αǐιθμǘǑ ȷǏǒ ȷǐǏκǙȷτει, 
ǘταν μετǐήσǏǒμε τη γǕνία με μια μǏνάδα μέτǐησηǑ (ȷ.Ǔ μǏίǐα ή ακτίνιǏ) και 
βάλǏǒμε στǏ εξαγǘμενǏ ȷǐǘσημǏ θετικǘ ή αǐνητικǘ, αν η φǏǐά διαγǐαφήǑ τηǑ 
γǕνίαǑ είναι η θετική ή η αǐνητική, αντίστǏιǓα. 

6. Μία τǐιγǕνǏμετǐική γǕνία είναι σε κανονική θέση, ǘταν η κǏǐǒφή τηǑ βǐίσκεται 
στην αǐǓή τǕν αξǘνǕν τǏǒ ǏǐθǏκανǏνικǏǙ σǒστήματǏǑ και η αǐǓική ȷλεǒǐά τηǑ 
σǒμȷίȷτει με τǏν θετικǘ ημιάξǏνα τǕν τετμημένǕν. 

7. Οι τǐιγǕνǏμετǐικǏί αǐιθμǏί ǏȷǏιασδήȷǏτε ȷǐǏσανατǏλισμένηǑ γǕνίαǑ 𝜃, στην 
ǏȷǏία τǏ τǒǓαίǏ σημείǏ 𝛢ሺ𝑥, 𝑦ሻ ανήκει στην τελική ȷλεǒǐά τηǑ, ǏǐίζǏνται ǕǑ: 

ημ𝜃 ൌ ௬
ఘ

,   συν𝜃 ൌ ௫
ఘ

,   εφ𝜃 ൌ ௬
௫

   ሺ𝑥 ് 0ሻ, ǘȷǏǒ 𝜌 ൌ ඥ𝑥2 ൅ 𝑦2, 𝜌 ൐ 0 

8. Συνεφαπτομένη τηǑ γǕνίαǑ 𝜃 ǏǐίζǏǒμε τǏν τǐιγǕνǏμετǐικǘ αǐιθμǘ ௫
௬

, 𝑦 ് 0 και 

τǏν σǒμβǏλίζǏǒμε με σφ𝜃. Δηλαδή: 

σφ𝜃 ൌ
𝑥
𝑦

,   𝑦 ് 0 

9. Τέμνουσα τηǑ γǕνίαǑ 𝜃 ǏǐίζǏǒμε τǏν τǐιγǕνǏμετǐικǘ αǐιθμǘ ఘ
௫

, 𝑥 ് 0 και τǏν 

σǒμβǏλίζǏǒμε με σφ𝜃. Δηλαδή: 

τεμ𝜃 ൌ
𝜌
𝑥

,   𝑥 ് 0 
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10. Συντέμνουσα τηǑ γǕνίαǑ 𝜃 ǏǐίζǏǒμε τǏν τǐιγǕνǏμετǐικǘ αǐιθμǘ ఘ
௬

, 𝑦 ് 0 και τǏν 

σǒμβǏλίζǏǒμε με στεμ𝜃. Δηλαδή: 

στεμ𝜃 ൌ
𝜌
𝑦

,   𝑦 ് 0 

11. Τριγωνομετρικός κύκλος ǏνǏμάζεται Ǐ κǙκλǏǑ ȷǏǒ έǓει κέντǐǏ την αǐǓή τǕν 
αξǘνǕν και ακτίνα ίση με μία μǏνάδα (μǏναδιαίǏǑ κǙκλǏǑ). 

12. Οι άξǏνεǑ 𝑥𝑥ᇱ, 𝑦𝑦′ ǓǕǐίζǏǒν τǏν κǙκλǏ σε τέσσερα τεταρτημόρια, ǘȷǕǑ φαίνεται 
στǏ ȷιǏ κάτǕ σǓήμα. 
 

 
 

13. Οι άξǏνεǑ τǕν τεταγμένǕν, τǕν τετμημένǕν, η εφαȷτǏμένη τǏǒ τǐιγǕνǏμετǐικǏǙ 
κǙκλǏǒ στǏ σημείǏ 𝛫ሺ1, 0ሻ και η εφαȷτǏμένη τǏǒ τǐιγǕνǏμετǐικǏǙ κǙκλǏǒ στǏ 
σημείǏ 𝛬ሺ0, 1ሻ ǏǐίζǏνται ǕǑ Ǐι άξǏνεǑ τǕν ημιτǘνǕν, τǕν σǒνημιτǘνǕν, τǕν 
εφαȷτǏμένǕν και τǕν σǒνεφαȷτǏμένǕν, αντίστǏιǓα. 
 

 
 
Αȷǘ τα ȷιǏ ȷάνǕ, ȷǐǏκǙȷτει ǘτι Ǐι τǐιγǕνǏμετǐικǏί αǐιθμǏί συν𝜔 και ημ𝜔 
ȷαίǐνǏǒν τιμέǑ μǘνǏ στǏ διάστημα ሾെ1, 1ሿ. Δηλαδή: 

െ1 ൑ συν𝜔 ൑ 1,   െ 1 ൑ ημ𝜔 ൑ 1 
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14. Με τη βǏήθεια τǕν αξǘνǕν τǕν ημιτǘνǕν, σǒνημιτǘνǕν και εφαȷτǏμένǕν, 
βǐίσκǏǒμε τα ȷǐǘσημα τǕν τǐιγǕνǏμετǐικǚν αǐιθμǚν, τα ǏȷǏία σǒνǏǔίζǏνται 
στǏν ȷιǏ κάτǕ ȷίνακα: 

x Οι τǐιγǕνǏμετǐικǏί αǐιθμǏί στεμ𝜔, τεμ𝜔 και σφ𝜔 έǓǏǒν τǏ ίδιǏ ȷǐǘσημǏ με 
τǏǒǑ τǐιγǕνǏμετǐικǏǙǑ αǐιθμǏǙǑ ημ𝜔, συν𝜔 και εφ𝜔, αντίστǏιǓα. 

x Με βάση τα ȷιǏ ȷάνǕ, η εǙǐεση τǏǒ ȷǐǏσήμǏǒ τǕν τǐιγǕνǏμετǐικǚν 
αǐιθμǚν σǒνǏǔίζεται στǏν ȷιǏ κάτǕ μνημǏνικǘ κανǘνα ǘȷǏǒ: 

¾ ΣτǏ 1Ǐ τεταǐτημǘǐιǏ ǘλǏι Ǐι τǐιγǕνǏμετǐικǏί αǐιθμǏί είναι θετικǏί. 
¾ ΣτǏ 2Ǐ τεταǐτημǘǐιǏ θετικǘ είναι μǘνǏ τǏ ημίτǏνǏ. 
¾ ΣτǏ 3Ǐ τεταǐτημǘǐιǏ θετική είναι μǘνǏ η εφαȷτǏμένη. 
¾ ΣτǏ 4Ǐ τεταǐτημǘǐιǏ θετικǘ είναι μǘνǏ τǏ σǒνημίτǏνǏ. 
 

 
 

15. Μια σǒνάǐτηση 𝑓 με ȷεδίǏ ǏǐισμǏǙ τǏ 𝛢, 𝛢 ⊆ ℝ, λέγεται περιοδική, ǘταν ǒȷάǐǓει 
ȷǐαγματικǘǑ αǐιθμǘǑ 𝛵 ൐ 0, τέτǏιǏǑ ǚστε για κάθε 𝑥 ∈ 𝛢 να ισǓǙει: 
(α) ሺ𝑥 ൅ 𝛵ሻ ∈ 𝛢, ሺ𝑥 െ 𝛵ሻ ∈ 𝛢 και 
(β) 𝑓ሺ𝑥 ൅ 𝛵ሻ ൌ  𝑓ሺ𝑥 െ 𝛵ሻ ൌ  𝑓ሺ𝑥ሻ. 
Ο μικǐǘτεǐǏǑ αȷǘ τǏǒǑ θετικǏǙǑ αǐιθμǏǙǑ 𝛵, για τǏǒǑ ǏȷǏίǏǒǑ ισǓǙǏǒν τα ȷιǏ 
ȷάνǕ, λέγεται περίοδος τηǑ σǒνάǐτησηǑ 𝑓. 

16. (α) Η σǒνάǐτηση 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ημ𝑥, 𝑥 ∈ ℝ  είναι ȷεǐιǏδική με ȷεǐίǏδǏ 2𝜋, ǘȷǏǒ 2𝜋 είναι 
Ǐ μικρότερος θετικός αριθμός, για τǏν ǏȷǏίǏ ισǓǙει: 

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ  𝑓ሺ𝑥 ൅ 2𝜋ሻ,   ∀ 𝑥 ∈ ℝ 
(β) Η σǒνάǐτηση 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ συν𝑥, 𝑥 ∈ ℝ είναι ȷεǐιǏδική με ȷεǐίǏδǏ 2𝜋, ǘȷǏǒ 2𝜋 είναι 

Ǐ μικǐǘτεǐǏǑ θετικǘǑ αǐιθμǘǑ, για τǏν ǏȷǏίǏ ισǓǙει: 
𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ  𝑓ሺ𝑥 ൅ 2𝜋ሻ,   ∀ 𝑥 ∈ ℝ 

(γ) Η σǒνάǐτηση 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ εφ𝑥, 𝑥 ∈ ℝ με 𝑥 ് 𝜅𝜋 ൅ గ
2
, 𝜅 ∈ ℤ είναι ȷεǐιǏδική με 

ȷεǐίǏδǏ 𝜋, ǘȷǏǒ 𝜋 είναι Ǐ μικǐǘτεǐǏǑ θετικǘǑ αǐιθμǘǑ, για τǏν ǏȷǏίǏ ισǓǙει: 
𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ  𝑓ሺ𝑥 ൅ 𝜋ሻ,   ∀ 𝑥 ∈ ℝ,   𝑥 ് 𝜅𝜋 ൅

𝜋
2

,   𝜅 ∈ ℤ 

 1Ǐ τεταǐτημǘǐιǏ 2Ǐ τεταǐτημǘǐιǏ 3Ǐ τεταǐτημǘǐιǏ 4Ǐ τεταǐτημǘǐιǏ 

ημ𝜔 ൅ ൅ െ െ 

συν𝜔 ൅ െ െ ൅ 

εφ𝜔 ൅ െ ൅ െ 



Ενǘτητα 02:  ΤǐιγǕνǏμετǐία 123 
 

17. ΣǓέσειǑ μεταξǙ τǕν τǐιγǕνǏμετǐικǚν αǐιθμǚν γǕνιǚν ȷǏǒ έǓǏǒν άθǐǏισμα ή 
διαφǏǐά 0°, 90°, 180°, 270°, 360°. 
x ΓǕνίεǑ με άθǐǏισμα 0°: 

ημሺെ𝜔ሻ ൌ െημ𝜔 
συνሺെ𝜔ሻ ൌ συν𝜔 
εφሺെ𝜔ሻ ൌ  െεφ𝜔 

x ΓǕνίεǑ με άθǐǏισμα 360°: 
ημሺ360° െ ωሻ ൌ െημω 
συνሺ360° െ ωሻ ൌ συνω 
εφሺ360° െ ωሻ ൌ  െεφω 

x ΓǕνίεǑ με άθǐǏισμα 180°: 
ημሺ180° െ ωሻ ൌ ημω 

συνሺ180° െ ωሻ ൌ െσυνω 
εφሺ180° െ 𝜔ሻ ൌ െεφ𝜔 

x ΓǕνίεǑ με διαφǏǐά 180°: 
ημሺ180° ൅ ωሻ ൌ െημω 

συνሺ180° ൅ ωሻ ൌ െσυνω 
εφሺ180° ൅ 𝜔ሻ ൌ  εφ𝜔 

x ΓǕνίεǑ με άθǐǏισμα 90°: 
ημሺ90° െ ωሻ ൌ συνω 
συνሺ90° െ ωሻ ൌ ημω 
εφሺ90° െ 𝜔ሻ ൌ σφ𝜔 

x ΓǕνίεǑ με διαφǏǐά 90°: 
ημሺ90° ൅ ωሻ ൌ συνω 

συνሺ90° ൅ ωሻ ൌ െημω 
εφሺ90° ൅ ωሻ ൌ െσφω 

x ΓǕνίεǑ με άθǐǏισμα 270°: 
ημሺ270° െ ωሻ ൌ െσυνω 
συνሺ270° െ ωሻ ൌ െημω 
εφሺ270° െ ωሻ ൌ  σφω 

x ΓǕνίεǑ με διαφǏǐά 270°: 
ημሺ270° ൅ ωሻ ൌ െσυνω 
συνሺ270° ൅ ωሻ ൌ ημω 

εφሺ270° ൅ 𝜔ሻ ൌ  െσφ𝜔 

 Σημείωση 

Με τǏǒǑ ȷιǏ ȷάνǕ τǙȷǏǒǑ, μȷǏǐǏǙμε να εκφǐάσǏǒμε τǏǒǑ τǐιγǕνǏμετǐικǏǙǑ 
αǐιθμǏǙǑ ǏȷǏιασδήȷǏτε γǕνίαǑ με τǐιγǕνǏμετǐικǏǙǑ αǐιθμǏǙǑ ǏξείαǑ γǕνίαǑ. 
Η διαδικασία αǒτή λέγεται αναγωγή στο 1ο τεταρτημόριο. 

18. Τριγωνομετρικές ταυτότητες 
Για ǏȷǏιαδήȷǏτε τιμή τηǑ γǕνιάǑ 𝜔 ισǓǙει: 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 

  

ημ2𝜔 ൅ συν2𝜔 ൌ 1 

εφ𝜔 ൌ  
ημ𝜔

συν𝜔
,   συν𝜔 ് 0 

σφ𝜔 ൌ  
συν𝜔
ημ𝜔

,   ημ𝜔 ് 0 

τεμ2𝜔 ൌ  1 ൅ εφ2𝜔 

στεμ2𝜔 ൌ  1 ൅ σφ2𝜔 
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Δραστηριότητες Ενότητας 
 

1. Να μετατǐέǔετε σε ακτίνια τα μέτǐα τǕν γǕνιǚν: 
𝑎 ൌ 180°,   𝛽 ൌ 10°,    𝛾 ൌ െ80°,    𝛿 ൌ 310°,   𝜀 ൌ 720° 

 
2. ΠǘσεǑ μǏίǐεǑ αντιστǏιǓǏǙν σε τǘξǏ: 

𝑎 ൌ
3𝜋
4

 rad,    𝛽 ൌ 1,5 rad,    𝛾 ൌ െ3 rad 

 
3. Σε ȷǏιǏ τεταǐτημǘǐιǏ βǐίσκεται η τελική ȷλεǒǐά τǕν γǕνιǚν: 

𝜃 ൌ 220°,    𝜑 ൌ െ300°,    𝜔 ൌ
11𝜋

6
rad,    𝑥 ൌ 2 rad 

 
4. Να γǐάǔετε ακǘμη δǙǏ γǕνίεǑ ȷǏǒ έǓǏǒν την ίδια τελική ȷλεǒǐά με τιǑ γǕνίεǑ: 

𝑥 ൌ 270°,    𝑦 ൌ െ70°,   𝑧 ൌ 1 rad 
 

5. Σε ȷǏιǏ τεταǐτημǘǐιǏ ανήκει η τελική ȷλεǒǐά τηǑ γǕνίαǑ 𝜃, ǘταν ισǓǙει: 
(α) εφ𝜃 ൏ 0 και τεμ𝜃 ൐ 0 
(β) ημ𝜃 ൏ 0 και σφ𝜃 ൐ 0. 
 

6. Δίνεται ǘτι συν𝜃 ൌ െ ଼
1଻

, ημ𝜃 ൐  0. 

Να ǒȷǏλǏγίσετε την τιμή τηǑ ȷαǐάστασηǑ: 

𝛢 ൌ  
34ημ𝜃 ൅ 17συν𝜃
8εφ𝜃 െ 15στεμ𝜃

 

 
7. Σε ȷǏιǏ τεταǐτημǘǐιǏ ανήκει η τελική ȷλεǒǐά τηǑ γǕνίαǑ ሺ180° െ 𝜃ሻ, ǘταν ισǓǙει: 

(α) 180° ൏ 𝜃 ൏ 270° 
(β) െ180° ൏ 𝜃 ൏ െ90° 
 

8. Η τελική ȷλεǒǐά μιαǑ γǕνίαǑ 𝜃 τέμνει τǏν τǐιγǕνǏμετǐικǘ κǙκλǏ στǏ σημείǏ 𝛲ሺ𝑥, 𝑦ሻ. 
Να βǐείτε σǒναǐτήσει τǕν 𝑥, 𝑦: 
(α) τǏ ημ𝜃 
(β) τǏ σημείǏ, στǏ ǏȷǏίǏ η τελική ȷλεǒǐά τηǑ γǕνίαǑ – 𝜃 τέμνει τǏν τǐιγǕνǏμετǐικǘ 

κǙκλǏ 
(γ) τǏ σημείǏ, στǏ ǏȷǏίǏ η τελική ȷλεǒǐά τηǑ γǕνίαǑ ሺ180∘ െ 𝜃ሻ τέμνει τǏν 

τǐιγǕνǏμετǐικǘ κǙκλǏ 
(δ) την εφሺ180∘ ൅ 𝜃ሻ 
(ε) την ȷαǐάσταση 1 ൅ εφ2𝜃. 
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9. Να αȷǏδείξετε τιǑ ȷιǏ κάτǕ ταǒτǘτητεǑ: 

(α)  
συν𝑥
ημ𝑥

൅  
ημ𝑥

συν𝑥
൅  

στεμ𝑥
τεμ𝑥

ൌ  
τεμ𝑥 ൅ συν𝑥

ημ𝑥
 

(β)  
ημ2𝑥 െ  συν2𝑥
ημ3𝑥 ൅  συν3𝑥

ൌ  
ημ𝑥 െ  συν𝑥

1 െ  ημ𝑥 συν𝑥
 

(γ)  
εφሺ180° ൅ 𝜔ሻ στεμሺ180° ൅ 𝜔ሻ σφሺ180° െ 𝜔ሻ
συνሺ360° െ 𝜔ሻ τεμሺ90° െ 𝜔ሻ συνሺ180° െ 𝜔ሻ ൌ െτεμ2𝜔 

(δ)  
1 െ ημ𝑥

συν𝑥
ൌ

συν𝑥
1 ൅ ημ𝑥

 

(ε)  τεμ𝑎 ൅ εφ𝑎 ൌ
1

τεμ𝑎 െ εφ𝑎
 

 

10. Δίνεται η σǒνάǐτηση 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ συν𝑥, 𝑥 ∈ ሾെ5𝜋, 3𝜋ሿ και τǏ σημείǏ 𝛢 ቀ2గ
3

, െ 1
2
ቁ, τǏ ǏȷǏίǏ 

ανήκει στη γǐαφική ȷαǐάσταση τηǑ σǒνάǐτησηǑ 𝑓. 
(α) Να εξετάσετε αν η σǒνάǐτηση 𝑓 είναι ȷεǐιǏδική. 
(β) Να βǐείτε ǘλα τα σημεία τηǑ γǐαφικήǑ ȷαǐάστασηǑ τηǑ 𝑓, τα ǏȷǏία έǓǏǒν την 

ίδια τεταγμένη με τǏ σημείǏ 𝛢. 
(γ) Να βǐείτε ǘλα τα σημεία τηǑ 𝑓, στα ǏȷǏία η γǐαφική τηǑ ȷαǐάσταση 

ȷαǐǏǒσιάζει τη μέγιστη τιμή τηǑ. 
(δ) Να γǐάǔετε ένα σημείǏ, τǏ ǏȷǏίǏ να αντιστǏιǓεί στην ελάǓιστη τιμή τηǑ 𝑓. 
(ε) Να ȷεǐιγǐάǔετε, αιτιǏλǏγǚνταǑ την αȷάντησή σαǑ, τη σǓέση ȷǏǒ έǓǏǒν με τη 

γǐαφική ȷαǐάσταση τηǑ 𝑓 Ǐι γǐαφικέǑ ȷαǐαστάσειǑ τǕν σǒναǐτήσεǕν: 
i. 𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ συνሺെ𝑥ሻ, 𝑥 ∈ ሾെ5𝜋, 3𝜋ሿ 

ii. ℎሺ𝑥ሻ ൌ 2 ൅ συν𝑥, 𝑥 ∈ ሾെ5𝜋, 3𝜋ሿ 
iii. 𝜌ሺ𝑥ሻ ൌ ημሺ90∘ െ 𝑥ሻ, 𝑥 ∈ ሾെ5𝜋, 3𝜋ሿ 

 
11. Να ǒȷǏλǏγίσετε τη μέγιστη και την ελάǓιστη τιμή τǕν ȷαǐαστάσεǕν: 

𝛢 ൌ 3συν𝑥 ൅ √3,   𝑥 ∈ ℝ 
𝛣 ൌ െ3ημ𝑥 ൅ 𝜋,     𝑥 ∈ ℝ 
𝛤 ൌ 3 െ συνሺ2𝑥ሻ,   𝑥 ∈ ℝ 
 

12. Να ǒȷǏλǏγίσετε τη γǕνία 𝜃, αν: 
ημሺ180° െ 𝜃ሻ σφሺ360° െ 𝜃ሻ συνሺ90° ൅ 𝜃ሻ

εφሺെ𝜃ሻ ημሺ270° െ 𝜃ሻ ൌ
1
2

,    0° ൏ 𝜃 ൏ 90° 

13. Αν 
ημሺ180° െ 𝜃ሻ συνሺ270° ൅ 𝜃ሻ

συνሺ90° ൅ 𝜃ሻ σφሺ90° ൅ 𝜃ሻ ൌ  
√2
2

,    0 ൏ 𝜃 ൏ 90° 

να δείξετε ǘτι 𝜃 ൌ 45°. 
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14. Να δείξετε ǘτι η ȷιǏ κάτǕ ȷαǐάσταση είναι ανεξάǐτητη τǏǒ 𝑥: 

𝐴 ൌ ημ2ሺ𝜋 െ 𝑥ሻ ൅ συνሺ𝜋 െ 𝑥ሻ συνሺ2𝜋 െ 𝑥ሻ ൅ 2ημ2 ቀ
𝜋
2

െ 𝑥ቁ 

 

15. Να δείξετε ǘτι: 

(α)  ημ3𝜋 ൌ ημ𝜋 (β)  εφሺെ𝜋 െ 3ሻ ൌ െεφሺ𝜋 ൅ 3ሻ 

(γ)  συν ൬
29𝜋

6
൰ ൌ  συν ൬

5𝜋
6

൰ (δ)  στεμሺ630° െ 𝜔ሻ ൌ െτεμ𝜔 

 
16. ΣτǏ ȷιǏ κάτǕ σǓήμα δίνεται ένα ǏǐθǏγǚνιǏ τǐίγǕνǏ με κάθετεǑ ȷλεǒǐέǑ 1 ൅ εφ𝑎 και 

1 െ εφ𝑎, με 0° ൏ 𝑎 ൏ 90°. 
 

 
 

Να εκφǐάσετε τǏ ημ𝜃 και τǏ συν𝜃 σǒναǐτήσει τǐιγǕνǏμετǐικǚν αǐιθμǚν τηǑ γǕνίαǑ 
𝑎 και να δǚσετε την αȷάντησή σαǑ στην ȷιǏ αȷλή μǏǐφή. 
 

17. Να εκφǐάσετε τα μήκη τǕν τμημάτǕν 𝛼, 𝛽, 𝛾 και 𝛿, ǘȷǕǑ φαίνǏνται στǏ ȷιǏ κάτǕ 
σǓήμα, σǒναǐτήσει τǐιγǕνǏμετǐικǚν αǐιθμǚν τηǑ γǕνίαǑ 𝜃. 
 

 
 

18. Αν ημ𝑥 ൅ συν𝑥 ൌ 𝑎,  

(α) 𝜈α δείξετε ǘτι ημ𝑥 συν𝑥 ൌ ௔మି1
2

 

(β) Με τη βǏήθεια τǕν ȷιǏ ȷάνǕ, να ǒȷǏλǏγίσετε σǒναǐτήσει τǏǒ 𝑎 τιǑ ȷαǐαστάσειǑ: 

i.  
1

ημ𝑥
൅

1
συν𝑥

 ii.  εφ𝑥 ൅ σφ𝑥 iii.  ημ3𝑥 ൅  συν3𝑥 
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19. Αν εφ𝑎 ൌ 3εφ𝛽, να αȷǏδείξετε ǘτι: 
εφ𝑎 ൅ εφ𝛽

1 െ εφ𝑎 εφ𝛽
ൌ  

4ημ𝛽 συν𝛽
1 െ 4ημ2𝛽

 

 
20. Να εȷιλέξετε τη σǕστή αȷάντηση: 

ημ ቀ
𝜋
2

൅ 𝑎ቁ ൅ συν ቀ
𝜋
2

൅ 𝑎ቁ ൅ ημ ൬
3𝜋
2

൅ 𝑎൰ ൅ συν ൬
3𝜋
2

൅ 𝑎൰ ൌ 

 

Α͘ െ2ημ ቀ3గ
2

൅ 𝑎ቁ Β͘ 2συν ቀగ
2

൅ 𝑎ቁ Γ͘ 0 Δ͘ ημ𝑎 Ε͘ െσυν𝑎 

 
21. Να αȷǏδείξετε ǘτι: 

(α) εφ1° εφ2° εφ3° ∙∙∙  εφ87° εφ88° εφ89° ൌ 1 
(β) ሺημ1° െ συν1°ሻ ൅ ሺημ2° െ συν2°ሻ ൅ ⋯ ൅  ሺημ89° െ συν89°ሻ ൌ 0 

 

22. Αν εφ ቀగ
3

െ 𝑥ቁ ൅ εφ ቀగ
6

൅ 𝑥ቁ ൌ 5, να ǒȷǏλǏγίσετε την τιμή τηǑ ȷαǐάστασηǑ: 

Α ൌ εφ2 ቀ
𝜋
3

െ 𝑥ቁ ൅ εφ2 ቀ
𝜋
6

൅ 𝑥ቁ 

 
23. Να βǐείτε για ȷǏιεǑ τιμέǑ τǏǒ 𝑥 ισǓǙει η ισǘτητα: 

ημ𝑥 ൌ
√3
2

,    െ 6𝜋 ൏ 𝑥 ൏ 2𝜋 

 
24. Να βάλετε σε κǙκλǏ την Ǐǐθή αȷάντηση: 

Αν ημ𝑥 ൌ 𝑎 και 0° ൏ 𝑥 ൏ 90°, τǘτε: 
 

Α͘ συν𝑥 ൌ 1 െ 𝑎 Β͘ συν𝑥 ൌ 1 െ 𝑎2 

Γ. συν𝑥 ൌ √1 െ 𝑎2 Δ͘ συν𝑥 ൌ െ√1 െ 𝑎2 

 

25. ΣτǏ ȷιǏ κάτǕ σǓήμα δίνǏνται δǙǏ κάθετεǑ εǒθείεǑ ሺ𝜀1ሻ και ሺ𝜀2ሻ. 
 

 
 

Να γǐάǔετε μια σǓέση μεταξǙ τǕν γǕνιǚν 𝜔 και 𝜑 και να αȷǏδείξετε ǘτι τǏ γινǘμενǏ 
τǕν κλίσεǕν τǕν δǙǏ εǒθειǚν είναι ίσǏ με െ1 ሺ𝜆1𝜆2 ൌ െ1ሻ. 
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Λύση Προβλήματος 
 

ΠΑΝΙΑ 
Ενενήντα ȷέντε τǏιǑ εκατǘ τǏǒ ȷαγκǘσμιǏǒ 
εμȷǏǐίǏǒ διακινείται θαλάσσια αȷǘ ȷεǐίȷǏǒ 
50000 ȷετǐελαιǏφǘǐα, φǏǐτηγά ȷλǏία και 
ȷλǏία μεταφǏǐάǑ εμȷǏǐεǒματǏκιβǕτίǕν. Τα 
ȷεǐισσǘτεǐα αȷǘ αǒτά τα ȷλǏία 
ǓǐησιμǏȷǏιǏǙν ȷετǐέλαιǏ για την κίνησή τǏǒǑ. 
Οι μηǓανικǏί σǓεδιάζǏǒν να αναȷτǙξǏǒν 
μηǓανισμǏǙǑ αεǐǏδǒναμικήǑ ǒȷǏστήǐιξηǑ τǕν 
ȷλǏίǕν. Η εισήγησή τǏǒǑ εστιάζεται στη Ǔǐήση 
ȷανιǚν στα ȷλǏία, ǚστε να αξιǏȷǏιείται η δǙναμη τǏǒ ανέμǏǒ. Αǒτǘ θα Ǐδηγήσει σε 
μείǕση τηǑ κατανάλǕσηǑ αǐγǏǙ ȷετǐελαίǏǒ και τηǑ εȷίδǐασηǑ τǕν καǒσίμǕν στǏ 
ȷεǐιβάλλǏν. 
 
Ερώτηση 1: 
Ένα ȷλεǏνέκτημα τηǑ ǓǐήσηǑ ȷανιǚν ναǒσιȷλǏΐαǑ είναι ǘτι τǏ ȷανί ǒȷεǐίȷταται σε 
ǙǔǏǑ 150 m. Σε αǒτǘ τǏ ǙǔǏǑ, η ταǓǙτητα τǏǒ ανέμǏǒ είναι κατά ȷǐǏσέγγιση 25% 
μεγαλǙτεǐη αȷǘ την ταǓǙτητα στǏ κατάστǐǕμα τǏǒ ȷλǏίǏǒ. 
Με ȷǏια, κατά ȷǐǏσέγγιση, ταǓǙτητα ȷνέει Ǐ άνεμǏǑ στǏ ȷανί, ǘταν η ταǓǙτητα τǏǒ 
ανέμǏǒ στǏ κατάστǐǕμα ενǘǑ ȷλǏίǏǒ μεταφǏǐάǑ εμȷǏǐεǒματǏκιβǕτίǕν είναι 24 km/h; 
 
Α. 6 km/h 
Β. 18 km/h 
Γ. 25 km/h 
Δ. 30 km/h 
Ε. 49 km/h 
 

…………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 
 
Ερώτηση 2: 
ΠǘσǏ ȷεǐίȷǏǒ ȷǐέȷει να είναι τǏ μήκǏǑ 
τǏǒ σǓǏινιǏǙ τǏǒ ȷανιǏǙ, για να 
ǐǒμǏǒλκεί τǏ ȷλǏίǏ ǒȷǘ γǕνία 45° και να 
βǐίσκεται κατακǘǐǒφα σε ǙǔǏǑ 150 m, 
ǘȷǕǑ φαίνεται στǏ διάγǐαμμα; 
 
Α. 173 m 
Β. 212 m 
Γ. 285 m 
Δ. 300 m  

© by skysails 

Σημείωση: Το διάγραμμα δεν 
είναι υπό κλίμακα. 

© by skysails 
 

45° 90° 

150 m 

ΣǓǏινί 
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Ερώτηση 3: 
ΛǘγǕ τǏǒ ǒǔηλǏǙ κǘστǏǒǑ τǏǒ αǐγǏǙ ȷετǐελαίǏǒ, τǏ ǏȷǏίǏ κǏστίζει 0,42 ζετǑ τǏ λίτǐǏ, 
Ǐι ιδιǏκτήτεǑ τǏǒ ȷλǏίǏǒ ΝέǏ ΚǙμα σκέφτǏνται να εξǏȷλίσǏǒν τǏ ȷλǏίǏ τǏǒǑ με ȷανιά 
ναǒσιȷλǏΐαǑ. 
ΥȷǏλǏγίζεται ǘτι ένα τέτǏιǏ ȷανί, μȷǏǐεί να ȷεǐιǏǐίσει την κατανάλǕση αǐγǏǙ 
ȷετǐελαίǏǒ σǒνǏλικά γǙǐǕ στǏ 20%. 
 

 
ΤǏ κǘστǏǑ εξǏȷλισμǏǙ τǏǒ ȷλǏίǏǒ ΝέǏ ΚǙμα με ένα ȷανί είναι 2 500 000 ζετǑ. 
Μετά αȷǘ ȷǘσα Ǔǐǘνια η εξǏικǏνǘμηση αȷǘ την κατανάλǕση αǐγǏǙ ȷετǐελαίǏǒ θα 
καλǙǔει τǏ κǘστǏǑ τǏǒ ȷανιǏǙ; Να ǒȷǏστηǐίξειǑ την αȷάντησή σǏǒ με τǏǒǑ 
αȷαǐαίτητǏǒǑ ǒȷǏλǏγισμǏǙǑ.  
ΑǐιθμǘǑ ετǚν: ....................................................  
 

PISA 2012 

ΌνǏμα: ΝέǏ ΚǙμα 
 

 
 

ΕίδǏǑ:  ΜεταφǏǐάǑ  
 εμȷǏǐεǒματǏκιβǕτίǕν 
ΜήκǏǑ: 117 μέτǐα 
ΠλάτǏǑ: 18 μέτǐα 
ΧǕǐητικǘτητα: 12 000 τǘνǏι 
Μέγιστη ταǓǙτητα: 19 κǘμβǏι 

Ετήσια κατανάλǕση ȷετǐελαίǏǒ ǓǕǐίǑ τη Ǔǐήση ȷανιǏǙ: ȷεǐίȷǏǒ 3 500 000 λίτǐα  
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Δραστηριότητες Εμπλουτισμού 
 

1. Να αȷǏδείξετε ǘτι: 
(α) ημ4𝑥 ൅ συν4𝑥 ൌ 1 െ 2ημ2𝑥 συν2𝑥 
(β) ημ6𝑥 ൅ συν6𝑥 ൌ 1 െ 3ημ2𝑥 συν2𝑥 
(γ) Η ȷαǐάσταση 

𝛢 ൌ 2ሺημ6𝑥 ൅ συν6𝑥ሻ െ 3ሺημ4𝑥 ൅ συν4𝑥ሻ 
είναι ανεξάǐτητη τǏǒ 𝑥. 

 
2. Να αȷǏδείξετε ǘτι: 

0 ൏  
εφሺ𝜋 ൅ 𝑥ሻ

εφ𝑥 ൅ σφሺ𝜋 ൅ 𝑥ሻ ൏ 1 

 
3. ΣτǏ ȷιǏ κάτǕ σǓήμα δίνεται ǘτι 45° ൑ 𝑥 ൑ 60°. 

 

 
 
Αν 𝛰𝛢 ൌ 𝑥, να ǒȷǏλǏγίσετε την ελάǓιστη και τη μέγιστη τιμή τǏǒ 𝑥. 
 

4. Να αȷǏδείξετε ǘτι: 

ඨ
1 ൅ ημ𝑥
1 െ ημ𝑥

െ ඨ
1 െ ημ𝑥
1 ൅ ημ𝑥

ൌ 2εφ𝑥,   െ
𝜋
2

൏  𝑥 ൏
𝜋
2

 

 
5. Να αȷǏδείξετε ǘτι: 

√1 ൅ συν𝑥 ൅ √1 െ συν𝑥
√1 ൅ συν𝑥 െ √1 െ συν𝑥

ൌ  
1 ൅ ημ𝑥

συν𝑥
ൌ  

συν𝑥
1 െ ημ𝑥

,    0 ൑ 𝑥 ൏
𝜋
2

 

 
6. Να ǒȷǏλǏγίσετε τιǑ τιμέǑ τǏǒ 𝑥, για τιǑ ǏȷǏίεǑ η σǒνάǐτηση 

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 3 െ 2συν ቀ
𝜋
3

െ 2𝑥ቁ 

ȷαǐǏǒσιάζει μέγιστη ή ελάǓιστη τιμή. 
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7. ΤǏ ǙǔǏǑ τǕν ǒδάτǕν ሺ𝑦ሻ σε µια θαλάσσια ȷεǐιǏǓή ȷǏǒ εμφανίζεται τǏ φαινǘμενǏ 
τηǑ ȷαλίǐǐǏιαǑ δίνεται σε σǒνάǐτηση τǏǒ ǓǐǘνǏǒ ሺ𝑡ሻ αȷǘ τǏν τǙȷǏ 

𝑦 ൌ  3ημ ቀ
𝜋
6

𝑡ቁ, 

ǘȷǏǒ 𝑦 σε μέτǐα και 𝑡 σε ǚǐεǑ. 
Να ǒȷǏλǏγίσετε τη διαφǏǐά ανάμεσα στǏ ǔηλǘτεǐǏ και ǓαμηλǘτεǐǏ ǙǔǏǑ τǕν 
ǒδάτǕν κατά τη διάǐκεια ενǘǑ 24 െǚǐǏǒ. 
 

9. Η βέλτιστη Ǐȷτική γǕνία σε ένα θέατǐǏ εξαǐτάται αȷǘ ȷǏλλǏǙǑ ȷαǐάγǏντεǑ, ǘȷǕǑ 
τǏ ǙǔǏǑ τηǑ ǏθǘνηǑ, η κλίση τηǑ αίθǏǒσαǑ, η θέση τǏǒ καθίσματǏǑ και τǏ ǙǔǏǑ τǏǒ 
ματιǏǙ ενǘǑ καθήμενǏǒ θεατή. Για να εȷιλέξει έναǑ θεατήǑ την «καλǙτεǐη θέση», 
Ǔǐειάζεται να μετǐήσǏǒμε την αȷǘσταση τǏǒ ματιǏǙ αȷǘ την κǏǐǒφή τηǑ σκηνήǑ. 
 

 
 
(α) Για τǏ σǒγκεκǐιμένǏ θέατǐǏ ȷǏǒ φαίνεται στην ȷιǏ ȷάνǕ εικǘνα, η ǏȷǏία δεν 

είναι ǒȷǘ κλίμακα, να αȷǏδείξετε ǘτι η αȷǘσταση τǏǒ ματιǏǙ αȷǘ την κǏǐǒφή 
τηǑ σκηνήǑ ǒȷǏλǏγίζεται αȷǘ τǏν τǙȷǏ: 

𝑑2 ൌ ሺ6,096 ൅ 𝑥 συν𝜃ሻ2 ൅ ሺ6,096 െ 𝑥 ημ𝜃ሻ2, 
ǘȷǏǒ 𝑥 είναι η διαγǚνια αȷǘσταση τηǑ θέσηǑ ενǘǑ θεατή αȷǘ τǏ ǏǐιζǘντιǏ 
δάȷεδǏ. 

(β) Να ǒȷǏλǏγίσετε την αȷǘσταση 𝑑, αν 𝜃 ൌ 18°, Ǐ θεατήǑ κάθεται στην 8η σειǐά και 
η ǒǔǏμετǐική διαφǏǐά μεταξǙ δǙǏ διαδǏǓικǚν σειǐǚν είναι 0,9144 m. 
 

10. Να δείξετε ǘτι: 

ημ𝑥 συν2𝑥 ൅ 2ημ𝑥 συν𝑥 ൅ ημ𝑥 ൅ εφ𝑥 ൏ 0,    
3𝜋
2

൏ 𝑥 ൏ 2𝜋 

 
11. Να δείξετε ǘτι: 

εφ𝑥 െ ημ𝑥 ൐ συν𝑥 െ σφ𝑥,    5𝜋 ൏ 𝑥 ൏
11𝜋

2
 

 
12. Να διατάξετε αȷǘ τǏν μικǐǘτεǐǏ ȷǐǏǑ τǏ μεγαλǙτεǐǏ τǏǒǑ αǐιθμǏǙǑ: 

0,    
ημ𝑥 ൅ 1
ημ𝑥 െ 1

,    
1 െ συν𝑥
1 ൅ συν𝑥

,    0 ൏ 𝑥 ൏
𝜋
2
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13. ΣτǏ ȷιǏ κάτǕ σǓήμα δίνεται ημικǙκλιǏ με 𝛰𝛢 ൌ 𝛰𝛣 ൌ 𝛰𝛤 ൌ 1 m και 𝛣𝛰෠𝛤 ൌ గ
4
. 

 

 
 
(α) Να ǒȷǏλǏγίσετε τǏ μήκǏǑ τǕν 𝛰𝛨 και 𝛢𝛨. 
(β) Να δείξετε ǘτι: 

συνሺ𝛣𝛢𝛤ሻ ൌ  
2 ൅ √2
2ሺ𝛢𝛤ሻ  

(γ) Να αναφέǐετε τǏ είδǏǑ τǏǒ τǐιγǚνǏǒ 𝛢𝛤𝛣 και στη σǒνέǓεια να δείξετε ǘτι: 

συνሺ𝛣𝛢𝛤ሻ ൌ
𝛢𝛤
2

 

(δ) Να αȷǏδείξετε ǘτι: 
i.  𝛣𝛢መ𝛤 ൌ

𝜋
8

 

ii.  συν
𝜋
8

ൌ  
ඥ2 ൅ √2

2
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ΈǓǏǒǌε ǌƿǈεǉ… 

 

ΚǙǊǋǏǑ 

� ΚǙǊǋǏǑ ǏǍǏǌάζεται τǏ σǙǍǏǋǏ τǕǍ σηǌείǕǍ 
τǏǒ εȷιȷέδǏǒ ȷǏǒ έǓǏǒǍ σταθεǐή αȷǘσταση 
αȷǘ έǍα σταθεǐǘ σηǌείǏ τǏǒ εȷιȷέδǏǒ. Η 
σταθεǐή αȷǘσταση ǏǍǏǌάζεται αǊτǂǍα τǏǒ 
κǙκǋǏǒ και τǏ σταθεǐǘ σηǌείǏ ǊǀǍτǐǏ τǏǒ 
κǙκǋǏǒ. 
Π.Ǔ. To 𝛫 είǍαǉ τǏ ǊέǍτǐǏ τǏǒ ǊǙǊǋǏǒ Ǌαǉ 𝑅 η 
αǊτίǍα τǏǒ. Γǉα σǒǍτǏǌία γǐάφǏǒǌε ǊǙǊǋǏǑ 
ሺ𝛫, 𝑅ሻ.  

ƺǏǐδǁ 

� ƺǏǐδǁ ǊǙǊǋǏǒ ǏǍǏǌάζεται τǏ εǒθǙγǐαǌǌǏ 
τǌήǌα ȷǏǒ έǓει τα άκǐα τǏǒ στǏǍ κǙκǋǏ. 
Π.Ǔ. To 𝛢𝛣 είǍαǉ ǓǏǐδή τǏǒ ǊǙǊǋǏǒ. 

 

ΔǉƿǌετǐǏǑ 

� ΔǉƿǌετǐǏǑ ǊǙǊǋǏǒ είǍαι η ǓǏǐδή ȷǏǒ ȷεǐǍά 
αȷǘ τǏ κέǍτǐǏ τǏǒ κǙκǋǏǒ. ΤǏ κέǍτǐǏ τǏǒ 
κǙκǋǏǒ είǍαι τǏ ǌέσǏ κάθε διαǌέτǐǏǒ. Η 
διάǌετǐǏǑ τǏǒ κǙκǋǏǒ είǍαι η ǌεγαǋǙτεǐη 
ǓǏǐδή τǏǒ κǙκǋǏǒ και έǓει ǌήκǏǑ διȷǋάσιǏ 
αȷǘ τηǍ ακτίǍα. 
Π.Ǔ. H ǓǏǐδή 𝛤𝛥 είǍαǉ δǉάǌετǐǏǑ τǏǒ ǊǙǊǋǏǒ 
ሺ𝛫, 𝑅ሻ Ǌαǉ 𝛤𝛥 ൌ 2𝑅. 

 

ƸǘǎǏ 

� ƸǘǎǏ ǊǙǊǋǏǒ ǏǍǏǌάζεται κάθε ǌέǐǏǑ τǏǒ 
κǙκǋǏǒ ȷǏǒ ȷεǐιέǓεται ǌεταǎǙ δǙǏ σηǌείǕǍ 
τǏǒ. 
Π.Ǔ. Τα σηǌεία 𝛢 Ǌαǉ 𝛣 ǓǕǐίζǏǒǍ τǏǍ ǊǙǊǋǏ σε 
δǙǏ τǘǎα. Τα δǙǏ τǘǎα σǒǌβǏǋίζǏǍταǉ 𝛢𝛭𝛣ᇩᇭᇫ 
Ǌαǉ 𝛢𝛮𝛣෿ , ǘȷǏǒ 𝛭 Ǌαǉ 𝛮 είǍαǉ εǍδǉάǌεσα 
σηǌεία τǕǍ αǍτίστǏǉǓǕǍ τǘǎǕǍ. 
Η διάǌετǐǏǑ ǓǕǐίζει τǏǍ κǙκǋǏ σε δǙǏ ίσα 
τǘǎα ȷǏǒ ǏǍǏǌάζǏǍται ǇǌǉǊǙǊǋǉα. 

 

ΚǒǊǋǉǊǘǑ 
ΔǂσǊǏǑ 

� ΚǒǊǋǉǊǘǑ δǂσǊǏǑ είǍαι Ǐ κǙκǋǏǑ ǌαζί ǌε τǏ 
ǌέǐǏǑ τǏǒ εȷιȷέδǏǒ ȷǏǒ ȷεǐικǋείει. 
Κάθε σηǌείǏ τǏǒ κǒκǋικǏǙ δίσκǏǒ αȷέǓει αȷǘ 
τǏ κέǍτǐǏ αȷǘσταση ǌικǐǘτεǐη ή ίση ǌε τηǍ 
ακτίǍα. 
Π.Ǔ. 𝛫𝛢 ൌ 𝑅 Ǌαǉ 𝛫𝛣 ൏ 𝑅 
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ΈǓǏǒǌε ǌƿǈεǉ… 
   

ΕȷǂǊεǍτǐǇ 
ǅǕǍǂα 

� ΕȷǂǊεǍτǐǇ ǅǕǍǂα ǏǍǏǌάζεται 
κάθε γǕǍία ȷǏǒ έǓει τηǍ 
κǏǐǒφή τηǑ στǏ κέǍτǐǏ τǏǒ 
κǙκǋǏǒ. 
Π.Ǔ. H γǕǍία  𝑥𝛰𝑦 είǍαǉ 
εȷίǊεǍτǐη γǕǍία. 

y

x

O

 

ΑǍτǂστǏǉǓǏ 
τǘǎǏ τǇǑ 
εȷǂǊεǍτǐǇǑ 

� ΤǏ τǘǎǏ τǏǒ κǙκǋǏǒ ȷǏǒ 
βǐίσκεται στǏ εσǕτεǐικǘ ǌιαǑ 
εȷίκεǍτǐηǑ γǕǍίαǑ ǏǍǏǌάζεται 
αǍτǂστǏǉǓǏ τǘǎǏ τǇǑ 
εȷǂǊεǍτǐǇǑ ǅǕǍǂαǑ. 
Π.Ǔ. ΤǏ τǘǎǏ 𝛣𝛤 είǍαǉ τǏ 
αǍτίστǏǉǓǏ τǘǎǏ τηǑ γǕǍίαǑ 
 𝛣𝛰෠𝛤. 

y

x

OA

B

Γ
 

ΜǀτǐǏ τǘǎǏǒ 

� ƸǏ ǌǀτǐǏ εǍǘǑ τǘǎǏǒ Ǐǐίζεται 
τǏ ǌέτǐǏ τηǑ αǍτίστǏιǓηǑ 
εȷίκεǍτǐηǑ γǕǍίαǑ.  
ΤǏ ǌέτǐǏ εǍǘǑ τǘǎǏǒ τǏ 
ǌετǐάǌε σε ǌǏίǐεǑ ή ακτίǍια. 
Π.Ǔ. 𝛣𝛤෽ ൌ 𝑥𝑂෠𝑦 ൌ 50∘ ൌ ହగ

ଵ଼
 rad 

y

x

OA

B

Γ

50 5050

 

ΣǓǀσǇ 
εȷǂǊεǍτǐǇǑ 
ǅǕǍǂαǑ Ǌαǉ 
αǍτǂστǏǉǓǏǒ 
τǘǎǏǒ 

    ⇔ 𝐸𝑍෽ ൌ  𝛤𝛥෽ ൌ  𝛢𝛣෽  

   ⇔ 𝛦𝛧 ൌ 𝛤𝛥 ൌ 𝛢𝛣 

� ΣτǏǍ ίδιǏ κǙκǋǏ (ή σε ίσǏǒǑ 
κǙκǋǏǒǑ): 
x σε ίσεǑ εȷίκεǍτǐεǑ γǕǍίεǑ 

αǍτιστǏιǓǏǙǍ ίσα τǘǎα και 
αǍτίστǐǏφα. 

Π.Ǔ. 𝛦𝛫෡𝛧 ൌ 𝛤𝛫෡𝛥 ൌ 𝛢𝛰෠𝛣 

x σε ίσα τǘǎα αǍτιστǏιǓǏǙǍ ίσεǑ 
ǓǏǐδέǑ και αǍτίστǐǏφα. 

Π.Ǔ. 𝐸𝑍෽ ൌ  𝛤𝛥෽ ൌ  𝛢𝛣෽  

A

B

Γ

Δ

ρ ρ

E

Z

K O

 

ΕφαȷτǏǌǀǍǇ 

� ΕφαȷτǏǌέǍη τǏǒ κǙκǋǏǒ 
ǏǍǏǌάζεται η εǒθεία ȷǏǒ έǓει 
ǌǘǍǏ έǍα κǏιǍǘ σηǌείǏ ǌε τǏǍ 
κǙκǋǏ. Η εφαȷτǏǌέǍη είǍαι 
κάθετη στηǍ ακτίǍα στǏ σηǌείǏ 
εȷαφήǑ. 
Π.Ǔ. Η εǒǈεία ሺ𝜀ሻ είǍαǉ η 
εφαȷτǏǌέǍη τǏǒ ǊǙǊǋǏǒ ሺ𝛰, 𝑅ሻ 
στǏ σηǌείǏ 𝛢 Ǌαǉ η αǊτίǍα 𝛰𝛢 
είǍαǉ Ǌάǈετη στηǍ ሺ𝜀ሻ. 

ε

O
A
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ΈǓǏǒǌε ǌƿǈεǉ… 

ΘǀσǇ σǇǌεǂǏǒ ǕǑ ȷǐǏǑ ǊǙǊǋǏ 

Η θέση σηǌείǏǒ ǕǑ ȷǐǏǑ κǙκǋǏ ሺ𝛫, 𝜌ሻ καθǏǐίζεται ǕǑ εǎήǑ: 

(α) ሺ𝛫𝛢ሻ ൏ 𝜌  ⇔ ΤǏ σηǌείǏ 𝛢 βǐίσκεται ǌέσα στǏǍ κǙκǋǏ. 

(β) ሺ𝛫𝛣ሻ ൌ 𝜌 ⇔ ΤǏ σηǌείǏ 𝛣 αǍήκει στǏǍ κǙκǋǏ. 

(γ)  ሺ𝛫𝛤ሻ ൐ 𝜌 ⇔ ΤǏ σηǌείǏ 𝛤 βǐίσκεται εκτǘǑ κǙκǋǏǒ. 

K
B

A

Γ

ρ

 

ΘǀσǇ εǒǈεǂαǑ ǕǑ ȷǐǏǑ ǊǙǊǋǏ 
Η θέση τηǑ εǒθείαǑ ሺ𝜀ሻ ȷǏǒ βǐίσκεται σε αȷǘσταση 𝑑 αȷǘ τǏ κέǍτǐǏ 
τǏǒ κǙκǋǏǒ ሺ𝛫, 𝜌ሻ καθǏǐίζεται ǕǑ εǎήǑ: 
(α) 𝑑 ൏ 𝜌 ⇔  Η εǒθεία ሺ𝜀ሻ τέǌǍει τǏǍ κǙκǋǏ σε δǙǏ σηǌεία. 

 
 
 
 
 

(β) 𝑑 ൌ 𝜌  ⇔ Η εǒθεία ሺ𝜀ሻ εφάȷτεται τǏǒ κǙκǋǏǒ. 
               ΈǓǏǒǍ ǌǘǍǏ έǍα κǏιǍǘ σηǌείǏ. 

 
 
 
 
(γ)  𝑑 ൐ 𝜌  ⇔ Η εǒθεία ሺ𝜀ሻ είǍαι ǎέǍη ǌε τǏǍ κǙκǋǏ. 

                 ΔεǍ έǓǏǒǍ καǍέǍα κǏιǍǘ σηǌείǏ. 

 
 
 

K

ε

ρ

d

A

B

 
 

K

ε

ρ
d A

 
 

K

ε

ρ

d

 
 

ΑȷǘστǇǌα ǓǏǐδǁǑ 
ΑȷǘστǇǌα ǓǏǐδήǑ κǙκǋǏǒ ǋέγεται τǏ κάθετǏ εǒθǙγǐαǌǌǏ τǌήǌα 
ȷǏǒ άγεται αȷǘ τǏ κέǍτǐǏ τǏǒ ȷǐǏǑ τη ǓǏǐδή. 
Π.Ǔ. ΤǏ εǒǈǙγǐαǌǌǏ τǌήǌα 𝛫𝛤 είǍαǉ τǏ αȷǘστηǌα ሺ𝛫𝛤 ⊥ 𝛢𝛣ሻ. 

 

   

K

A

B

Γ
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3.1  ΣƺΕƸΙΚΗ ΘΕΣΗ ΔƹΟ ΚƹΚΛƼΝ 

 
Στη διȷǋαǍή εικǘǍα φαίǍεται τǏ ǌεσαǉǕǍǉǊǘ 
αστǐǏǍǏǌǉǊǘ ǐǏǋǘǉ ȷǏǒ βǐίσκεται στηǍ Πǐάγα τηǑ 
ΤσεǓίαǑ. ΤǏ σηǌεǐιǍǘ ǐǏǋǘι είǍαι έǍα ȷιστǘ αǍτίγǐαφǏ 
τǏǒ αǐǓικǏǙ, τǏ ǏȷǏίǏ καταστǐάφηκε στǏǍ 𝛣΄ 
ΠαγκǘσǌιǏ ΠǘǋεǌǏ. 
Να ȷεǐιγǐάǔετε τη θέση δǙǏ ǏȷǏιǏǍδήȷǏτε κǙκǋǕǍ, 
ǘȷǕǑ αǒτǏί εǌφαǍίζǏǍται στǏ ǌεσαιǕǍικǘ αστǐǏǍǏǌικǘ 
ǐǏǋǘι. 
 

 
Να αǍǏίǎετε τǏ αǐǓείǏ «ALyk_En03_Thesis2Kyklon.ggb». 
 

 
 

x Να ǌετακιǍήσετε τǏǍ δǐǏǌέα «𝑑», για Ǎα ǌεταβάǋετε τηǍ αȷǘσταση ǌεταǎǙ τǕǍ 
κέǍτǐǕǍ τǕǍ δǙǏ κǙκǋǕǍ, έτσι ǚστε Ǐι κǙκǋǏι: 
(α) Ǎα έǓǏǒǍ δǙǏ κǏιǍά σηǌεία 
(β) Ǎα έǓǏǒǍ έǍα κǏιǍǘ σηǌείǏ 
(γ) Ǎα ǌηǍ έǓǏǒǍ σηǌεία τǏǌήǑ. 

x ΠǏια είǍαι η σǓέση ȷǏǒ σǒǍδέει τηǍ αȷǘσταση τǕǍ δǙǏ κέǍτǐǕǍ ǌε τǏ άθǐǏισǌα και τη 
διαφǏǐά τǕǍ δǙǏ ακτίǍǕǍ σε κάθε ȷεǐίȷτǕση; 

 
Για τη σǓετική θέση δǙǏ κǙκǋǕǍ σǒγκǐίǍǏǒǌε τǏ ǌήκǏǑ τηǑ διακέǍτǐǏǒ τǕǍ δǙǏ κǙκǋǕǍ ǌε 
τǏ άθǐǏισǌα ή τη διαφǏǐά τǕǍ ακτίǍǕǍ τǏǒǑ. 
 

ΕǎεǐεǙǍηση 

ΠαǐατήΔǐ
ηση 

 

ΔιεǐεǙǍηση 

ΠαǐατήΔǐ
ηση 
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ΟǐǉσǌǘǑ 
ΔǉƿǊεǍτǐǏǑ δǙǏ κǙκǋǕǍ ሺ𝛫, 𝑅ሻ και ሺ𝛬, 𝜌ሻ ǏǍǏǌάζεται τǏ εǒθǙγǐαǌǌǏ τǌήǌα ȷǏǒ εǍǚǍει τα 
κέǍτǐα τǕǍ δǙǏ κǙκǋǕǍ. ΤǏ ǌήκǏǑ τηǑ σǒǌβǏǋίζεται ǌε 𝛿. 
Γǉα ȷαǐάδεǉγǌα, στǏǒǑ ǊǙǊǋǏǒǑ ሺ𝐾, 𝑅ሻ Ǌαǉ ሺ𝛬, 𝜌ሻ ǉσǓǙεǉ ǘτǉ 𝛿 ൌ 𝛫𝛬. 
 

 

 
ΑǍ έǓǏǒǌε δǙǏ κǙκǋǏǒǑ ሺ𝛫, 𝑅ሻ και ሺ𝛬, 𝜌ሻ ǌε 𝑅 ൒ 𝜌, τǘτε Ǐι ȷιθαǍέǑ σǓετικέǑ θέσειǑ τǕǍ δǙǏ 
κǙκǋǕǍ είǍαι: 

x ΑǍ δǙǏ κǙκǋǏι έǓǏǒǍ δǙǏ κǏιǍά σηǌεία, τǘτε Ǐι κǙκǋǏι τέǌǍǏǍται. 
 

 

 

Η σǓέση τǕǍ ακτίǍǕǍ τǕǍ δǙǏ κǙκǋǕǍ ሺ𝐾, 𝑅ሻ και ሺ𝛬, 𝜌ሻ σε σǓέση ǌε τη διάκεǍτǐǏ 𝛿 
είǍαι: 

𝑅 െ 𝜌 ൏ 𝛿 ൏ 𝑅 ൅ 𝜌 

x ΑǍ δǙǏ κǙκǋǏι έǓǏǒǍ έǍα ǌǘǍǏ κǏιǍǘ σηǌείǏ και τǏ ǌήκǏǑ τηǑ διακέǍτǐǏǒ είǍαι ίσǏ ǌε 
τǏ άθǐǏισǌα τǕǍ ακτίǍǕǍ τǏǒǑ, τǘτε εφάȷτǏǍται εǎǕτεǐικά. ΤǏ κǏιǍǘ σηǌείǏ ǋέγεται 
σηǌείǏ εȷαφήǑ τǕǍ δǙǏ κǙκǋǕǍ. 
 

 
 

Η σǓέση τǕǍ ακτίǍǕǍ τǕǍ δǙǏ κǙκǋǕǍ ሺ𝐾, 𝑅ሻ και ሺ𝛬, 𝜌ሻ σε σǓέση ǌε τη διάκεǍτǐǏ 𝛿 
είǍαι: 

𝑅 ൅ 𝜌 ൌ 𝛿 
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x ΑǍ δǙǏ κǙκǋǏι έǓǏǒǍ έǍα ǌǘǍǏ κǏιǍǘ σηǌείǏ (σηǌείǏ εȷαφήǑ) και τǏ ǌήκǏǑ τηǑ 
διακέǍτǐǏǒ είǍαι ίσǏ ǌε τη διαφǏǐά τǕǍ ακτίǍǕǍ τǏǒǑ, τǘτε εφάȷτǏǍται εσǕτεǐικά. 
 

 
 

Η σǓέση τǕǍ ακτίǍǕǍ τǕǍ δǙǏ κǙκǋǕǍ ሺ𝐾, 𝑅ሻ και ሺ𝛬, 𝜌ሻ σε σǓέση ǌε τη διάκεǍτǐǏ 𝛿 
είǍαι: 

𝑅 െ 𝜌 ൌ 𝛿 
 
ΠαǐατǁǐǇσǇ:  ΑǍ 𝑅 ൌ 𝜌 και 𝛿 ൌ 0, τǘτε Ǐι κǙκǋǏι ταǒτίζǏǍται. 

x ΑǍ δǙǏ κǙκǋǏι δεǍ έǓǏǒǍ καǍέǍα κǏιǍǘ σηǌείǏ και τǏ ǌήκǏǑ τηǑ διακέǍτǐǏǒ είǍαι 
ǌεγαǋǙτεǐǏ αȷǘ τǏ άθǐǏισǌα τǕǍ ακτίǍǕǍ τǏǒǑ, τǘτε είǍαι ǎέǍǏι εǎǕτεǐικά. Δηǋαδή, Ǐ 
έǍαǑ κǙκǋǏǑ βǐίσκεται έǎǕ αȷǘ τǏǍ άǋǋǏ. 
 

 
 

Η σǓέση τǕǍ ακτίǍǕǍ τǕǍ δǙǏ κǙκǋǕǍ ሺ𝐾, 𝑅ሻ και ሺ𝛬, 𝜌ሻ σε σǓέση ǌε τη διάκεǍτǐǏ 𝛿 
είǍαι: 

𝑅 ൅ 𝜌 ൏ 𝛿 
x ΑǍ δǙǏ κǙκǋǏι δεǍ έǓǏǒǍ καǍέǍα κǏιǍǘ σηǌείǏ και τǏ ǌήκǏǑ τηǑ διακέǍτǐǏǒ είǍαι 

ǌικǐǘτεǐǏ αȷǘ τη διαφǏǐά τǕǍ ακτίǍǕǍ τǏǒǑ, τǘτε είǍαι ǎέǍǏι εσǕτεǐικά. Δηǋαδή, Ǐ 
έǍαǑ κǙκǋǏǑ βǐίσκεται ǌέσα στǏǍ άǋǋǏ. 
 

 
 

Η σǓέση τǕǍ ακτίǍǕǍ τǕǍ δǙǏ κǙκǋǕǍ ሺ𝐾, 𝑅ሻ και ሺ𝛬, 𝜌ሻ σε σǓέση ǌε τη διάκεǍτǐǏ 𝛿 
είǍαι: 

𝑅 െ 𝜌 ൐ 𝛿 
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ΘεǚǐǇǌα 
ΑǍ δǙǏ κǙκǋǏι ሺ𝛫, 𝑅ሻ και ሺ𝛬, 𝜌ሻ, ǘȷǏǒ 𝑅 ൐ 𝜌 τέǌǍǏǍται, τǘτε ισǓǙει ǘτι 

𝑅 െ 𝜌 ൏ 𝛿 ൏ 𝑅 ൅ 𝜌, 
ǘȷǏǒ 𝛿 ൌ 𝛫𝛬. 
ΙσǓǙει και τǏ αǍτίστǐǏφǏ. Δηǋαδή, αǍ για δǙǏ κǙκǋǏǒǑ ሺ𝛫, 𝑅ሻ και ሺ𝛬, 𝜌ሻ, ǘȷǏǒ 𝑅 ൐ 𝜌, ισǓǙει 
ǘτι 

𝑅 െ 𝜌 ൏ 𝛿 ൏ 𝑅 ൅ 𝜌, 
ǘȷǏǒ 𝛿 ൌ 𝛫𝛬, τǘτε Ǐι δǙǏ κǙκǋǏι τέǌǍǏǍται. 
 
ΑȷǘδεǉǎǇ 
ΕǒǈǙ (⇒) 
Οι δǙǏ κǙκǋǏι τέǌǍǏǍται, ǌε τǏ 𝛢 Ǎα είǍαι έǍα αȷǘ τα 
σηǌεία τǏǌήǑ τǏǒǑ. Σε αǒτή τηǍ ȷεǐίȷτǕση σǓηǌατίζεται 
τǏ τǐίγǕǍǏ 𝛢𝛫𝛬. ΈǓǏǒǌε ǘτι: 

𝑅 ൐ 𝜌 ⇒ 𝑅 െ 𝜌 ൐ 0 
ΣǙǌφǕǍα ǌε τηǍ τǐιγǕǍική αǍισǘτητα στǏ τǐίγǕǍǏ 𝛢𝛫𝛬, 
ȷαίǐǍǏǒǌε ǘτι: 

𝑅 െ 𝜌 ൏ 𝛿 ൏ 𝑅 ൅ 𝜌 
 
Η αȷǘδειǎη τǏǒ αǍτίστǐǏφǏǒ (⇐) ǌȷǏǐεί Ǎα γίǍει ǌε τη Ǔǐήση τηǑ ǌεθǘδǏǒ τηǑ εǉǑ ƿτǏȷǏǍ 
αȷαǅǕǅǁǑ και αφήǍεται ǕǑ άσκηση για τǏǒǑ ǌαθητέǑ. 
 
ΘεǚǐǇǌα 
Η διάκεǍτǐǏǑ δǙǏ τεǌǍǘǌεǍǕǍ κǙκǋǕǍ είǍαι η ǌεσǏκάθετη τηǑ κǏιǍήǑ ǓǏǐδήǑ τǏǒǑ. 
 
ΑȷǘδεǉǎǇ 
ΘεǕǐǏǙǌε δǙǏ κǙκǋǏǒǑ ሺ𝛫, 𝑅ሻ και ሺ𝛬, 𝜌ሻ, ǌε 𝛿 ൌ 𝛫𝛬 η διάκεǍτǐǘǑ τǏǒǑ και 𝛢𝛣 η κǏιǍή τǏǒǑ 
ǓǏǐδή, ǘȷǕǑ φαίǍεται στǏ ȷιǏ κάτǕ σǓήǌα. 
 

 
 
ΑφǏǙ 𝛫𝛢 ൌ 𝛫𝛣 ൌ 𝑅, τǘτε τǏ σηǌείǏ 𝛫 είǍαι σηǌείǏ τηǑ ǌεσǏκαθέτǏǒ τǏǒ τǌήǌατǏǑ 𝛢𝛣. 
ΌǌǏια, αȷǘ τη σǓέση 𝛬𝛢 ൌ 𝛬𝛣 ൌ 𝜌, ȷαίǐǍǏǒǌε ǘτι και τǏ σηǌείǏ 𝛬 είǍαι σηǌείǏ τηǑ 
ǌεσǏκαθέτǏǒ τǏǒ τǌήǌατǏǑ 𝛢𝛣. ΕȷǏǌέǍǕǑ, η 𝛫𝛬 είǍαι ǌεσǏκάθετǏǑ τηǑ κǏιǍήǑ ǓǏǐδήǑ 𝛢𝛣 
τǕǍ δǙǏ κǙκǋǕǍ.  
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ΣǓǀσǇ 
δǉαǊǀǍτǐǏǒ – αǊτǉǍǚǍ 

ሺࡾ ൒ ࣋ሻ 

ΣǓετǉǊǁ ǈǀσǇ 
δǙǏ ǊǙǊǋǕǍ 

ΣǓǁǌα 

𝑅 െ 𝜌 ൏ 𝛿 ൏ 𝑅 ൅ 𝜌 
Οι κǙκǋǏι ሺ𝛫, 𝑅ሻ και ሺ𝛬, 𝜌ሻ 
τέǌǍǏǍται. 

 

𝛿 ൌ 𝑅 ൅ 𝜌 
Οι κǙκǋǏι ሺ𝛫, 𝑅ሻ και ሺ𝛬, 𝜌ሻ 
εφάȷτǏǍται εǎǕτεǐικά. 

 

𝛿 ൌ 𝑅 െ 𝜌 
Οι κǙκǋǏι ሺ𝛫, 𝑅ሻ και ሺ𝛬, 𝜌ሻ 
εφάȷτǏǍται εσǕτεǐικά. 

 

𝛿 ൐ 𝑅 ൅ 𝜌 
Οι κǙκǋǏι ሺ𝛫, 𝑅ሻ και ሺ𝛬, 𝜌ሻ 
είǍαι ǎέǍǏι εǎǕτεǐικά. 

 

𝛿 ൏ 𝑅 െ 𝜌 
Οι κǙκǋǏι ሺ𝛫, 𝑅ሻ και ሺ𝛬, 𝜌ሻ 
είǍαι ǎέǍǏι εσǕτεǐικά. 
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ΠαǐατǁǐǇσǇ 
Οι κǏιǍέǑ εφαȷτǏǌέǍεǑ τǕǍ κǙκǋǕǍ ሺ𝛫, 𝑅ሻ και ሺ𝛬, 𝜌ሻ σε κάθε ȷεǐίȷτǕση φαίǍǏǍται στǏǍ 
ȷιǏ κάτǕ ȷίǍακα. 
 

ΣǓετǉǊǁ ǈǀσǇ 
δǙǏ ǊǙǊǋǕǍ 

ΚǏǉǍǀǑ εφαȷτǏǌǀǍεǑ 
δǙǏ ǊǙǊǋǕǍ 

Οι κǙκǋǏι ሺ𝛫, 𝑅ሻ και ሺ𝛬, 𝜌ሻ τέǌǍǏǍται. 

 

Οι κǙκǋǏι ሺ𝛫, 𝑅ሻ και ሺ𝛬, 𝜌ሻ εφάȷτǏǍται 
εǎǕτεǐικά. 

 

Οι κǙκǋǏι ሺ𝛫, 𝑅ሻ και ሺ𝛬, 𝜌ሻ εφάȷτǏǍται 
εσǕτεǐικά. 

 

 
 

Οι κǙκǋǏι ሺ𝛫, 𝑅ሻ και ሺ𝛬, 𝜌ሻ είǍαι ǎέǍǏι 
εǎǕτεǐικά. 

 

 
 

Οι κǙκǋǏι ሺ𝛫, 𝑅ሻ και ሺ𝛬, 𝜌ሻ είǍαι ǎέǍǏι 
εσǕτεǐικά. 

Οι κǙκǋǏι ሺ𝛫, 𝑅ሻ και ሺ𝛬, 𝜌ሻ δεǍ έǓǏǒǍ κǏιǍέǑ 
εφαȷτǏǌέǍεǑ. 
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Παǐάδειγǌα 1 
Να βǐείτε τη σǓετική θέση τǕǍ δǙǏ κǙκǋǕǍ σε καθεǌιά αȷǘ τιǑ ȷιǏ κάτǕ ȷεǐιȷτǚσειǑ: 

(α) ΚǙκǋǏι ሺ𝛫, 4 cmሻ και ሺ𝛬, 6 cmሻ ǌε αȷǘσταση 𝛫𝛬 ൌ 7 cm. 
(β) ΚǙκǋǏι ሺ𝛫, 4 cmሻ και ሺ𝛬, 6 cmሻ ǌε αȷǘσταση 𝛫𝛬 ൌ 10 cm. 
 
ΛǙσǇ 
(α) ΘέτǏǒǌε 𝑅 ൌ 4 cm και 𝜌 ൌ 6 cm. ΑφǏǙ 𝑅 ൅ 𝜌 ൌ 4 ൅ 6 ൌ 10 cm, |𝑅 െ 𝜌| ൌ 2 cm και 

𝛿 ൌ 7 cm, έǓǏǒǌε: 

|𝑅 െ 𝜌| ൏ 𝛿 ൏ 𝑅 ൅ 𝜌 
ΕȷǏǌέǍǕǑ, Ǐι κǙκǋǏι τέǌǍǏǍται σε δǙǏ σηǌεία. 

(β) ΑφǏǙ 𝛿 ൌ 10 cm και 𝑅 ൅ 𝜌 ൌ 10 cm, έǓǏǒǌε: 
𝑅 ൅ 𝜌 ൌ 𝛿 

ΕȷǏǌέǍǕǑ, Ǐι κǙκǋǏι εφάȷτǏǍται εǎǕτεǐικά. 
 

Παǐάδειγǌα 2 
ΔίǍǏǍται Ǐι κǙκǋǏι ሺ𝛫, 3 cmሻ και ሺ𝛬, 𝑥ሻ και η διάκεǍτǐǏǑ 𝛫𝛬 ൌ  9 cm. Να ǒȷǏǋǏγίσετε τιǑ 
τιǌέǑ τǏǒ 𝑥, έτσι ǚστε Ǐι κǙκǋǏι Ǎα τέǌǍǏǍται. 
 
ΛǙσǇ 
ΘέτǏǒǌε 𝑅 ൌ 3 cm, 𝜌 ൌ 𝑥 cm και 𝛿 ൌ 𝛫𝛬 τη διάκεǍτǐǘ τǏǒǑ. ΑφǏǙ Ǐι δǙǏ κǙκǋǏι τέǌǍǏǍται, 
τǘτε έǓǏǒǌε ǘτι: 

|𝑅 െ 𝜌| ൏ 𝛿 ൏ 𝑅 ൅ 𝜌 ⇒ |3 െ 𝑥| ൏ 9 ൏ 3 ൅ 𝑥 
 
ΔιακǐίǍǏǒǌε τιǑ ȷιǏ κάτǕ ȷεǐιȷτǚσειǑ: 

x 𝑥 ൅ 3 ൐ 9 ⇒ 𝑥 ൐ 6 

x |3 െ 𝑥| ൏ 9 ⇒ ቄ     3 െ 𝑥 ൏ 9 ⇒ 𝑥 ൐ െ6
3 െ 𝑥 ൐ െ9 ⇒ 𝑥 ൏ 12  

Αȷǘ τα ȷιǏ ȷάǍǕ, σǒǌȷεǐαίǍǏǒǌε ǘτι για Ǎα τέǌǍǏǍται Ǐι κǙκǋǏι ሺ𝛫, 𝑅ሻ και ሺ𝛬, 𝜌ሻ, ȷǐέȷει Ǎα 
ισǓǙει ǘτι 6 ൏ 𝑥 ൏ 12. 
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Δρασʏηριόʏηʏες 
 

1. ΣτǏ διȷǋαǍǘ σǓήǌα, Ǎα γǐάǔετε τη σǓετική 
θέση ǌεταǎǙ τǕǍ κǙκǋǕǍ: 
(α) ሺ𝛢, 𝛢𝛫ሻ και ሺ𝛪, 𝛪𝛫ሻ 
(β) ሺ𝛢, 𝛢𝛫ሻ και ሺ𝛦, 𝛦𝛭ሻ 
(γ) ሺ𝛢, 𝛢𝛫ሻ και ሺ𝛨, 𝛨𝛬ሻ 
(δ) ሺ𝛦, 𝛦𝛬ሻ και ሺ𝛨, 𝛨𝛬ሻ 

 
 
 
 
 

2. Να βǐείτε τη σǓετική θέση τǕǍ δǙǏ κǙκǋǕǍ σε καθεǌιά αȷǘ τιǑ ȷιǏ κάτǕ 
ȷεǐιȷτǚσειǑ: 
(α) ΚǙκǋǏι ሺ𝛫, 3 cmሻ και ሺ𝛬, 5 cmሻ ǌε αȷǘσταση 𝛫𝛬 ൌ 8 cm. 
(β) ΚǙκǋǏι ሺ𝛫, 3 cmሻ και ሺ𝛬, 5 cmሻ ǌε αȷǘσταση 𝛫𝛬 ൌ 10 cm. 
(γ) ΚǙκǋǏι ሺ𝛫, 3 cmሻ και ሺ𝛬, 5 cmሻ ǌε αȷǘσταση 𝛫𝛬 ൌ 1 cm. 
(δ) ΚǙκǋǏι ሺ𝛭, 5 cmሻ και ሺ𝛮, 8 cmሻ ǌε αȷǘσταση 𝛭𝛮 ൌ 3 cm. 
(ε) ΚǙκǋǏι ሺ𝛭, 2 cmሻ και ሺ𝛮, 3 cmሻ ǌε αȷǘσταση 𝛭𝛮 ൌ 4 cm. 
(στ) ΚǙκǋǏι ሺ𝛭, 4 cmሻ και ሺ𝛮, 7 cmሻ ǌε αȷǘσταση 𝛭𝛮 ൌ 12 cm. 
(ζ) ΚǙκǋǏι ሺ𝛭, 4 cmሻ και ሺ𝛮, 7 cmሻ ǌε αȷǘσταση 𝛭𝛮 ൌ 3 cm. 
(η) ΚǙκǋǏι ሺ𝛭, 4 cmሻ και ሺ𝛮, 6 cmሻ ǌε αȷǘσταση 𝛭𝛮 ൌ 10 cm. 
 

3. Να ǒȷǏǋǏγίσετε τǏ ǌήκǏǑ τηǑ διακέǍτǐǏǒ τǕǍ κǙκǋǕǍ ሺ𝛫, 4 cmሻ και ሺ𝛬, 5 cmሻ, 
ǚστε: 
(α) Ǐι κǙκǋǏι Ǎα εφάȷτǏǍται εǎǕτεǐικά 
(β) Ǐι κǙκǋǏι Ǎα εφάȷτǏǍται εσǕτεǐικά. 
 

4. ΔίǍεται κǙκǋǏǑ ǌε κέǍτǐǏ ሺ𝛬, 10 kmሻ και κǙκǋǏǑ ሺ𝛭, 18 kmሻ. ΑǍ Ǐι δǙǏ κǙκǋǏι έǓǏǒǍ 
δǙǏ κǏιǍά σηǌεία, Ǎα βǐείτε τǏ διάστηǌα στǏ ǏȷǏίǏ αǍήκǏǒǍ Ǐι τιǌέǑ τǏǒ ǌήκǏǒǑ 
𝛭𝛬. 
 

5. Να κατασκεǒάσετε τǏǒǑ κǙκǋǏǒǑ σε καθεǌιά αȷǘ τιǑ ȷιǏ κάτǕ ȷεǐιȷτǚσειǑ. Στη 
σǒǍέǓεια, Ǎα βǐείτε τη σǓετική θέση τǕǍ δǙǏ κǙκǋǕǍ: 
(α) ΚǙκǋǏι ሺ𝛫, 3 cmሻ και ሺ𝛬, 4 cmሻ ǌε αȷǘσταση 𝛫𝛬 ൌ 7 cm. 
(β) ΚǙκǋǏι ሺ𝛫, 3 cmሻ και ሺ𝛬, 4 cmሻ ǌε αȷǘσταση 𝛫𝛬 ൌ 8 cm. 
(γ) ΚǙκǋǏι ሺ𝛫, 3 cmሻ και ሺ𝛬, 4 cmሻ ǌε αȷǘσταση 𝛫𝛬 ൌ 6 cm. 
(δ) ΚǙκǋǏι ሺ𝛫, 3 cmሻ και ሺ𝛬, 4 cmሻ ǌε αȷǘσταση 𝛫𝛬 ൌ 1 cm. 
(ε) ΚǙκǋǏι ሺ𝛫, 3 cmሻ και ሺ𝛬, 4 cmሻ ǌε αȷǘσταση 𝛫𝛬 ൌ 2 cm. 
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6. ΔίǍǏǍται Ǐι κǙκǋǏι ሺ𝛫, 7 cmሻ και ሺ𝛬, 𝑥ሻ και η διάκεǍτǐǏǑ 𝛫𝛬 ൌ  12 cm. Να 
ǒȷǏǋǏγίσετε τηǍ τιǌή ή τιǑ τιǌέǑ τǏǒ 𝑥, έτσι ǚστε Ǐι κǙκǋǏι: 
(α) Ǎα εφάȷτǏǍται εǎǕτεǐικά 
(β) Ǎα τέǌǍǏǍται 
(γ) Ǎα είǍαι ǎέǍǏι εσǕτεǐικά. 
 

7. Να αȷǏδείǎετε ǘτι αǍ δǙǏ κǙκǋǏι εφάȷτǏǍται εǎǕτεǐικά, τǘτε τǏ ǌήκǏǑ τηǑ 
διακέǍτǐǏǒ είǍαι ίσǏ ǌε τǏ άθǐǏισǌα τǕǍ ακτίǍǕǍ τǏǒǑ. 
 

8. Να δείǎετε ǘτι αǍ δǙǏ κǙκǋǏι εφάȷτǏǍται εσǕτεǐικά, τǘτε τǏ ǌήκǏǑ τηǑ 
διακέǍτǐǏǒ είǍαι ίσǏ ǌε τηǍ αȷǘǋǒτη τιǌή τηǑ διαφǏǐάǑ τǕǍ ακτίǍǕǍ τǏǒǑ. 
 

9. ΔǙǏ κǙκǋǏι ǌε κέǍτǐα 𝛫 και 𝛬 εφάȷτǏǍται εǎǕτεǐικά. Μια εǒθεία ሺ𝜀ሻ εφάȷτεται 
στǏǒǑ κǙκǋǏǒǑ στα σηǌεία 𝛢 και 𝛣, αǍτίστǏιǓα. Να δείǎετε ǘτι τǏ τετǐάȷǋεǒǐǏ 
𝛫𝛢𝛣𝛬 είǍαι: 
(α) τǐαȷέζιǏ, ǘταǍ Ǐι κǙκǋǏι είǍαι άǍισǏι 

(β) ǏǐθǏγǚǍιǏ, ǘταǍ Ǐι κǙκǋǏι είǍαι ίσǏι. 
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3.2  ΕΓΓΕΓΡΑΜΜΕΝΕΣ – ΕΠΙΚΕΝƸΡΕΣ ΓƼΝΙΕΣ 

 
ΣτǏ ȷιǏ κάτǕ σǓήǌα, φαίǍεται η κάτǏǔη ǌιαǑ αίθǏǒσαǑ κιǍηǌατǏγǐάφǏǒ. 
 

 
 
ΈǍαǑ φǕτǏγǐάφǏǑ τǏȷǏθέτησε ǌια φǕτǏγǐαφική ǌηǓαǍή ሺ𝛢ሻ, ȷǏǒ έǓει άǍǏιγǌα φακǏǙ 
36°, στǏ ǌέσǏ τηǑ τεǋεǒταίαǑ σειǐάǑ έτσι ǚστε Ǎα βǋέȷει ǘǋη τηǍ ǏθǘǍη, ǘȷǕǑ φαίǍεται 
στǏ σǓήǌα. Στη σǒǍέǓεια, θα τǏȷǏθετήσει ακǘǌα ǌια φǕτǏγǐαφική ǌηǓαǍή ሺ𝛣ሻ ǌε φακǘ 
αǍǏίγǌατǏǑ 72°. 

(α) Σε ȷǏιεǑ άǋǋεǑ θέσειǑ θα ǌȷǏǐǏǙσε Ǎα τǏȷǏθετήσει τη φǕτǏγǐαφική ǌηǓαǍή ሺ𝛢ሻ, ǚστε 
Ǎα καǋǙȷτει Ǐǋǘκǋηǐη τηǍ ǏθǘǍη; 

(β) Σε ȷǏια θέση ȷǐέȷει Ǎα τǏȷǏθετήσει τη φǕτǏγǐαφική ǌηǓαǍή ሺ𝛣ሻ, ǚστε Ǎα καǋǙȷτει 
Ǐǋǘκǋηǐη τηǍ ǏθǘǍη; 

 

 
Να αǍǏίǎετε τǏ αǐǓείǏ «ALyk_En03_DGeoorthi.ggb». 
 

 
 

x Να ǌετακιǍήσετε τηǍ κǏǐǒφή 𝛤 σε διάφǏǐεǑ θέσειǑ. 
x Πǘτε ǍǏǌίζετε ǘτι η γǕǍία 𝛤 γίǍεται Ǐǐθή; 

ΕǎεǐεǙǍηση 

ΠαǐατήΔǐ
ηση 

 

ΔιεǐεǙǍηση 1 

ΠαǐατήΔǐηση 
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Να αǍǏίǎετε τǏ αǐǓείǏ «ALyk_En03_DGeoEggegrammeniEpikentri.ggb». 
 

 
 

x Να βǐείτε τη σǓέση ȷǏǒ σǒǍδέει τǏ ǌέτǐǏ τηǑ εγγεγǐαǌǌέǍηǑ γǕǍίαǑ ǌε τǏ ǌέτǐǏ τηǑ 
αǍτίστǏιǓηǑ εȷίκεǍτǐηǑ γǕǍίαǑ. 

 
Να αǍǏίǎετε τǏ αǐǓείǏ «AlykEn03_DGeoEggegrameniIdioToxo.ggb». 
 

 
 

x Να βǐείτε τη σǓέση ȷǏǒ σǒǍδέει τǏ ǌέτǐǏ τǕǍ εγγεγǐαǌǌέǍǕǍ γǕǍιǚǍ ȷǏǒ βαίǍǏǒǍ 
στǏ ίδιǏ τǘǎǏ. 

  

ΔιεǐεǙǍηση 2 

ΠαǐατήΔǐησ
η 

 



148 ΕǍǘτητα 03:  ΚǙκǋǏǑ 
 
 

 
Να αǍǏίǎετε τǏ αǐǓείǏ «ALyk_En03_IsaToxa.ggb». 
 

 
 

x Να σǒγκǐίǍετε τα τǘǎα ȷǏǒ ȷεǐιέǓǏǍται ǌεταǎǙ δǙǏ ȷαǐάǋǋηǋǕǍ εǒθειǚǍ. 

 

 
Να αǍǏίǎετε τǏ αǐǓείǏ «ALyk_En03_Tetrapleyro.ggb». 
 

 
 
x Να ǌετακιǍήσετε τηǍ κǏǐǒφή 𝛢 τǏǒ τετǐαȷǋεǙǐǏǒ 𝛢𝛣𝛤𝛥 σε διάφǏǐεǑ θέσειǑ στǏǍ 

κǙκǋǏ. 
x  Να σǒγκǐίǍετε τιǑ αȷέǍαǍτι γǕǍίεǑ τǏǒ τετǐαȷǋεǙǐǏǒ 𝛢𝛣𝛤𝛥. 
  

ΔιεǐεǙǍηση 3 

ΠαǐατήΔǐησ
η 

 

ΔιεǐεǙǍηση 4 

ΠαǐατήΔǐησ
η 
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ΟǐǉσǌǘǑ 
ΕǅǅεǅǐαǌǌǀǍǇ ǅǕǍǂα ǊǙǊǋǏǒ ǏǍǏǌάζεται η γǕǍία ȷǏǒ η κǏǐǒφή τηǑ είǍαι σηǌείǏ τǏǒ 
κǙκǋǏǒ και Ǐι ȷǋεǒǐέǑ τηǑ είǍαι τέǌǍǏǒσεǑ τǏǒ κǙκǋǏǒ. 
 

 

 
 

ΠαǐατǇǐǁσεǉǑ 

x ΑǍ 𝛣 και 𝛤 είǍαι τα σηǌεία τǏǌήǑ τηǑ 
𝑥𝐴መ𝑦 ǌε τǏǍ κǙκǋǏ, τǘτε θα ǋέǌε ǘτι η 
εγγεγǐαǌǌέǍη γǕǍία 𝛣𝛢𝛤 βαίǍει στǏ 
τǘǎǏ 𝛣𝛤. 

 

x Σε κάθε τǘǎǏ αǍτιστǏιǓǏǙǍ άȷειǐεǑ 
εγγεγǐαǌǌέǍεǑ γǕǍίεǑ. 

 

x Σε κάθε τǘǎǏ αǍτιστǏιǓεί ǌǘǍǏ ǌία 
εȷίκεǍτǐη γǕǍία. 
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ΘεǚǐǇǌα 
Κάθε εγγεγǐαǌǌέǍη γǕǍία κǙκǋǏǒ είǍαι ίση ǌε τǏ ǌισǘ τηǑ εȷίκεǍτǐηǑ γǕǍίαǑ ȷǏǒ βαίǍει 
στǏ ίδιǏ τǘǎǏ. 
 
ΑȷǘδεǉǎǇ 
ΈστǕ κǙκǋǏǑ ሺ𝛰, 𝑅ሻ και έǍα τǘǎǏ τǏǒ 𝛢𝛣. ΑǑ θεǕǐήσǏǒǌε τηǍ αǍτίστǏιǓη εȷίκεǍτǐη γǕǍία 
𝛢𝛰𝛣 και σηǌείǏ 𝛤 τǏǒ κǙκǋǏǒ ȷǏǒ δεǍ αǍήκει στǏ τǘǎǏ 𝛢𝛣. Τǘτε, θα αȷǏδείǎǏǒǌε ǘτι 
𝛢𝛰෠𝛣 ൌ 2𝛢𝛤෠𝛣. 
 
ΔιακǐίǍǏǒǌε τιǑ ȷιǏ κάτǕ ȷεǐιȷτǚσειǑ: 
x ΜεǋετǏǙǌε ȷǐǚτα τηǍ ȷεǐίȷτǕση ǘȷǏǒ τǏ κέǍτǐǏ 𝛰 

τǏǒ κǙκǋǏǒ ሺ𝛰, 𝑅ሻ αǍήκει σε ǌιαǍ ȷǋεǒǐά τηǑ 
εγγεγǐαǌǌέǍηǑ γǕǍίαǑ 𝛢𝛤𝛣, ǘȷǕǑ φαίǍεται στǏ 
διȷǋαǍǘ σǓήǌα. 
 
ΤǏ τǐίγǕǍǏ 𝛣𝛰𝛤 είǍαι ισǏσκεǋέǑ, ǌε 𝛣𝛰 ൌ 𝛤𝛰. Άǐα: 

𝛣𝛤෠𝛰 ൌ 𝛤𝛣෠𝛰 
 
Η εȷίκεǍτǐη γǕǍία 𝛢𝛰𝛣 είǍαι εǎǕτεǐική τǏǒ 
ισǏσκεǋǏǙǑ τǐιγǚǍǏǒ 𝛣𝛰𝛤. ΕȷǏǌέǍǕǑ, ισǓǙει ǘτι: 

𝛢𝛰෠𝛣 ൌ 𝛣𝛤෠𝛰 ൅ 𝛤𝛣෠𝛰 
 
Αȷǘ τιǑ δǙǏ ȷιǏ ȷάǍǕ σǓέσειǑ, ȷαίǐǍǏǒǌε ǘτι: 

𝛢𝛰෠𝛣 ൌ 𝛣𝛤෠𝛰 ൅ 𝛤𝛣෠𝛰 ൌ 2𝛣𝛤෠𝛰 ൌ 2𝛢𝛤෠𝛣 
 

x ΜεǋετǏǙǌε τηǍ ȷεǐίȷτǕση ǘȷǏǒ τǏ κέǍτǐǏ 𝛰 τǏǒ 
κǙκǋǏǒ ሺ𝛰, 𝑅ሻ βǐίσκεται στǏ εσǕτεǐικǘ τηǑ 
εγγεγǐαǌǌέǍηǑ γǕǍίαǑ 𝛢𝛤𝛣. ΦέǐǏǒǌε τηǍ εǒθεία 𝛤𝛰, 
ǘȷǕǑ φαίǍεται στǏ διȷǋαǍǘ σǓήǌα. ΠαǐατηǐǏǙǌε ǘτι 
δηǌιǏǒǐγǏǙǍται δǙǏ ισǏσκεǋή τǐίγǕǍα, τα 𝛢𝛰𝛤 και 
𝛣𝛰𝛤. Η εȷίκεǍτǐη γǕǍία 𝐴𝛰𝐵 ǓǕǐίζεται σε δǙǏ γǕǍίεǑ, 
τιǑ 𝑥ොଵ και 𝑥ොଶ, Ǐι ǏȷǏίεǑ είǍαι εǎǕτεǐικέǑ γǕǍίεǑ τǕǍ 
ισǏσκεǋǚǍ τǐιγǚǍǕǍ 𝛢𝛰𝛤 και 𝛣𝛰𝛤, αǍτίστǏιǓα. 
ΈǓǏǒǌε: 

𝑥ොଵ ൌ 𝛤ଵ෡ ൅ 𝛢መ ൌ 2𝛤ଵ෡  
𝑥ොଶ ൌ 𝛤ଶ෡ ൅ 𝛣෠ ൌ 2𝛤ଶ෡  

 
ΠǐǏσθέτǏǍταǑ κατά ǌέǋη τιǑ δǙǏ ȷιǏ ȷάǍǕ εǎισǚσειǑ, έǓǏǒǌε: 

𝑥ොଵ ൅ 𝑥ොଶ ൌ 2𝛤ଵ෡ ൅ 2𝛤ଶ෡ ൌ 2൫𝛤ଵ෡ ൅ 𝛤ଶ෡ ൯ ⇒ 𝛢𝑂෠𝛣 ൌ 2𝛢𝛤෠𝛣 
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x ΤέǋǏǑ, ǌεǋετǏǙǌε τηǍ ȷεǐίȷτǕση ǘȷǏǒ τǏ κέǍτǐǏ 𝛰 τǏǒ 
κǙκǋǏǒ ሺ𝛰, 𝑅ሻ βǐίσκεται στǏ εǎǕτεǐικǘ τηǑ 
εγγεγǐαǌǌέǍηǑ γǕǍίαǑ 𝛢𝛤𝛣, ǘȷǕǑ φαίǍεται στǏ 
διȷǋαǍǘ σǓήǌα. 
 
ΦέǐǏǒǌε τηǍ εǒθεία 𝛤𝛰, η ǏȷǏία τέǌǍει ǎαǍά τǏǍ κǙκǋǏ 
ሺ𝛰, 𝑅ሻ στǏ σηǌείǏ 𝛤ᇱ. ΤǏ τǐίγǕǍǏ 𝛣𝛰𝛤 είǍαι ισǏσκεǋέǑ, 
ǌε 𝛣𝛰 ൌ 𝛤𝛰. Άǐα: 

𝛣𝛤෠𝛰 ൌ 𝛤𝛣෠𝛰 
 
Η εȷίκεǍτǐη γǕǍία 𝛣𝛰𝛤ᇱ είǍαι εǎǕτεǐική τǏǒ ισǏσκεǋǏǙǑ τǐιγǚǍǏǒ 𝛣𝛰𝛤. ΕȷǏǌέǍǕǑ, 
ισǓǙει ǘτι: 

𝛣𝛰෠𝛤ᇱ ൌ 𝛣𝛤෠𝛰 ൅ 𝛤𝛣෠𝛰 
 
ΕȷιȷǋέǏǍ, ισǓǙει ǘτι: 

𝛢𝛰෠𝛤ᇱ ൌ 2𝛢𝛤෠𝛤ᇱ 
 
Αȷǘ τιǑ ȷιǏ ȷάǍǕ σǓέσειǑ, ȷαίǐǍǏǒǌε ǘτι: 

𝛣𝛰෠𝛤ᇱ ൌ 𝛣𝛤෠𝛰 ൅ 𝛤𝛣෠𝛰 ൌ 2𝛣𝛤෠𝛰 ൌ 2𝐵𝛤෠𝐴 ൅ 2𝐴𝛤෠𝛤ᇱ ൌ 2𝐵𝛤෠𝐴 ൅ 𝛢𝛰෠𝛤ᇱ 
⇒ 𝛣𝛰෠𝛤ᇱ െ 𝛢𝛰෠𝛤ᇱ ൌ 2𝐵𝛤෠𝐴 ⇒ 𝐴𝛰෠𝐵 ൌ 2𝐴𝛤෠𝐵 

 
Αȷǘ τǏ ȷιǏ ȷάǍǕ Θεǚǐηǌα, ȷǐǏκǙȷτǏǒǍ άǌεσα κάȷǏια ȷǏǐίσǌατα. 
 
ΠǏǐǂσǌατα 
x Κάθε εγγεγǐαǌǌέǍη γǕǍία κǙκǋǏǒ ȷǏǒ βαίǍει σε ηǌικǙκǋιǏ είǍαι Ǐǐθή. 
 

 
 

 Γǉα ȷαǐάδεǉγǌα, η γǕǍία 𝛣𝛢𝛤 είǍαǉ Ǐǐǈή, αφǏǙ η αǍτίστǏǉǓη εȷίǊεǍτǐη γǕǍία 𝛣𝛰𝛤 
είǍαǉ εǒǈεία γǕǍία. 
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x ΕγγεγǐαǌǌέǍεǑ γǕǍίεǑ κǙκǋǏǒ ȷǏǒ βαίǍǏǒǍ στǏ ίδιǏ τǘǎǏ είǍαι ίσεǑ ǌεταǎǙ τǏǒǑ. 
 

 
 

 Γǉα ȷαǐάδεǉγǌα, Ǐǉ εγγεγǐαǌǌέǍεǑ γǕǍίεǑ 𝛥𝛢𝛦, 𝛥𝛣𝛦 Ǌαǉ 𝛥𝛤𝛦 ȷǏǒ βαίǍǏǒǍ στǏ ίδǉǏ τǘǎǏ 
𝛥𝛦 είǍαǉ ίσεǑ, δǉǘτǉ: 

𝛥𝛢መ𝛦 ൌ
𝛥𝛰෠𝛦

2
,   𝛥𝛣෠𝛦 ൌ

𝛥𝛰෠𝛦
2

 ,   𝛥𝛤෠𝛦 ൌ
𝛥𝛰෠𝛦

2
 

x ΕγγεγǐαǌǌέǍεǑ γǕǍίεǑ ȷǏǒ βαίǍǏǒǍ σε ίσα τǘǎα ίσǕǍ κǙκǋǕǍ ή τǏǒ ίδιǏǒ κǙκǋǏǒ είǍαι 
ίσεǑ ǌεταǎǙ τǏǒǑ και αǍτίστǐǏφα. 

 

 
 

 Γǉα ȷαǐάδεǉγǌα, 𝛣𝛢መ𝛤 ൌ 𝛣ᇱ𝛢ᇱ෡ 𝛤ᇱ ⇔ 𝛣𝛤෽ ൌ 𝐵ᇱ𝛤ᇱ෿ . 
x Τǘǎα ȷǏǒ ȷεǐιέǓǏǍται ǌεταǎǙ δǙǏ ȷαǐάǋǋηǋǕǍ ǓǏǐδǚǍ είǍαι ίσα. 
 

 
 

 Γǉα ȷαǐάδεǉγǌα, 𝛢𝛣 ∥ 𝛤𝛥 ⇒ 𝛣𝛤෽ ൌ 𝛢𝛥෽ . 

Οι αȷǏδείǎειǑ τǕǍ ȷιǏ ȷάǍǕ ȷǏǐισǌάτǕǍ αφήǍǏǍται ǕǑ ασκήσειǑ για τǏǒǑ ǌαθητέǑ. 
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ΟǐǉσǌǘǑ 
ΈǍα τετǐάȷǋεǒǐǏ ǋέγεται εǅǅεǅǐαǌǌǀǍǏ σε ǊǙǊǋǏ, ǘταǍ Ǐι κǏǐǒφέǑ τǏǒ είǍαι σηǌεία τǏǒ 
κǙκǋǏǒ. 
 

 
 
ΘεǚǐǇǌα 
Κάθε τετǐάȷǋεǒǐǏ εγγεγǐαǌǌέǍǏ σε κǙκǋǏ έǓει τιǑ αȷέǍαǍτι γǕǍίεǑ ȷαǐαȷǋηǐǕǌατικέǑ. 
 
ΑȷǘδεǉǎǇ 
Η εγγεγǐαǌǌέǍη γǕǍία 𝛢 βαίǍει στǏ τǘǎǏ 𝛣𝛤𝛥. Άǐα, 

𝛢መ ൌ
 𝛣𝛤𝛥෿

2
 , 

αφǏǙ τǏ ǌέτǐǏ κάθε εγγεγǐαǌǌέǍηǑ γǕǍίαǑ ισǏǙται ǌε τǏ 
ǌισǘ τǏǒ ǌέτǐǏǒ τǏǒ αǍτίστǏιǓǏǒ τǘǎǏǒ. 
 
Με τǏǍ ίδιǏ τǐǘȷǏ, ȷǐǏκǙȷτει ǘτι: 

 𝛤෠ ൌ
 𝛣𝛢𝛥෿

2
 

ΕȷǏǌέǍǕǑ, έǓǏǒǌε ǘτι: 

𝛢መ ൅ 𝛤෠ ൌ
 𝛣𝛤𝛥෿

2
൅

 𝛣𝛢𝛥෿
2

ൌ
360°

2
ൌ 180° 

 
ΟǌǏίǕǑ, αȷǏδεικǍǙεται ǘτι 𝛣෠ ൅ 𝛥መ ൌ 180°. 
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Παǐάδειγǌα 1 
Να ǒȷǏǋǏγίσετε τη γǕǍία 𝑥 στǏ ȷιǏ κάτǕ σǓήǌα. 
 

 
 
ΛǙσǇ 

Η εγγεγǐαǌǌέǍη γǕǍία 𝛣𝛢𝛤 βαίǍει στǏ ǌικǐǘ τǘǎǏ 𝛣𝛤. ΕȷίσηǑ, η εȷίκεǍτǐη γǕǍία 𝛣𝛰𝛤 
βαίǍει στǏ ǌικǐǘ τǘǎǏ 𝛣𝛤. ΕȷǏǌέǍǕǑ: 

𝛣𝛢መ𝛤 ൌ ௯௼෡ ௰
ଶ

                                 (Θεǚǐηǌα εγγεγǐαǌǌέǍηǑ Ǌαǉ  

αǍτίστǏǉǓηǑ εȷίǊεǍτǐηǑ γǕǍίαǑ) 

⇒ 62° ൌ
𝑥
2

⇒ 𝑥 ൌ 124° 

 

Παǐάδειγǌα 2 
Να ǒȷǏǋǏγίσετε τιǑ γǕǍίεǑ 𝑥 και 𝑦 στǏ ȷιǏ κάτǕ σǓήǌα. 
 

 
 
ΛǙσǇ 
Οι γǕǍίεǑ 𝛤 και 𝛥 είǍαι ίσεǑ, γιατί βαίǍǏǒǍ στǏ ίδιǏ τǘǎǏ, τǏ ǌικǐǘ τǘǎǏ 𝛢𝛣. 
Άǐα, 𝑥 ൌ 31°. 
 
Οι γǕǍίεǑ 𝛢 και 𝛣 είǍαι ίσεǑ, γιατί βαίǍǏǒǍ στǏ ίδιǏ τǘǎǏ, τǏ ǌικǐǘ τǘǎǏ 𝛤𝛥. 
Άǐα, 𝑦 ൌ 52°. 
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Παǐάδειγǌα 3 
Να ǒȷǏǋǏγίσετε τη γǕǍία 𝑥 στǏ ȷιǏ κάτǕ σǓήǌα. 
 

 
 

ΛǙσǇ 
Οι γǕǍίεǑ 𝛢 και 𝛤 είǍαι ȷαǐαȷǋηǐǕǌατικέǑ, ǕǑ αȷέǍαǍτι γǕǍίεǑ στǏ εγγεγǐαǌǌέǍǏ 
τετǐάȷǋεǒǐǏ 𝛢𝛣𝛤𝛥. 
ΕȷǏǌέǍǕǑ: 

𝛢 ൅ 𝛤 ൌ 180° ⇒ 𝑥 ൅ 2𝑥 ൌ 180° ⇒ 3𝑥 ൌ 180° ⇒ 𝑥 ൌ 60° 
 
Παǐάδειγǌα 4 
Να αȷǏδείǎετε ǘτι η κάθετǏǑ ȷǏǒ φέǐεται αȷǘ τǏ κέǍτǐǏ εǍǘǑ κǙκǋǏǒ ȷǐǏǑ ǌια ǓǏǐδή τǏǒ 
(αȷǘστηǌα) διǓǏτǏǌεί τη ǓǏǐδή και τǏ αǍτίστǏιǓǏ τǘǎǏ τηǑ. 
 
ΛǙσǇ 
ΘεǕǐǏǙǌε κǙκǋǏ ሺ𝛫, 𝑅ሻ, ǌια ǓǏǐδή τǏǒ 𝛢𝛣 και τηǍ κάθετη 𝛫𝛤 τηǑ 𝛢𝛣, ȷǏǒ τέǌǍει τǏǍ 
κǙκǋǏ στǏ σηǌείǏ 𝛭, ǘȷǕǑ φαίǍεται στǏ ȷιǏ κάτǕ σǓήǌα. 

 

 
 

ΈǓǏǒǌε διαδǏǓικά ǘτι: 
⇒ 𝛫𝛤 ǙǔǏǑ βάσηǑ ισǏσκεǋǏǙǑ τǐιγǚǍǏǒ 𝛫𝛢𝛣 (𝛫𝛢 ൌ 𝛫𝛣 ൌ 𝑅, 𝛫𝛤 ⊥ 𝛢𝛣) 
⇒ 𝛫𝛤 διάǌεσǏǑ και διǓǏτǘǌǏǑ τǏǒ τǐιγǚǍǏǒ 𝛫𝛢𝛣 (𝛫𝛢𝛣 ǉσǏσǊεǋέǑ τǐίγǕǍǏ) 
⇒ 𝐾𝛤 διǓǏτǘǌǏǑ τηǑ ǓǏǐδήǑ 𝛢𝛣 (𝛫𝛤 δǉǓǏτǘǌǏǑ τǏǒ τǐǉγǚǍǏǒ 𝛫𝛢𝛣) 
⇒ 𝛫෡ଵ ൌ  𝛫෡ଶ (𝛫𝛤 δǉǓǏτǘǌǏǑ τηǑ 𝛢𝛫෡𝛣) 

⇒ 𝛢𝛭෾ ൌ 𝛣𝛭෾ ( 𝛫෡ଵ ൌ  𝛫෡ଶ ) 
⇒ 𝛫𝛤 διǓǏτǏǌεί τǏ αǍτίστǏιǓǏ τǘǎǏ 𝛢𝛭𝛣ᇩᇭᇫ ( 𝛢𝛭෾ ൌ 𝛣𝛭෾ ) 
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Παǐάδειγǌα 5 
ΤǐίγǕǍǏ 𝛢𝛣𝛤 είǍαι εγγεγǐαǌǌέǍǏ σε κǙκǋǏ. Η διǓǏτǘǌǏǑ τηǑ γǕǍίαǑ 𝛢 τǏǒ τǐιγǚǍǏǒ τέǌǍει 
τǏǍ κǙκǋǏ στǏ σηǌείǏ 𝛥 και η διǓǏτǘǌǏǑ τηǑ εǎǕτεǐικήǑ γǕǍίαǑ τǏǒ τǐιγǚǍǏǒ στǏ 𝛢 τέǌǍει 
τǏǍ κǙκǋǏ στǏ σηǌείǏ 𝛦. Να δείǎετε ǘτι 𝛣𝛤 ⊥ 𝛦𝛥. 
 
ΛǙσǇ 
ΚατασκεǒάζǏǒǌε τǏ ȷιǏ κάτǕ σǓήǌα. 
 

 
 
ΈǓǏǒǌε διαδǏǓικά ǘτι: 
𝐴መଵ ൌ 𝐴መଶ ൌ 𝑥 (𝐴𝛥 δǉǓǏτǘǌǏǑ τηǑ 𝛣𝛢መ𝛤) 
𝐴መଷ ൌ 𝐴መସ ൌ 𝑦 (𝐴𝐸 δǉǓǏτǘǌǏǑ τηǑ 𝛢መεǎ) 
𝐴መଵ ൅ 𝐴መଶ ൅ 𝐴መଷ ൅ 𝐴መସ ൌ 180∘ ⇒ 𝑥 ൅ 𝑦 ൌ 90∘ (Εǒǈεία γǕǍία) 
𝐵𝐴መ𝐸 ൌ 𝐴መଷ ൌ 𝑦 (ΚαταǊǏǐǒφήǍ γǕǍίεǑ) 
𝛥𝛢መ𝛦 ൌ 90∘ (𝛥𝛢መ𝛦 ൌ 𝛢መଶ ൅ 𝛣𝛢መ𝛦 ൌ 𝑥 ൅ 𝑦) 
𝛥𝛦 διάǌετǐǏǑ κǙκǋǏǒ (𝛥𝛢መ𝛦 εγγεγǐαǌǌέǍη γǕǍία ǊǙǊǋǏǒ, 𝛥𝛢መ𝛦 ൌ 90∘) 
𝛥𝛦 ⊥ 𝛣𝛤 (𝛥𝛦 δǉάǌετǐǏǑ ǊǙǊǋǏǒ Ǌαǉ δǉǓǏτǏǌεί τǏ 𝛤𝛥𝛣෿ , 

αφǏǙ 𝐴መଵ ൌ 𝐴መଶ) 
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Δρασʏηριόʏηʏες 
 
1. Να ǒȷǏǋǏγίσετε τιǑ γǕǍίεǑ 𝑥 και 𝑦 σε καθεǌιά αȷǘ τιǑ ȷιǏ κάτǕ ȷεǐιȷτǚσειǑ: 

 
(α) 

 

(β) 

 

(γ) 

 

(δ) 

 
(ε) 

 

(στ) 

 
(ζ) 

 

(η) 
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2. Να Ǔαǐακτηǐίσετε ǌε ΣΩΣΤΟ ή ΛΑΘΟΣ καθεǌιά αȷǘ τιǑ ȷιǏ κάτǕ ȷǐǏτάσειǑ και Ǎα 
δικαιǏǋǏγήσετε τηǍ αȷάǍτησή σαǑ. 
(α)  ΔǙǏ εγγεγǐαǌǌέǍεǑ γǕǍίεǑ κǙκǋǏǒ ȷǏǒ βαίǍǏǒǍ στǏ ίδιǏ 

τǘǎǏ είǍαι ίσεǑ. ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

(β)  ΔǙǏ εγγεγǐαǌǌέǍεǑ γǕǍίεǑ κǙκǋǏǒ ȷǏǒ είǍαι ίσεǑ 
βαίǍǏǒǍ σίγǏǒǐα στǏ ίδιǏ τǘǎǏ. ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

(γ)  ΑǍ ǌία εγγεγǐαǌǌέǍη γǕǍία κǙκǋǏǒ είǍαι Ǐǐθή, τǘτε 
βαίǍει σε ηǌικǙκǋιǏ. ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

(δ)  Σε κǙκǋǏǒǑ ሺ𝛫, 4ሻ και ሺ𝛬, 8ሻ αǍ Ǐι εȷίκεǍτǐεǑ γǕǍίεǑ τǏǒǑ 
𝛢𝛫𝛣  και 𝛤𝛬𝛥 είǍαι αǍτίστǏιǓα ίσεǑ, τǘτε και Ǐι 
εȷίκεǍτǐεǑ βαίǍǏǒǍ σε ίσα τǘǎα. 

ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

 
3. ΙσǏσκεǋέǑ τǐίγǕǍǏ 𝛢𝛣𝛤 ሺ𝛢𝛣 ൌ 𝛢𝛤 ൌ 4 cmሻ είǍαι εγγεγǐαǌǌέǍǏ σε κǙκǋǏ ሺ𝛫, 𝜌ሻ. ΑǍ 

η ȷǋεǒǐά 𝛣𝛤 τǏǒ τǐιγǚǍǏǒ είǍαι διάǌετǐǏǑ τǏǒ κǙκǋǏǒ, τǘτε Ǎα ǒȷǏǋǏγίσετε τηǍ 
ακτίǍα 𝜌 τǏǒ κǙκǋǏǒ. 
 

4. ΣτǏ διȷǋαǍǘ σǓήǌα, δίǍεται κǙκǋǏǑ ሺ𝛫, 𝑅ሻ και 
𝛢𝛤 ൌ 𝛥𝛤. Να αȷǏδείǎετε ǘτι Ǐι γǕǍίεǑ 𝛤𝛦𝛥 και 𝛢𝛣𝛤 
είǍαι ίσεǑ. 
 
 
 
 
 
 

5. ΣτǏ διȷǋαǍǘ σǓήǌα, δίǍεται κǙκǋǏǑ 
ሺ𝛫, 5 cmሻ και η ǓǏǐδή τǏǒ 𝛢𝛣. ΣτηǍ 
ȷǐǏέκταση τηǑ 𝛢𝛣 ȷǐǏǑ τǏ 𝛣 ȷαίǐǍǏǒǌε 
τǌήǌα 𝛣𝛤 ൌ 5 cm. H ȷǐǏέκταση τǏǒ 
εǒθǒγǐάǌǌǏǒ τǌήǌατǏǑ 𝛤𝛫 ȷǐǏǑ τǏ 𝛫 
τέǌǍει τǏǍ κǙκǋǏ στǏ σηǌείǏ 𝛦. Να δείǎετε 
ǘτι 𝛦𝛫෡𝛢 ൌ 3𝛣𝛫෡𝛤. 
 

 
6. ΔίǍεται εγγεγǐαǌǌέǍǏ τετǐάȷǋεǒǐǏ 𝛢𝛣𝛤𝛥 ǌε 𝛢መ ൌ 120° και 𝛣෠ఌక ൌ 80°. Να 

ǒȷǏǋǏγίσετε τιǑ γǕǍίεǑ 𝛣, 𝛤 και 𝛥 τǏǒ τετǐαȷǋεǙǐǏǒ 𝛢𝛣𝛤𝛥. 
 

7. Να αȷǏδείǎετε ǘτι κάθε εγγεγǐαǌǌέǍǏ ȷαǐαǋǋηǋǘγǐαǌǌǏ είǍαι ǏǐθǏγǚǍιǏ. 
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3.3  ΘΕƼΡΗΜΑ ƺΟΡΔΗΣ ΚΑΙ ΕΦΑΠƸΟΜΕΝΗΣ 

 
Να αǍǏίǎετε τǏ αǐǓείǏ «ALyk_En03_DGeoXordiEfaptomeni.ggb». 
 

 
 

x Να εγγǐάǔετε στǏǍ κǙκǋǏ ሺ𝛫, 𝑅ሻ τǐίγǕǍǏ 𝛢𝛣𝛤 (𝛢, 𝛣, 𝛤 σηǌεία τǏǒ κǙκǋǏǒ). 
x Να φέǐετε τηǍ εφαȷτǏǌέǍη 𝛣𝛥 τǏǒ κǙκǋǏǒ ሺ𝛫, 𝑅ሻ στǏ σηǌείǏ 𝛣. 
x Να ǌετǐήσετε τιǑ γǕǍίεǑ 𝛤𝛣𝛥 και 𝛤𝛢𝛣. 
x ΠǏια είǍαι η σǓέση ǌεταǎǙ τǕǍ γǕǍιǚǍ 𝛤𝛣𝛥 και 𝛤𝛢𝛣; 
x Να ǌετακιǍήσετε τιǑ κǏǐǒφέǑ τǏǒ τǐιγǚǍǏǒ σε διάφǏǐεǑ θέσειǑ. 
x Να αǋǋάǎετε τǏ ǌέγεθǏǑ τǏǒ κǙκǋǏǒ. 
 

ΘεǚǐǇǌα 
Η γǕǍία ȷǏǒ σǓηǌατίζεται αȷǘ ǌια ǓǏǐδή εǍǘǑ κǙκǋǏǒ και τηǍ εφαȷτǏǌέǍη στǏ έǍα άκǐǏ 
τηǑ είǍαι ίση ǌε κάθε εγγεγǐαǌǌέǍη γǕǍία τǏǒ κǙκǋǏǒ ȷǏǒ βαίǍει στǏ τǘǎǏ, τǏ ǏȷǏίǏ 
βǐίσκεται ǌεταǎǙ τǕǍ ȷǋεǒǐǚǍ τηǑ γǕǍίαǑ. 
 

 
 
Γǉα ȷαǐάδεǉγǌα, στǏ ȷǉǏ ȷάǍǕ σǓήǌα, έǓǏǒǌε ǘτǉ ෝ߱ ൌ 𝜑ො . 

ΔιεǐεǙǍηση 

ΠαǐατήΔǐ
ηση 

 



160 ΕǍǘτητα 03:  ΚǙκǋǏǑ 
 
 

ΑȷǘδεǉǎǇ 
ΦέǐǏǒǌε τιǑ ακτίǍεǑ 𝛫𝛣 και 𝛫𝛤, ǘȷǕǑ φαίǍεται στǏ ȷιǏ κάτǕ σǓήǌα. 
 

 
 
Θα αȷǏδείǎǏǒǌε ǘτι 𝛣𝛢መ𝛤 ൌ 𝛥𝛣෠𝛤. ΈǓǏǒǌε ǘτι: 

𝛫𝛤෠𝐵 ൌ 𝛫𝛣෠𝛤 ൌ 𝑥                                 (TǐίγǕǍǏ 𝛫𝛣𝛤 ǉσǏσǊεǋέǑ) 
𝛤𝐾෡𝐵 ൌ 2߱                           (Η εȷίǊεǍτǐη γǕǍία είǍαǉ δǉȷǋάσǉα 

τηǑ αǍτίστǏǉǓηǑ εγγεγǐαǌǌέǍηǑ) 
𝑥 ൅ 𝑥 ൅ 2߱ ൌ 180∘                       (ΆǈǐǏǉσǌα γǕǍǉǚǍ τǐǉγǚǍǏǒ 𝛣𝛫𝛤) 

⇒ 2𝑥 ൅ 2߱ ൌ 180∘ 
⇒ 𝑥 ൅ ߱ ൌ 90∘ 
⇒ ߱ ൌ 90∘ െ 𝑥                                                                                    ሺ1ሻ 

 
ΕȷιȷǋέǏǍ, έǓǏǒǌε ǘτι: 

𝛫𝐵෠𝛥 ൌ 90∘                        (Θεǚǐηǌα ΑǊτίǍαǑ – ΕφαȷτǏǌέǍηǑ) 
 ⇒ 𝑥 ൅ 𝜑 ൌ 90∘ ⇒ 𝜑 ൌ 90∘ െ 𝑥                                                    ሺ2ሻ 

 
Αȷǘ τιǑ σǓέσειǑ ሺ1ሻ και ሺ2ሻ, ȷǐǏκǙȷτει ǘτι: 

߱ ൌ 𝜑 ⇒ 𝛣𝛢መ𝛤 ൌ 𝛥𝛣෠𝛤 
 
Πǘǐǉσǌα 
Τα εφαȷτǘǌεǍα εǒθǙγǐαǌǌα τǌήǌατα ȷǏǒ άγǏǍται αȷǘ σηǌείǏ εκτǘǑ κǙκǋǏǒ είǍαι ίσα. 
 

 
 

Γǉα ȷαǐάδεǉγǌα, στǏ ȷǉǏ ȷάǍǕ σǓήǌα, έǓǏǒǌε ǘτǉ 𝐴𝐵 ൌ 𝐴𝛤. 
Η αȷǘδειǎη αφήǍεται ǕǑ άσκηση για τǏǒǑ ǌαθητέǑ. 
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Παǐάδειγǌα 1 
ΣτǏ ȷιǏ κάτǕ σǓήǌα, η εǒθεία ሺ𝜀ሻ είǍαι η εφαȷτǏǌέǍη τǏǒ κǙκǋǏǒ στǏ σηǌείǏ 𝛢. Να 
ǒȷǏǋǏγίσετε τǏ ǌέτǐǏ τηǑ γǕǍίαǑ 𝑥. 
 

 
 
ΛǙσǇ 
Η Ǐǎεία γǕǍία 𝑥 σǓηǌατίζεται αȷǘ τη ǓǏǐδή 𝛢𝛤 τǏǒ κǙκǋǏǒ και τηǍ εφαȷτǏǌέǍη ሺ𝜀ሻ τǏǒ 
κǙκǋǏǒ στǏ άκǐǏ 𝛢 τηǑ ǓǏǐδήǑ 𝛢𝛤. 
Άǐα, αȷǘ τǏ Θεǚǐηǌα ΧǏǐδήǑ και ΕφαȷτǏǌέǍηǑ, η γǕǍία 𝑥 είǍαι ίση ǌε τηǍ εγγεγǐαǌǌέǍη 
γǕǍία 𝛢𝐵𝛤 ൌ 45∘, η ǏȷǏία βαίǍει στǏ ǌικǐǘτεǐǏ τǘǎǏ τηǑ ǓǏǐδήǑ 𝛢𝛤. Δηǋαδή, 𝑥 ൌ 45∘. 
 

Παǐάδειγǌα 2 
ΣτǏ ȷιǏ κάτǕ σǓήǌα, η γǕǍία 𝛢 βαίǍει σε ηǌικǙκǋιǏ και η εǒθεία ሺ𝜀ሻ είǍαι η εφαȷτǏǌέǍη 
τǏǒ κǙκǋǏǒ στǏ σηǌείǏ 𝛤. Να ǒȷǏǋǏγίσετε τιǑ τιǌέǑ τǕǍ 𝑥, 𝑦 και 𝑧. 
 

 
 
ΛǙσǇ 
Η γǕǍία 𝛢 βαίǍει σε ηǌικǙκǋιǏ. ΕȷǏǌέǍǕǑ, 𝑦 ൌ 90°. 
ΈǓǏǒǌε ǘτι: 

4𝑥 ൅ 𝑥 ൅ 90° ൌ 180°                        (ΆǈǐǏǉσǌα γǕǍǉǚǍ τǐǉγǚǍǏǒ) 
⇒ 5𝑥 ൌ 90° ⇒ 𝑥 ൌ 18° 
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1ǏǑ τǐǘȷǏǑ 
Αȷǘ τǏ Θεǚǐηǌα ΧǏǐδήǑ και ΕφαȷτǏǌέǍηǑ, ȷǐǏκǙȷτει ǘτι: 

𝑧 ൌ 𝛣 ൌ 4𝑥 ⇒ 𝑧 ൌ 72° 
 
2ǏǑ τǐǘȷǏǑ 
Οι γǕǍίεǑ 𝑥 και 𝑧 είǍαι σǒǌȷǋηǐǕǌατικέǑ, εφǘσǏǍ γǍǕǐίζǏǒǌε ǘτι η 𝛫𝛤 είǍαι κάθετη στηǍ 
εφαȷτǏǌέǍη. 
ΕȷǏǌέǍǕǑ: 

𝑧 ൌ 90° െ 𝑥 ⇒ 𝑧 ൌ 90° െ 18° ⇒ 𝑧 ൌ 72° 
 

Παǐάδειγǌα 3 
ΣτǏ ȷιǏ κάτǕ σǓήǌα τǏ τǐίγǕǍǏ 𝛢𝛣𝛤 είǍαι εγγεγǐαǌǌέǍǏ σε κǙκǋǏ. ΑǍ 𝛢𝛥 και 𝛤𝛥 είǍαι 
εφαȷτǘǌεǍα τǌήǌατα τǏǒ κǙκǋǏǒ στα σηǌεία 𝛢 και 𝛤, αǍτίστǏιǓα, Ǎα ǒȷǏǋǏγίσετε τιǑ 
γǕǍίεǑ 𝑎, 𝑦, 𝑧 και ߱. 
 

 
 
ΛǙσǇ 
Η γǕǍία 𝑧 σǓηǌατίζεται αȷǘ τǏ εφαȷτǘǌεǍǏ τǌήǌα 𝛤𝛥 και τη ǓǏǐδή 𝛢𝛤 και η 
εγγεγǐαǌǌέǍη γǕǍία 𝛣 βαίǍει στǏ τǘǎǏ 𝛢𝛤. Άǐα, αȷǘ τǏ Θεǚǐηǌα ΧǏǐδήǑ και 
ΕφαȷτǏǌέǍηǑ, ȷǐǏκǙȷτει ǘτι 𝛣 ൌ 𝑧 ൌ 62°. 
 
Αȷǘ τǏ ίδιǏ Θεǚǐηǌα, ȷǐǏκǙȷτει ǘτι 𝑦 ൌ 72°. 
 
Τα εφαȷτǘǌεǍα τǌήǌατα ȷǏǒ άγǏǍται αȷǘ τǏ σηǌείǏ 𝛥 ȷǏǒ βǐίσκεται εκτǘǑ τǏǒ κǙκǋǏǒ 
είǍαι ίσα. Δηǋαδή, 𝛢𝛥 ൌ 𝛥𝛤. Άǐα, τǏ τǐίγǕǍǏ 𝛢𝛥𝛤 είǍαι ισǏσκεǋέǑ, ǌε 𝑎 ൌ 𝑧 ൌ 62°. 
ΈǓǏǒǌε ǘτι: 

߱ ൅ 𝑎 ൅ 𝑧 ൌ 180°                  (ΆǈǐǏǉσǌα γǕǍǉǚǍ τǐǉγǚǍǏǒ 𝛢𝛥𝛤) 
⇒ ߱ ൌ 180° െ 62° െ 62° ⇒ ߱ ൌ 56° 
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ΔǐαστǇǐǉǘτǇτεǑ 
 

1. Να ǒȷǏǋǏγίσετε τιǑ τιǌέǑ τǕǍ 𝑥 και 𝑦, για καθεǌιά αȷǘ τιǑ ȷιǏ κάτǕ ȷεǐιȷτǚσειǑ, 
αǍ η εǒθεία ሺ𝜀ሻ είǍαι εφαȷτǏǌέǍη τǏǒ κǙκǋǏǒ. 
(α)   

 

(β)   

 
(γ)   

 

  

 
2. ΔίǍεται κǙκǋǏǑ ሺ𝛫, 𝑅ሻ και η ǓǏǐδή τǏǒ 𝛢𝛣. ΣτǏ σηǌείǏ 𝛣 φέǐǏǒǌε τηǍ εφαȷτǏǌέǍη 

τǏǒ 𝛣𝛦. Η Ǐǎεία γǕǍία ȷǏǒ σǓηǌατίζει η ǓǏǐδή 𝛢𝛣 ǌε τηǍ 𝛣𝛦 είǍαι 𝛦𝐵෠𝐴 ൌ 70°. Να 
ǒȷǏǋǏγίσετε τη γǕǍία 𝐴𝐾𝐵. 
 

3. ΣτǏ ȷιǏ κάτǕ σǓήǌα δίǍεται κǙκǋǏǑ ሺ𝛬, 𝜌ሻ, η ǓǏǐδή 𝛢𝛣, 𝛭 σηǌείǏ τǏǒ κǙκǋǏǒ και 
ሺ𝜀ሻ εφαȷτǏǌέǍη τǏǒ κǙκǋǏǒ στǏ σηǌείǏ 𝛢. ΑǍ δίǍεται ǘτι 𝐴𝐾𝐵෿ ൌ 5 𝐴𝑀𝐵ᇩᇭᇫ, Ǎα 
ǒȷǏǋǏγίσετε τǏ ǌέτǐǏ τηǑ γǕǍίαǑ ߱. 
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4. ΔίǍεται κǙκǋǏǑ ሺ𝛫, 𝑅ሻ ǌε διάǌετǐǏ 𝛢𝛣 και σηǌείǏ 𝛤 στηǍ ȷεǐιφέǐεια τǏǒ κǙκǋǏǒ, 
τέτǏιǏ ǚστε η γǕǍία 𝛣𝛢𝛤 ൌ 30°. Η εφαȷτǏǌέǍη τǏǒ κǙκǋǏǒ στǏ 𝛤 τέǌǍει τηǍ 
ȷǐǏέκταση τηǑ 𝛢𝛣 στǏ 𝛥. Να δείǎετε ǘτι τǏ τǐίγǕǍǏ 𝛢𝛤𝛥 είǍαι ισǏσκεǋέǑ. 
 

5. Αȷǘ σηǌείǏ 𝛦 εκτǘǑ κǙκǋǏǒ φέǐǏǒǌε τηǍ εφαȷτǏǌέǍη 𝛦𝛢, ǘȷǏǒ 𝛢 είǍαι τǏ σηǌείǏ 
εȷαφήǑ, και τηǍ τέǌǍǏǒσα 𝛦𝛤𝛣, ǘȷǕǑ φαίǍεται στǏ ȷιǏ κάτǕ σǓήǌα. ΑǍ 
γǍǕǐίζǏǒǌε ǘτι 𝛢𝛣 ൌ 𝛦𝛢, Ǎα δείǎετε ǘτι τǏ τǐίγǕǍǏ 𝛢𝛤𝛦 είǍαι ισǏσκεǋέǑ. 
 

 
 

6. Αȷǘ σηǌείǏ 𝛢  ȷǏǒ βǐίσκεται εκτǘǑ τǏǒ κǙκǋǏǒ ሺ𝛫, 𝑅ሻ φέǐǏǒǌε τα εφαȷτǘǌεǍα 
τǌήǌατα 𝛢𝛣 και 𝛢𝛤.  ΑǍ η γǕǍία 𝛣𝛢𝛤 ൌ 58°, Ǎα ǒȷǏǋǏγίσετε τǏ ǌέτǐǏ τǏǒ τǘǎǏǒ 
𝛣𝛤 ȷǏǒ αǍτιστǏιǓεί στηǍ κǒǐτή γǕǍία 𝛣𝛫𝛤. 
 

 
 

7. ΔίǍεται κǙκǋǏǑ ሺ𝛰, 𝑅ሻ, η διάǌετǐǏǑ τǏǒ 𝛢𝛣 και τǏ τǒǓαίǏ σηǌείǏ τǏǒ 𝛤. Η 
εφαȷτǏǌέǍη τǏǒ κǙκǋǏǒ στǏ σηǌείǏ 𝛤 τέǌǍει τιǑ εφαȷτǘǌεǍεǑ τǏǒ κǙκǋǏǒ στα 
σηǌεία 𝛢 και 𝛣, στα σηǌεία 𝛥 και 𝛦, αǍτίστǏιǓα. 
(α) Να δείǎετε ǘτι η γǕǍία 𝛦𝛰𝛥 είǍαι Ǐǐθή. 
(β) ΠǏǙ βǐίσκεται τǏ κέǍτǐǏ τǏǒ κǙκǋǏǒ ȷǏǒ ȷεǐǍά αȷǘ τα σηǌεία 𝛦, 𝛰, 𝛥; 
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ΠεǐǂǋǇǔǇ 
 

1. ΔǉƿǊεǍτǐǏǑ δǙǏ κǙκǋǕǍ ሺ𝛫, 𝑅ሻ και ሺ𝛬, 𝜌ሻ ǏǍǏǌάζεται τǏ εǒθǙγǐαǌǌǏ τǌήǌα ȷǏǒ 
εǍǚǍει τα κέǍτǐα τǕǍ δǙǏ κǙκǋǕǍ. ΤǏ ǌήκǏǑ τηǑ σǒǌβǏǋίζεται ǌε 𝛿. 
Γǉα ȷαǐάδεǉγǌα, στǏǒǑ ǊǙǊǋǏǒǑ ሺ𝐾, 𝑅ሻ Ǌαǉ ሺ𝛬, 𝜌ሻ ǉσǓǙεǉ ǘτǉ 𝛿 ൌ 𝛫𝛬. 
 

 
 

2. ΘεǚǐǇǌα 
ΑǍ δǙǏ κǙκǋǏι ሺ𝛫, 𝑅ሻ και ሺ𝛬, 𝜌ሻ, ǘȷǏǒ 𝑅 ൐ 𝜌 τέǌǍǏǍται, τǘτε ισǓǙει ǘτι 

𝑅 െ 𝜌 ൏ 𝛿 ൏ 𝑅 ൅ 𝜌, 
ǘȷǏǒ 𝛿 ൌ 𝛫𝛬. 
 

 
 
ΣǓǘǋǉǏ 
ΙσǓǙει και τǏ αǍτίστǐǏφǏ τǏǒ ȷιǏ ȷάǍǕ θεǕǐήǌατǏǑ. Δηǋαδή, αǍ για δǙǏ κǙκǋǏǒǑ 
ሺ𝛫, 𝑅ሻ και ሺ𝛬, 𝜌ሻ, ǘȷǏǒ 𝑅 ൐ 𝜌, ισǓǙει ǘτι 

𝑅 െ 𝜌 ൏ 𝛿 ൏ 𝑅 ൅ 𝜌, 
ǘȷǏǒ 𝛿 ൌ 𝛫𝛬, τǘτε Ǐι δǙǏ κǙκǋǏι τέǌǍǏǍται. 
 

3. ΘεǚǐǇǌα 
Η διάκεǍτǐǏǑ δǙǏ τεǌǍǘǌεǍǕǍ κǙκǋǕǍ είǍαι η ǌεσǏκάθετη τηǑ κǏιǍήǑ ǓǏǐδήǑ τǏǒǑ. 
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4. ΣǓετǉǊǁ ǈǀσǇ δǙǏ ǊǙǊǋǕǍ 
ΣǓǀσǇ 

δǉαǊǀǍτǐǏǒ – αǊτǉǍǚǍ 
ሺࡾ ൒ ࣋ሻ 

ΣǓετǉǊǁ ǈǀσǇ δǙǏ ǊǙǊǋǕǍ ΣǓǁǌα 

𝑅 െ 𝜌 ൏ 𝛿 ൏ 𝑅 ൅ 𝜌 
Οι κǙκǋǏι ሺ𝛫, 𝑅ሻ και ሺ𝛬, 𝜌ሻ 
τέǌǍǏǍται. 

 

𝛿 ൌ 𝑅 ൅ 𝜌 
Οι κǙκǋǏι ሺ𝛫, 𝑅ሻ και ሺ𝛬, 𝜌ሻ 
εφάȷτǏǍται εǎǕτεǐικά. 

 

𝛿 ൌ 𝑅 െ 𝜌 
Οι κǙκǋǏι ሺ𝛫, 𝑅ሻ και ሺ𝛬, 𝜌ሻ 
εφάȷτǏǍται εσǕτεǐικά. 

 

𝛿 ൐ 𝑅 ൅ 𝜌 
Οι κǙκǋǏι ሺ𝛫, 𝑅ሻ και ሺ𝛬, 𝜌ሻ είǍαι 
ǎέǍǏι εǎǕτεǐικά. 

 

𝛿 ൏ 𝑅 െ 𝜌 
Οι κǙκǋǏι ሺ𝛫, 𝑅ሻ και ሺ𝛬, 𝜌ሻ είǍαι 
ǎέǍǏι εσǕτεǐικά. 

 

 
5. ΚǏǉǍǀǑ εφαȷτǏǌǀǍεǑ δǙǏ ǊǙǊǋǕǍ 

ΣǓετǉǊǁ ǈǀσǇ 
δǙǏ ǊǙǊǋǕǍ 

ΚǏǉǍǀǑ εφαȷτǏǌǀǍεǑ 
δǙǏ ǊǙǊǋǕǍ 

Οι κǙκǋǏι ሺ𝛫, 𝑅ሻ και ሺ𝛬, 𝜌ሻ τέǌǍǏǍται. 
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Οι κǙκǋǏι ሺ𝛫, 𝑅ሻ και ሺ𝛬, 𝜌ሻ εφάȷτǏǍται 
εǎǕτεǐικά. 

 

Οι κǙκǋǏι ሺ𝛫, 𝑅ሻ και ሺ𝛬, 𝜌ሻ εφάȷτǏǍται 
εσǕτεǐικά. 

 

 
 

Οι κǙκǋǏι ሺ𝛫, 𝑅ሻ και ሺ𝛬, 𝜌ሻ είǍαι ǎέǍǏι 
εǎǕτεǐικά. 

 

 
 

Οι κǙκǋǏι ሺ𝛫, 𝑅ሻ και ሺ𝛬, 𝜌ሻ είǍαι ǎέǍǏι 
εσǕτεǐικά. 

Οι κǙκǋǏι ሺ𝛫, 𝑅ሻ και ሺ𝛬, 𝜌ሻ δεǍ έǓǏǒǍ κǏιǍέǑ 
εφαȷτǏǌέǍεǑ. 

 
6. ΕǅǅεǅǐαǌǌǀǍǇ ǅǕǍǂα ǊǙǊǋǏǒ ǏǍǏǌάζεται η γǕǍία ȷǏǒ η κǏǐǒφή τηǑ είǍαι σηǌείǏ 

τǏǒ κǙκǋǏǒ και Ǐι ȷǋεǒǐέǑ τηǑ είǍαι τέǌǍǏǒσεǑ τǏǒ κǙκǋǏǒ. 
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ΠαǐατǇǐǁσεǉǑ 

x ΑǍ 𝛣 και 𝛤 είǍαι τα σηǌεία τǏǌήǑ 
τηǑ 𝑥𝐴መ𝑦 ǌε τǏǍ κǙκǋǏ, τǘτε θα ǋέǌε 
ǘτι η εγγεγǐαǌǌέǍη γǕǍία 𝛣𝛢𝛤 
βαίǍει στǏ τǘǎǏ 𝛣𝛤. 

 
x Σε κάθε τǘǎǏ αǍτιστǏιǓǏǙǍ άȷειǐεǑ 

εγγεγǐαǌǌέǍεǑ γǕǍίεǑ. 

 
x Σε κάθε τǘǎǏ αǍτιστǏιǓεί ǌǘǍǏ ǌία 

εȷίκεǍτǐη γǕǍία. 

 

 
7. ΘεǚǐǇǌα 

Κάθε εγγεγǐαǌǌέǍη γǕǍία κǙκǋǏǒ είǍαι ίση ǌε τǏ ǌισǘ τηǑ εȷίκεǍτǐηǑ γǕǍίαǑ ȷǏǒ 
βαίǍει στǏ ίδιǏ τǘǎǏ. 
 

 
Γǉα ȷαǐάδεǉγǌα, 𝛣𝛢መ𝛤 ൌ ଵ

ଶ
𝛣𝛰෠𝛤. 
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8. ΠǏǐǂσǌατα 
x Κάθε εγγεγǐαǌǌέǍη γǕǍία κǙκǋǏǒ ȷǏǒ βαίǍει σε ηǌικǙκǋιǏ είǍαι Ǐǐθή. 

 

 
 

x ΕγγεγǐαǌǌέǍεǑ γǕǍίεǑ κǙκǋǏǒ ȷǏǒ βαίǍǏǒǍ στǏ ίδιǏ τǘǎǏ είǍαι ίσεǑ ǌεταǎǙ τǏǒǑ. 
 

 
 

x ΕγγεγǐαǌǌέǍεǑ γǕǍίεǑ ȷǏǒ βαίǍǏǒǍ σε ίσα τǘǎα ίσǕǍ κǙκǋǕǍ ή τǏǒ ίδιǏǒ κǙκǋǏǒ 
είǍαι ίσεǑ ǌεταǎǙ τǏǒǑ και αǍτίστǐǏφα. 

 

 
 

x Τǘǎα ȷǏǒ ȷεǐιέǓǏǍται ǌεταǎǙ δǙǏ ȷαǐάǋǋηǋǕǍ ǓǏǐδǚǍ είǍαι ίσα. 
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9. ΟǐǉσǌǘǑ 
ΈǍα τετǐάȷǋεǒǐǏ ǋέγεται εǅǅεǅǐαǌǌǀǍǏ σε ǊǙǊǋǏ, ǘταǍ Ǐι κǏǐǒφέǑ τǏǒ είǍαι σηǌεία 
τǏǒ κǙκǋǏǒ. 

 

 
 

10. ΘεǚǐǇǌα 
Κάθε τετǐάȷǋεǒǐǏ εγγεγǐαǌǌέǍǏ σε κǙκǋǏ έǓει τιǑ αȷέǍαǍτι γǕǍίεǑ 
ȷαǐαȷǋηǐǕǌατικέǑ. 
 

11. ΘεǚǐǇǌα ƺǏǐδǁǑ Ǌαǉ ΕφαȷτǏǌǀǍǇǑ 
Η γǕǍία ȷǏǒ σǓηǌατίζεται αȷǘ ǌια ǓǏǐδή εǍǘǑ κǙκǋǏǒ και τηǍ εφαȷτǏǌέǍη στǏ έǍα 
άκǐǏ τηǑ είǍαι ίση ǌε κάθε εγγεγǐαǌǌέǍη γǕǍία τǏǒ κǙκǋǏǒ ȷǏǒ αǍτιστǏιǓεί στǏ τǘǎǏ, 
τǏ ǏȷǏίǏ βǐίσκεται ǌεταǎǙ τǕǍ ȷǋεǒǐǚǍ τηǑ γǕǍίαǑ. 
 

 
Γǉα ȷαǐάδεǉγǌα, στǏ ȷǉǏ ȷάǍǕ σǓήǌα, έǓǏǒǌε ǘτǉ ෝ߱ ൌ 𝜑ො . 
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Δρασʏηριόʏηʏες Ενόʏηʏας 
 
1. Να ǒȷǏǋǏγίσετε τιǑ τιǌέǑ τǕǍ 𝑥 και 𝑦 σε καθεǌιά αȷǘ τιǑ ȷιǏ κάτǕ ȷεǐιȷτǚσειǑ: 

(α)  

 

(β)  

 
(γ)  

 

(δ)  

 
(ε)  

 

(στ)  

 
 

2. ΈǍα τετǐάȷǋεǒǐǏ 𝛢𝛣𝛤𝛥 είǍαι εγγεγǐαǌǌέǍǏ σε κǙκǋǏ ǌε 𝐴𝐵෽ ൌ 120°, 𝐵𝛤෽ ൌ 30° και 
𝛤𝛥෽ ൌ 80°, ǘȷǕǑ φαίǍεται στǏ ȷιǏ κάτǕ σǓήǌα. Να ǒȷǏǋǏγίσετε τιǑ γǕǍίεǑ τǏǒ 
τετǐαȷǋεǙǐǏǒ 𝛢𝛣𝛤𝛥. 
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3. ΣτǏ ȷιǏ κάτǕ σǓήǌα, Ǎα ǒȷǏǋǏγίσετε τιǑ γǕǍίεǑ τǏǒ τǐιγǚǍǏǒ 𝛢𝛣𝛤. 
 

 
 

4. ΣτǏ ȷιǏ κάτǕ σǓήǌα δίǍεται τǏ ȷεǍτάγǕǍǏ 𝛢𝛣𝛤𝛥𝛦 εγγεγǐαǌǌέǍǏ σε κǙκǋǏ. 
(α) Να σǒγκǐίǍετε τα τǘǎα 𝛢𝛣𝛥 και 𝛦𝛣𝛤. 
(β) Να δείǎετε ǘτι 𝛢𝛦෽ ൌ 𝛤𝛥෽ . 
(γ) Να ǒȷǏǋǏγίσετε τηǍ τιǌή τǏǒ 𝑥. 
 

 
 

5. ΣτǏ ȷιǏ κάτǕ σǓήǌα ȷαǐǏǒσιάζεται η κάτǏǔη τǏǒ αγγǋικǏǙ ǌǍηǌείǏǒ Stonehedge, 
ȷǏǒ είǍαι φτιαγǌέǍǏ αȷǘ βǐάǓǏǒǑ. Τǌήǌατα τǏǒ ǌǍηǌείǏǒ δηǌιǏǒǐγǏǙǍ δǙǏ 
ǏǌǘκεǍτǐǏǒǑ κǙκǋǏǒǑ. 
 

 
 
Να αȷǏδείǎετε ǘτι Ǐι γǕǍίεǑ 𝑥 και 𝑦 είǍαι ίσεǑ. 
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6. ΣτǏ ȷιǏ κάτǕ σǓήǌα, δίǍεται τǐίγǕǍǏ 𝛢𝛣𝛤 εγγεγǐαǌǌέǍǏ σε κǙκǋǏ ሺ𝛬, 𝑅ሻ. ΦέǐǏǒǌε 
κǙκǋǏ ሺ𝛫, 𝜌ሻ, Ǐ ǏȷǏίǏǑ διέǐǓεται αȷǘ τιǑ κǏǐǒφέǑ 𝛣 και 𝛤 και τέǌǍει τιǑ ȷǋεǒǐέǑ 𝛢𝛣 
και 𝛢𝛤 στα σηǌεία 𝛥 και 𝛦, αǍτίστǏιǓα. Να αȷǏδείǎετε ǘτι η εǒθεία 𝛥𝛦 είǍαι 
ȷαǐάǋǋηǋη ȷǐǏǑ τηǍ εφαȷτǏǌέǍη τǏǒ ȷεǐιγεγγǐαǌǌέǍǏǒ κǙκǋǏǒ στηǍ κǏǐǒφή 𝛢 
τǏǒ τǐιγǚǍǏǒ 𝛢𝛣𝛤. 
 

 
 

7. ΣτǏ ȷιǏ κάτǕ σǓήǌα, δίǍǏǍται δǙǏ ίσǏι κǙκǋǏι ሺ𝛰, 𝜌ሻ και ሺ𝛫, 𝜌ሻ, ǌε 𝛰𝛫 ൌ 𝜌, Ǐι 
ǏȷǏίǏι τέǌǍǏǍται στα σηǌεία 𝛢 και 𝛥. 
(α) Να αȷǏδείǎετε ǘτι τǏ τǐίγǕǍǏ 𝛰𝛢𝛫 είǍαι ισǘȷǋεǒǐǏ. 
(β) Να ǒȷǏǋǏγίσετε τιǑ γǕǍίεǑ τǏǒ τǐιγǚǍǏǒ 𝛣𝛢𝛫. 

 

 
 

8. ΣτǏ ȷιǏ κάτǕ σǓήǌα, η εȷίκεǍτǐη γǕǍία 𝛣𝛰𝛥 είǍαι 120∘ και η γǕǍία 𝛤𝛣𝛢 είǍαι 15∘. 
Να ǒȷǏǋǏγίσετε τιǑ γǕǍίεǑ 𝛣𝛤𝛥 και 𝛣𝛭𝛥. 
 

 
 

9. ΔίǍεται ǏǐθǏγǚǍιǏ τǐαȷέζιǏ 𝛢𝛣𝛤𝛥 ൫𝛣෠ ൌ 𝛤෠ ൌ 90∘൯, στǏ ǏȷǏίǏ η 𝛣𝛤 είǍαι η 
εφαȷτǏǌέǍη κǙκǋǏǒ ǌε διάǌετǐǏ τηǍ 𝛢𝛥. Να αȷǏδείǎετε ǘτι 𝛢𝛣 ൅ 𝛤𝛥 ൌ 𝛢𝛥. 
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10. Σε κǙκǋǏ ǌε κέǍτǐǏ 𝛫 δίǍεται εγγεγǐαǌǌέǍǏ ισǘȷǋεǒǐǏ τǐίγǕǍǏ 𝛢𝛣𝛤 και η 𝛤𝑥 
εφαȷτǏǌέǍη τǏǒ στǏ 𝛤. Να δείǎετε ǘτι η 𝛢𝛤 είǍαι διǓǏτǘǌǏǑ τηǑ αǌβǋείαǑ γǕǍίαǑ 
ȷǏǒ σǓηǌατίζει η 𝛣𝛤 ǌε τηǍ εφαȷτǏǌέǍη 𝛤𝑥. 
 

11. ΔίǍεται ισǏσκεǋέǑ τǐίγǕǍǏ 𝛢𝛣𝛤, ǌε 𝛢𝛣 ൌ 𝛢𝛤 και 𝛢𝛣෠𝛤 ൌ 30∘, εγγεγǐαǌǌέǍǏ σε 
κǙκǋǏ. ΦέǐǏǒǌε τǏ εǒθǙγǐαǌǌǏ τǌήǌα 𝛢𝛥, ǘȷǏǒ 𝛥 τǒǓαίǏ σηǌείǏ τηǑ 𝛣𝛤. Η 
ȷǐǏέκταση τǏǒ 𝛢𝛥 τέǌǍει τǏǍ κǙκǋǏ στǏ 𝛦. Να δείǎετε ǘτι 𝛢𝛣෠𝛤 ൌ 𝛢𝛦෠𝛣. 
 

12. ΔίǍεται κǙκǋǏǑ ሺ𝛫, 𝑅ሻ και σηǌείǏ 𝛣 εκτǘǑ αǒτǏǙ. Με κέǍτǐǏ τǏ ǌέσǏ 𝛭 τǏǒ 𝛫𝛣 και 
ακτίǍα 𝛭𝛣 φέǐǏǒǌε ηǌικǙκǋιǏ ǌε διάǌετǐǏ 𝛫𝛣. ΑǍ 𝛢 είǍαι τǏ σηǌείǏ τǏǌήǑ τǏǒ 
κǙκǋǏǒ ሺ𝛫, 𝑅ሻ ǌε τǏ ηǌικǙκǋιǏ, Ǎα ǒȷǏǋǏγίσετε τη γǕǍία 𝛫𝛢𝛣. Να δείǎετε ǘτι η 
εǒθεία ȷǏǒ ȷεǐǍά αȷǘ τα σηǌεία 𝛢 και 𝛣 είǍαι εφαȷτǏǌέǍη τǏǒ κǙκǋǏǒ. 
 

13. ΣτǏ ȷιǏ κάτǕ σǓήǌα, η ηǌιεǒθεία 𝛢𝑥 είǍαι εφαȷτǏǌέǍη τǏǒ κǙκǋǏǒ ሺ𝛰, 𝜌ሻ στǏ 
σηǌείǏ τǏǒ 𝛢. ΑǍ δίǍεται ǘτι 𝛤𝛢መ𝑥 ൌ  85° και 𝛥𝛣෠𝛢 ൌ  40°, Ǎα ǒȷǏǋǏγίσετε τιǑ γǕǍίεǑ 
𝛣ଵ και 𝜑. 

 

 
 

14. ΔίǍεται τǐίγǕǍǏ 𝛢𝛣𝛤 εγγεγǐαǌǌέǍǏ σε κǙκǋǏ ሺ𝛢𝛣 ൏ 𝛢𝛤ሻ και η διǓǏτǘǌǏǑ 𝛢𝛥 τηǑ 
γǕǍίαǑ 𝛣𝛢𝛤. Η εφαȷτǏǌέǍη τǏǒ κǙκǋǏǒ στǏ σηǌείǏ 𝛢 τέǌǍει τηǍ εǒθεία 𝛣𝛤 στǏ 𝛦. 
Να αȷǏδείǎετε ǘτι τǏ τǐίγǕǍǏ 𝛦𝛢𝛥 είǍαι ισǏσκεǋέǑ. 
 

 
 

15. ΔίǍεται κǙκǋǏǑ ǌε διάǌετǐǏ 𝛢𝛣 και εφαȷτǏǌέǍη 𝐵𝑥. Αȷǘ έǍα σηǌείǏ 𝛦 τǏǒ κǙκǋǏǒ 
φέǐǏǒǌε τέǌǍǏǒσα 𝛢𝛦 η ǏȷǏία ǘταǍ ȷǐǏεκταθεί, τέǌǍει τη 𝛣𝑥 στǏ σηǌείǏ 𝛤. Η 
εφαȷτǏǌέǍη τǏǒ κǙκǋǏǒ στǏ σηǌείǏ 𝛦 τέǌǍει τη 𝛣𝑥 στǏ σηǌείǏ 𝛥. Να δείǎετε ǘτι τǏ 
τǐίγǕǍǏ 𝛤𝛥𝐸 είǍαι ισǏσκεǋέǑ. 
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16. ΔǙǏ ίσǏι κǙκǋǏι τέǌǍǏǍται στα 𝛢 και 𝛣. Αȷǘ τǏ 𝛢 φέǐǏǒǌε εǒθεία ȷǏǒ τέǌǍει τǏǒǑ 
δǙǏ κǙκǋǏǒǑ στα σηǌεία 𝛤 και 𝛥. Να δείǎετε ǘτι τǏ τǐίγǕǍǏ 𝛣𝛤𝛥 είǍαι ισǏσκεǋέǑ. 
 

17. ΤǏ τǐίγǕǍǏ 𝛢𝛣𝛤 είǍαι εγγεγǐαǌǌέǍǏ σε κǙκǋǏ. ΑǍ 𝛢𝛥 είǍαι τǏ ǙǔǏǑ τǏǒ τǐιγǚǍǏǒ 
και 𝛢𝛦 η διάǌετǐǏǑ τǏǒ κǙκǋǏǒ, Ǎα δείǎετε ǘτι 𝛣𝛢መ𝛦 ൌ 𝛥𝛢መ𝛤. 
 

18. Σε κǙκǋǏ φέǐǏǒǌε ǓǏǐδή 𝛢𝛤 και τηǍ εφαȷτǏǌέǍη τǏǒ κǙκǋǏǒ 𝛢𝛥. Η διǓǏτǘǌǏǑ τηǑ 
γǕǍίαǑ 𝛥𝛢𝛤 τέǌǍει τǏǍ κǙκǋǏ στǏ σηǌείǏ 𝛦. Να δείǎετε ǘτι τǏ τǐίγǕǍǏ 𝛢𝛦𝛤 είǍαι 
ισǏσκεǋέǑ. 
 

19. ΈστǕ Ǐι ǏǌǘκεǍτǐǏι κǙκǋǏι ሺΟ, Rሻ  και ሺO, ρሻ, ǘȷǏǒ R ൐ ρ. Να αȷǏδείǎετε ǘτι ǘǋεǑ Ǐι 
ǓǏǐδέǑ τǏǒ ǌεγάǋǏǒ κǙκǋǏǒ ȷǏǒ εφάȷτǏǍται στǏǍ ǌικǐǘ κǙκǋǏ είǍαι ίσεǑ. 
 

 
 

20. ΔǒǏ κǙκǋǏι τέǌǍǏǍται στα σηǌεία 𝛢 και 𝛣. ΑǍ 𝛤 και 𝛥 είǍαι τα διαǌετǐικά σηǌεία 
τǏǒ 𝛢 στǏǒǑ δǙǏ κǙκǋǏǒǑ, Ǎα δείǎετε ǘτι η εǒθεία 𝛤𝛥 ȷεǐǍά αȷǘ τǏ σηǌείǏ 𝛣. 
 

 
 

21. ΔίǍεται κǙκǋǏǑ ሺ𝛫, 𝑅ሻ και τǒǓαία ǓǏǐδή τǏǒ 𝛢𝛣. Να αȷǏδείǎετε τα ȷιǏ κάτǕ 
θεǕǐήǌατα: 
(α) Η εǒθεία ȷǏǒ ȷεǐǍά αȷǘ τǏ κέǍτǐǏ 𝛫 εǍǘǑ κǙκǋǏǒ και είǍαι κάθετη ȷǐǏǑ τη 

ǓǏǐδή 𝛢𝛣, ȷεǐǍά αȷǘ τǏ ǌέσǏ 𝛮 τηǑ ǓǏǐδήǑ και αȷǘ τǏ ǌέσǏ 𝛭 τǏǒ τǘǎǏǒ 𝛢𝛣. 
(β) Η εǒθεία ȷǏǒ ȷεǐǍά αȷǘ τǏ κέǍτǐǏ 𝛫 εǍǘǑ κǙκǋǏǒ και αȷǘ τǏ ǌέσǏ 𝛮 ǌιαǑ 

ǓǏǐδήǑ 𝛢𝛣, είǍαι κάθετη στη ǓǏǐδή και ȷεǐǍά αȷǘ τǏ ǌέσǏ 𝛭 τǏǒ τǘǎǏǒ 𝛢𝛣. 
(γ) Η εǒθεία ȷǏǒ ȷεǐǍά αȷǘ τǏ κέǍτǐǏ 𝛫 εǍǘǑ κǙκǋǏǒ και αȷǘ τǏ ǌέσǏ 𝛭 εǍǘǑ 

τǘǎǏǒ 𝛢𝛣, είǍαι ǌεσǏκάθετη τηǑ ǓǏǐδήǑ 𝛢𝛣. 
(δ) Η εǒθεία ȷǏǒ ȷεǐǍά αȷǘ τǏ ǌέσǏ ǓǏǐδήǑ 𝛢𝛣 και τǏ ǌέσǏ τǏǒ αǍτίστǏιǓǏǒ 

τǘǎǏǒ 𝛢𝛣, ȷεǐǍά αȷǘ τǏ κέǍτǐǏ τǏǒ κǙκǋǏǒ και είǍαι κάθετη ǌε τη ǓǏǐδή 𝛢𝛣. 
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ΛǙσǇ ΠǐǏǄǋǁǌατǏǑ 
 

ΠΕΡΙΣƸΡΕΦΟΜΕΝΗ ΠΟΡƸΑ 
Μια ȷεǐιστǐεφǘǌεǍη ȷǘǐτα ȷεǐιǋαǌβάǍει τǐία φǙǋǋα ȷǏǒ ȷεǐιστǐέφǏǍται σε έǍαǍ 
κǒκǋικǘ ǓǚǐǏ. Η εσǕτεǐική διάǌετǐǏǑ αǒτǏǙ τǏǒ ǓǚǐǏǒ είǍαι 2 ǌέτǐα (200 
εκατǏστǘǌετǐα). Τα τǐία φǙǋǋα τηǑ ȷǘǐταǑ ǓǕǐίζǏǒǍ τǏǍ ǓǚǐǏ σε τǐειǑ ίσǏǒǑ τǏǌείǑ. 
Οι ȷιǏ κάτǕ τǐειǑ κατǘǔειǑ δείǓǍǏǒǍ τα φǙǋǋα τηǑ ȷǘǐταǑ σε τǐειǑ διαφǏǐετικέǑ 
θέσειǑ. 

 
 

 
 
 
 
ΕǐǚτǇσǇ 1: 
ΠǏιǏ είǍαι τǏ άǍǏιγǌα τηǑ γǕǍίαǑ, σε ǌǏίǐεǑ, ȷǏǒ σǓηǌατίζεται αȷǘ δǙǏ φǙǋǋα τηǑ 
ȷǘǐταǑ; 
…………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 
ΕǐǚτǇσǇ 2: 
Τα δǙǏ αǍǏίγǌατα τηǑ ȷǘǐταǑ (τα διακεκǏǌǌέǍα τǘǎα στǏ 
διάγǐαǌǌα) έǓǏǒǍ τǏ ίδιǏ ǌέγεθǏǑ. ΣτηǍ ȷεǐίȷτǕση ȷǏǒ αǒτά 
τα αǍǏίγǌατα είǍαι ȷǏǋǙ ǌεγάǋα, τα ȷεǐιστǐεφǘǌεǍα φǙǋǋα δεǍ 
ǌȷǏǐǏǙǍ Ǎα σφǐαγίσǏǒǍ τǏǍ ǓǚǐǏ και έτσι ǌȷǏǐεί Ǎα ǒȷάǐǎει 
εǋεǙθεǐη ǐǏή αέǐα ǌεταǎǙ τηǑ εισǘδǏǒ και τηǑ εǎǘδǏǒ, 
ȷǐǏκαǋǚǍταǑ αǍεȷιθǙǌητη αȷǚǋεια ή σǒσσǚǐεǒση 
θεǐǌǘτηταǑ. Αǒτǘ φαίǍεται στǏ διȷǋαǍǘ διάγǐαǌǌα.  
ΠǏιǏ είǍαι τǏ ǌέγιστǏ ǌήκǏǑ τǏǒ τǘǎǏǒ, σε εκατǏστǘǌετǐα (cm), 
ȷǏǒ ǌȷǏǐεί Ǎα έǓει κάθε άǍǏιγǌα τηǑ ȷǘǐταǑ, ǚστε Ǎα ǌηǍ ǌȷǏǐεί Ǎα ǒȷάǐǎει 
εǋεǙθεǐη ǐǏή αέǐα ǌεταǎǙ τηǑ εισǘδǏǒ και τηǑ εǎǘδǏǒ; 
…………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 
ΕǐǚτǇσǇ 3: 
Η ȷǘǐτα κάǍει 4 ȷεǐιστǐǏφέǑ σε έǍα ǋεȷτǘ. ΥȷάǐǓει ǓǚǐǏǑ για δǙǏ άτǏǌα σε καθέǍα 
αȷǘ τǏǒǑ τǐειǑ τǏǌείǑ. ΠǏιǏǑ είǍαι Ǐ ǌέγιστǏǑ αǐιθǌǘǑ ατǘǌǕǍ ȷǏǒ ǌȷǏǐǏǙǍ Ǎα 
εισέǋθǏǒǍ αȷǘ τηǍ ȷǘǐτα στǏ κτήǐιǏ σε 30 ǋεȷτά; 
 

PISA 2012 

ΠιθαǍή ǐǏή τǏǒ αέǐα 
σε αǒτή τη θέση. 

Έξοδος 

Είσοδος 

200 cm 

Φύλλα 
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Δρασʏηριόʏηʏες Εμπλοʐʏισμοʑ 

 

1. Σε κǙκǋǏ ሺ𝛰, 𝑅ሻ δίǍεται ǓǏǐδή 𝛢𝛣 και ακτίǍα 𝛰𝛤 τǏǒ κǙκǋǏǒ ȷαǐάǋǋηǋη ǌε τηǍ 𝛢𝛣. 
Να δείǎετε ǘτι ሺ𝛢𝛤ሻଶ ൅ ሺ𝛣𝛤ሻଶ ൌ 4𝑅ଶ. 
 

2. ΣτǏ ȷιǏ κάτǕ σǓήǌα, δίǍεται γǕǍία 𝑥𝐴𝑦, ǘȷǏǒ η κǏǐǒφή τηǑ 𝛢 είǍαι εǎǕτεǐικǘ 
σηǌείǏ τǏǒ κǙκǋǏǒ. Οι ȷǋεǒǐέǑ τηǑ 𝛢𝑥 και 𝐴𝑦 τέǌǍǏǒǍ τǏǍ κǙκǋǏ στα σηǌεία 𝛣, 𝛤 
και 𝛥, 𝛦, αǍτίστǏιǓα. Να αȷǏδείǎετε ǘτι η γǕǍία 𝑥𝐴𝑦 ισǏǙται ǌε τη διαφǏǐά τǕǍ 
εγγεγǐαǌǌέǍǕǍ γǕǍιǚǍ ȷǏǒ βαίǍǏǒǍ στα τǘǎα τǏǒ κǙκǋǏǒ ȷǏǒ ȷεǐιέǓει η γǕǍία 
𝑥𝐴𝑦, δηǋαδή 𝑥𝐴መ𝑦 ൌ 𝛤𝛣෠𝛦 െ 𝛢𝛦෠𝛣, ǘȷǏǒ 𝛤𝛣෠𝛦 ൐ 𝛢𝛦෠𝛣. 
 

 
 

3. ΔίǍεται τετǐάγǕǍǏ 𝛢𝛣𝛤𝛥  ǌε ȷǋεǒǐά 𝑎. Με διάǌετǐǏ 𝛢𝛣 γǐάφǏǒǌε ηǌικǙκǋιǏ ǌέσα 
στǏ τετǐάγǕǍǏ και ǌε κέǍτǐǏ 𝛢 και ακτίǍα 𝑎 γǐάφǏǒǌε τǘǎǏ ǌέσα στǏ τετǐάγǕǍǏ. 
Αȷǘ τǏ 𝛢 φέǐǏǒǌε ηǌιεǒθεία ȷǏǒ τέǌǍει τǏ τǘǎǏ στǏ σηǌείǏ 𝛧 και τǏ ηǌικǙκǋιǏ στǏ 
σηǌείǏ 𝛦. ΑǍ 𝛧𝛨 ⊥ 𝛣𝛤, ǌε 𝛨 σηǌείǏ τηǑ 𝛣𝛤, Ǎα αȷǏδείǎετε ǘτι 𝛧𝛦 ൌ 𝛧𝛨. 
 

4. ΣτǏ ȷιǏ κάτǕ σǓήǌα, δίǍεται γǕǍία 𝑥𝐴𝑦, ǘȷǏǒ η κǏǐǒφή τηǑ 𝛢 είǍαι εσǕτεǐικǘ 
σηǌείǏ τǏǒ κǙκǋǏǒ. Οι ȷǋεǒǐέǑ τηǑ 𝛢𝑥, 𝐴𝑦 και Ǐι ȷǐǏεκτάσειǑ τǏǒǑ τέǌǍǏǒǍ τǏǍ 
κǙκǋǏ στα σηǌεία 𝛣, 𝛥 και 𝛤, 𝛦, αǍτίστǏιǓα. Να αȷǏδείǎετε ǘτι η γǕǍία 𝑥𝐴𝑦 ισǏǙται 
ǌε τǏ άθǐǏισǌα τǕǍ εγγεγǐαǌǌέǍǕǍ γǕǍιǚǍ ȷǏǒ βαίǍǏǒǍ στα τǘǎα τǏǒ κǙκǋǏǒ 
ȷǏǒ ȷεǐιέǓει η γǕǍία 𝑥𝐴𝑦 και η κατακǏǐǒφήǍ τηǑ, δηǋαδή 𝑥𝐴መ𝑦 ൌ 𝛢𝛣෠𝛦 ൅ 𝛣𝛦෠𝛢. 
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5. ΣτǏ ȷιǏ κάτǕ σǓήǌα, Ǐι κǙκǋǏι ሺ𝛫, 𝑅ሻ και ሺ𝛬, 𝜌ሻ εφάȷτǏǍται εǎǕτεǐικά στǏ σηǌείǏ 
𝛢 και η εǒθεία 𝛣𝛤 είǍαι κǏιǍή εφαȷτǏǌέǍη τǕǍ κǙκǋǕǍ ሺ𝛫, 𝑅ሻ και ሺ𝛬, 𝜌ሻ στα σηǌεία 
𝛣 και 𝛤, αǍτίστǏιǓα. Να δείǎετε ǘτι 𝛣𝛢መ𝛤 ൌ 90∘. 
 

 
 

6. ΔίǍεται τǐίγǕǍǏ 𝛢𝛣𝛤 εγγεγǐαǌǌέǍǏ σε κǙκǋǏ ሺ𝛫, 𝑅ሻ. ΑǍ η διǓǏτǘǌǏǑ τηǑ γǕǍίαǑ 𝛢 
τǏǒ τǐιγǚǍǏǒ 𝛢𝛣𝛤 και η ǌεσǏκάθετη τηǑ ȷǋεǒǐάǑ 𝛣𝛤 τέǌǍǏǍται στǏ σηǌείǏ 𝛦, Ǎα 
δείǎετε ǘτι τǏ 𝛦 είǍαι σηǌείǏ τǏǒ κǙκǋǏǒ ሺ𝛫, 𝑅ሻ. 

(Θεǚǐηǌα τǏǒ ΝǘτǉǏǒ ΠǘǋǏǒ) 
 

7. ΣτǏ ȷιǏ κάτǕ σǓήǌα, Ǐ κǙκǋǏǑ ሺ𝛬, 𝜌ሻ εφάȷτεται εσǕτεǐικά στǏǍ κǙκǋǏ ሺ𝛫, 𝑅ሻ και 
στη ǓǏǐδή 𝛣𝛤 στα σηǌεία 𝛢 και 𝛦, αǍτίστǏιǓα. ΑǍ 𝛧 είǍαι τǒǓαίǏ σηǌείǏ τǏǒ 
κǙκǋǏǒ ሺ𝛬, 𝜌ሻ και Ǐι εǒθείεǑ 𝛢𝛦, 𝛢𝛧 τέǌǍǏǒǍ τǏǍ κǙκǋǏ ሺ𝛫, 𝑅ሻ στα σηǌεία 𝛴, 𝛲, 
αǍτίστǏιǓα, Ǎα δείǎετε ǘτι 𝛴𝛲 ∥ 𝛦𝛧. 
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4.1  Η ΕΝΝΟΙΑ ΤΟΥ ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΟΣ 

 
Το ȷαιχνίδι του σκακιοǙ ȷαίζεται μεταξǙ δǙο αντιȷάλων ȷου κινοǙν εναλλάξ τα 
κομμάτια τους ȷάνω σε µια τετράγωνη εȷιφάνεια ȷου λέγεται «σκακιέρα». Ο ȷαίκτης 
µε τα λευκά κομμάτια αρχίζει το ȷαιχνίδι. 
 
Ο αντικειμενικǘς σκοȷǘς (στǘχος) κάθε ȷαίκτη είναι να «εȷιτεθεί» στον Βασιλιά του 
αντιȷάλου του µε τέτοιο τρǘȷο, ǚστε ο αντίȷαλος να µην έχει κίνηση. 
 
Στο ξεκίνημα του ȷαιχνιδιοǙ ο ένας ȷαίκτης έχει 16 ανοιχτǘχρωμα κομμάτια (τα 
«λευκά κομμάτια») και ο άλλος έχει 16 σκουρǘχρωμα κομμάτια (τα «µαǙρα 
κομμάτια»). 
 

Κομμάτια Σύμβολο 
Αρχική διάταξη 
στη σκακιέρα 

Βασιλιάς 
 

 

Βασίλισσα 
 

ΠǙργος 
 

Αξιωματικǘς 
 

Άλογο 
 

Πιǘνι 
 

 
Το κάθε κομμάτι μȷορεί να κινηθεί σε μια νέα θέση, σǙμφωνα με συγκεκριμένους 
κανǘνες (κανονικές κινήσεις) ȷου διέȷουν το σκάκι. Στα ȷιο κάτω σχήματα φαίνονται 
ο τρǘȷος ȷου κινοǙνται η βασίλισσα, ο ȷǙργος, το άλογο και ο αξιωματικǘς.  
 

ΔǉεǐεǙǍǇσǇ 1 
ΠαǐατήΔǐǇ

σǇ 
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Η βασίλισσα κινείται σε οȷοιοδήȷοτε τετράγωνο οριζǘντια, κατακǘρυφα και 
διαγǚνια, ο ȷǙργος κινείται σε οȷοιοδήȷοτε τετράγωνο οριζǘντια και κατακǘρυφα, ο 
αξιωματικǘς κινείται σε οȷοιοδήȷοτε τετράγωνο διαγǚνια και το άλογο κινείται σε 
ένα αȷǘ τα ȷλησιέστερα τετράγωνα αȷǘ αυτǘ ȷου βρίσκεται, αλλά ǘχι στην ίδια 
οριζǘντια ή κατακǘρυφη ή διαγǚνιο. 

x Στη σκακιέρα 𝛢 να τοȷοθετήσετε μια βασίλισσα στη θέση ሺ𝑓, 7ሻ και να 
ȷεριγράψετε την κίνηση της βασίλισσας σε τρεις διαφορετικές θέσεις. 

x Στη σκακιέρα 𝛣 να τοȷοθετήσετε ένα άλογο στη θέση ሺ𝑑, 4ሻ και να ȷεριγράψετε 
την κίνηση του ȷǙργου σε τρεις διαφορετικές θέσεις. 

x Στη σκακιέρα 𝛤 να τοȷοθετήσετε έναν ȷǙργο στη θέση ሺ𝑐, 3ሻ και να ȷεριγράψετε 
την κίνηση του ȷǙργου σε τρεις διαφορετικές θέσεις. 

x Στη σκακιέρα 𝛥 να τοȷοθετήσετε έναν αξιωματικǘ στη θέση ሺ𝑒, 6ሻ και να 
ȷεριγράψετε την κίνηση του αξιωματικοǙ σε τρεις διαφορετικές θέσεις. 

 
  

𝜜 𝜝 

𝜞 𝜟 
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Να χρησιμοȷοιήσετε το ψηφιακǘ εκȷαιδευτικǘ ȷεριεχǘμενο 
«ΛΤ_ΜΑΘ_Β_ΨΕΠ13_Έννοιες διανυσμάτǕν και ȷράξεις με διανǙσματα_1.1». 
 

 
 

x Να εȷιλέξετε το εικονίδιο «Εκκίνηση», για να αρχίσει το αυτοκίνητο να κινείται με 
ορισμένη ταχǙτητα και ȷρος ορισμένη κατεǙθυνση. Με το εικονίδιο «Εκκίνηση» 
μȷορείτε να σταματήσετε το αυτοκίνητο. 

x Με τον δρομέα «Μέτρο» μεταβάλλεται η ταχǙτητα με την οȷοία κινείται το 
αυτοκίνητο και με τον δρομέα «ΔιεǙθυνση» ȷεριστρέφεται το αυτοκίνητο και 
καθορίζεται η ȷορεία ȷου θα ακολουθήσει. 

x Να εȷιλέξετε τα εικονίδια «ΤοίǓος» και «Βαρέλι» και να οδηγήσετε το αυτοκίνητο 
ǚστε να συγκρουστεί με το βαρέλι, αȷοφεǙγοντας τους τοίχους. 

x Να ȷεριγράψετε την κίνηση του αυτοκινήτου σε κάθε ȷερίȷτωση. 

 
Τα μεγέθη χωρίζονται σε δǙο κǙριες κατηγορίες: 

Α. Μονόμετρο μέγεθος λέγεται κάθε μέγεθος ȷου χαρακτηρίζεται μǘνο αȷǘ το 
μέτρο του. 
 
Για ȷαράδειγμα, το μήκος, η μάζα, ο ǘγκος, η θερμοκρασία είναι μονǘμετρα 
μεγέθη. 
 
Η ȷλήρης ȷεριγραφή ενǘς μονǘμετρου μεγέθους αȷαιτεί: 
(α) μια μονάδα μέτρησης και 
(β) έναν αριθμǘ ȷου δηλǚνει ȷǘσες φορές η μονάδα ȷεριέχεται στο μέγεθος 

αυτǘ. 
 
Για ȷαράδειγμα, για να εκφράσουμε τη μάζα ενǘς ανθρǚȷου, ǓρησιμοȷοιοǙμε Ǖς 
μονάδα μέτρησης το Ǔιλιǘγραμμο (ΆνθρǕȷος μάζας 80 kg). 

ΔǉεǐεǙǍǇσǇ 2 
ΠαǐατήΔǐǇ

σǇ 
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Β. Διανυσματικό μέγεθος ή διάνυσμα λέγεται κάθε μέγεθος ȷου χαρακτηρίζεται 
αȷǘ το μέτρο, τη διεǙθυνση και τη φορά του. 
 
Για ȷαράδειγμα, η ταǓǙτητα, η εȷιτάǓυνση, η μετατǘȷιση, η δǙναμη είναι 
διανυσματικά μεγέθη. 
 

Η ȷλήρης ȷεριγραφή ενǘς διανυσματικοǙ μεγέθους αȷαιτεί: 

(α) μέτρο, 
(β) διεǙθυνση και 
(γ) φορά. 

 
Για ȷαράδειγμα, η ταǓǙτητα ενǘς αυτοκινήτου έǓει μέτρο 100 km/h, διεǙθυνση 
τον αυτοκινητǘδρομο ΛευκǕσίας – ΛεμεσοǙ και φορά αȷǘ Λεμεσǘ ȷρος ΛευκǕσία. 
 

Ορισμός 
Αν 𝛢 και 𝛣 είναι δǙο διαφορετικά σημεία του εȷιȷέδου, τǘτε το ȷροσανατολισμένο 
ευθǙγραμμο τμήμα με αρχή το 𝛢 και ȷέρας το 𝛣 λέγεται εφαρμοστό διάνυσμα με 
σημείο εφαρμογής το 𝛢 και συμβολίζεται με 𝛢𝛣ሬሬሬሬሬ  
 

 
 
Σχόλια 

x Ένα διάνυσμα 𝛢𝛣ሬሬሬሬሬ  έχει τα εξής στοιχεία: 
¾ Διεύθυνση: Η ευθεία ሺ𝜀ሻ ȷου ορίζεται αȷǘ τα άκρα 𝛢, 𝛣 (φορέας του 

διανύσματος). 
¾ Φορά: Καθορίζεται αȷǘ την αρχή και το τέλος ενǘς διανǙσματος. Το 

διάνυσμα  𝛢𝛣ሬሬሬሬሬ  έχει αρχή το 𝛢 και τέλος το 𝛣, ενǚ το διάνυσμα αρχή 𝛣𝛢ሬሬሬሬሬ  έχει 
αρχή το 𝛣 και τέλος το 𝛢. 

¾ Μέτρο: Tο μήκος του ευθǙγραμμου τμήματος 𝛢𝛣, το οȷοίο συμβολίζουμε με 
ห𝛢𝛣ሬሬሬሬሬ ห. Το μέτρο είναι ȷάντοτε ένας θετικǘς αριθμǘς ή μηδέν. 

x Ένα διάνυσμα λέγεται μηδενικό, ǘταν η αρχή και το τέλος του συμȷίȷτουν. Το 
συμβολίζουμε με 𝟎ሬሬ  και έχει μέτρο μηδέν. Δηλαδή, ห0ሬ ห ൌ 0. 

x Μοναδιαίο λέγεται το διάνυσμα ȷου έχει μέτρο ίσο με τη μονάδα. 
 
Για ȷαράδειγμα, το διάνυσμα 𝛢𝛣ሬሬሬሬሬ  είναι μοναδιαίο αν ห𝛢𝛣ሬሬሬሬሬ ห ൌ 1. 
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Ορισμός 
Παράλληλα ή συγγραμμικά ονομάζονται τα μη-μηδενικά διανǙσματα, τα οȷοία 
έχουν την ίδια διεǙθυνση. 
 
Αν τα διανǙσματα 𝛢𝛣ሬሬሬሬሬ  και 𝛤𝛥ሬሬሬሬሬ  είναι ȷαράλληλα, γράφουμε 𝛢𝛣ሬሬሬሬሬ ∥ 𝛤𝛥ሬሬሬሬሬ . 
 
Τα ȷαράλληλα διανǙσματα διακρίνονται σε δǙο κατηγορίες: 

x Τα ομόρροȷα, τα οȷοία έχουν την ίδια φορά. 
Για ȷαράδειγμα, τα ȷαράλληλα διανǙσματα 𝛢𝛣ሬሬሬሬሬ  και 𝛤𝛥ሬሬሬሬሬ  είναι ομǘρροȷα, γιατί έǓουν 
την ίδια φορά. Γράφουμε 𝛢𝛣ሬሬሬሬሬ ↑↑ 𝛤𝛥ሬሬሬሬሬ . 
 

 
 

x Τα αντίρροȷα, τα οȷοία έχουν αντίθετη φορά. 
Για ȷαράδειγμα, τα ȷαράλληλα διανǙσματα 𝛢𝛣ሬሬሬሬሬ  και 𝛥𝛤ሬሬሬሬሬ  είναι αντίρροȷα, γιατί 
έǓουν αντίθετη φορά. Γράφουμε 𝛢𝛣ሬሬሬሬሬ ↑↓ 𝛥𝛤ሬሬሬሬሬ . 
 

 
 

Ορισμοί 

(α) Ίσα είναι τα διανǙσματα, τα οȷοία έχουν την ίδια διεǙθυνση, την ίδια φορά και το 
ίδιο μέτρο. 

(β) Αντίθετα είναι δǙο διανǙσματα, τα οȷοία έχουν την ίδια διεǙθυνση, το ίδιο 
μέτρο, αλλά αντίθετη φορά.  
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Για ȷαράδειγμα: 
x Στο ȷιο κάτǕ σǓήμα, τα ȷαράλληλα διανǙσματα 𝛢𝛣ሬሬሬሬሬ , 𝛤𝛥ሬሬሬሬሬ  και 𝛩𝛨ሬሬሬሬሬሬ  είναι ίσα, ενǚ το 

διάνυσμα 𝛦𝛧ሬሬሬሬሬ  είναι αντίθετο με τα υȷǘλοιȷα τρία διανǙσματα. 
Γράφουμε 𝛢𝛣ሬሬሬሬሬ ൌ 𝛤𝛥ሬሬሬሬሬ ൌ 𝛩𝛨ሬሬሬሬሬሬ ൌ − 𝛦𝛧ሬሬሬሬሬ . 
 

 
 

x Στο ȷιο κάτǕ ȷαραλληλǘγραμμο 𝛥𝛦𝛧𝛨 τα διανǙσματα 𝛥𝛦ሬሬሬሬሬ  και 𝛨𝛧ሬሬሬሬሬ  είναι ίσα, ενǚ τα 
διανǙσματα 𝛥𝛨ሬሬሬሬሬ  και 𝛧𝛦ሬሬሬሬሬ  είναι αντίθετα. 
Γράφουμε 𝛥𝛦ሬሬሬሬሬ ൌ 𝛨𝛧ሬሬሬሬሬ , 𝛥𝛨ሬሬሬሬሬ ൌ − 𝛧𝛦ሬሬሬሬሬ . 
 

 
 

Εȷίσης, ισǓǙει 𝛥𝛰ሬሬሬሬሬ ൌ 𝛰𝛧ሬሬሬሬሬ , 𝛦𝛰ሬሬሬሬሬ ൌ 𝛰𝛨ሬሬሬሬሬሬ  , 𝛦𝛰ሬሬሬሬሬ ൌ −𝛨𝛰ሬሬሬሬሬሬ  κλȷ. 
 

Ορισμός 
Κάθε εφαρμοστǘ διάνυσμα 𝛢𝛣ሬሬሬሬሬ  του εȷιȷέδου έχει άȷειρα διανǙσματα ίσα με αυτǘ. Το 
σǙνολο των διανυσμάτων του εȷιȷέδου ȷου είναι ίσα με το 𝛢𝛣ሬሬሬሬሬ  λέγεται ελεύθερο 
διάνυσμα και μȷορεί να συμβολιστεί με 𝑎 . Το διάνυσμα 𝛢𝛣ሬሬሬሬሬ  (ή οȷοιοδήȷοτε άλλο 
διάνυσμα ίσο με αυτǘ) θεωρείται αντιȷρόσωȷος του ελεǙθερου διανǙσματος. 
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Παǐάδεǉγǌα 1 
Δίνεται το τετράγωνο 𝛢𝛣𝛤𝛥, ǘȷως φαίνεται στο ȷιο κάτω σχήμα. 

 

(α) Να γράψετε δǙο διανǙσματα, τα οȷοία έχουν ως αρχή το σημείο 𝛣. 
(β) Να γράψετε ένα διάνυσμα, ȷου να είναι ίσο με το διάνυσμα 𝛥𝛤ሬሬሬሬሬ  και να 

δικαιολογήσετε την αȷάντησή σας. 
(γ) Να γράψετε τις σχέσεις ȷου συνδέουν τα διανǙσματα 𝛤𝛣ሬሬሬሬሬ  και 𝛢𝛥ሬሬሬሬሬ . 

 
Λύση 

(α) Τα διανǙσματα 𝛣𝛢ሬሬሬሬሬ  και 𝛣𝛤ሬሬሬሬሬ  έχουν ως αρχή το σημείο 𝛣. 
(β) Το διάνυσμα 𝛢𝛣ሬሬሬሬሬ  είναι ίσο με το 𝛥𝛤ሬሬሬሬሬ , γιατί έχουν την ίδια διεǙθυνση (ως αȷέναντι 

ȷλευρές τετραγǚνου), την ίδια φορά και το ίδιο μέτρο (ως ȷλευρές τετραγǚνου). 
(γ) Τα διανǙσματα 𝛤𝛣ሬሬሬሬሬ  και 𝛢𝛥ሬሬሬሬሬ  είναι αντίθετα. Έχουν την ίδια διεǙθυνση, αντίθετη 

φορά και το ίδιο μέτρο (𝛤𝛣 ∥ 𝛢𝛥 ως αȷέναντι ȷλευρές ȷαραλληλογράμμου, 
𝛤𝛣ሬሬሬሬሬ ↑↓ 𝛢𝛥ሬሬሬሬሬ , ห𝛤𝛣ሬሬሬሬሬ ห ൌ ห𝛢𝛥ሬሬሬሬሬ ห). 

 

Παǐάδεǉγǌα 2 
Το ȷιο κάτω σχήμα αȷοτελείται αȷǘ ισǘȷλευρα τρίγωνα ȷλευράς 2 cm. Τα σημεία 
𝛢, 𝛣, 𝛤, 𝛥, 𝛦, 𝛧, 𝛨, 𝛩, 𝛫, 𝛬 και 𝛭 είναι οι κορυφές των τριγǚνων. 

 

(α) Να βρείτε ένα ζεǙγος ομǘρροȷων διανυσμάτων και ένα ζεǙγος αντίρροȷων 
διανυσμάτων. 

(β) Να βρείτε ένα ζεǙγος ίσων διανυσμάτων και ένα ζεǙγος αντίθετων διανυσμάτων. 
(γ) Να υȷολογίσετε το μέτρο των διανυσμάτων 𝛢𝛤ሬሬሬሬሬ , 𝛣𝛫ሬሬሬሬሬሬ  και 𝛩𝛦ሬሬሬሬሬ . 
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Λύση 

(α) Τα ευθǙγραμμα τμήματα 𝛢𝛥 και 𝛦𝛩 είναι ȷαράλληλα. Έτσι, τα διανǙσματα 𝛢𝛤ሬሬሬሬሬ  και 
𝛧𝛨ሬሬሬሬሬ  είναι ομǘρροȷα, γιατί είναι ȷαράλληλα και έχουν την ίδια φορά. 
Ομοίως, τα διανǙσματα 𝛢𝛤ሬሬሬሬሬ  και  𝛨𝛧ሬሬሬሬሬ  είναι αντίρροȷα, γιατί είναι ȷαράλληλα και 
έχουν αντίθετη φορά. 

(β) Τα διανǙσματα 𝛢𝛤ሬሬሬሬሬ  και 𝛧𝛩ሬሬሬሬሬ  είναι ίσα, γιατί είναι ȷαράλληλα, έχουν την ίδια φορά 
και το ίδιο μέτρο (ห𝛢𝛤ሬሬሬሬሬ ห ൌ ห𝛧𝛩ሬሬሬሬሬ ห ൌ 4 cmሻ. 
Τα διανǙσματα 𝛫𝛣ሬሬሬሬሬሬ  και 𝛥𝛭ሬሬሬሬሬሬ  είναι αντίθετα, γιατί είναι ȷαράλληλα, έχουν την 
αντίθετη φορά και το ίδιο μέτρο (ห𝛫𝛣ሬሬሬሬሬሬ ห ൌ ห𝛥𝛭ሬሬሬሬሬሬ ห ൌ 4 cmሻ. 
Δηλαδή, ισχǙει 𝛫𝛣ሬሬሬሬሬሬ ൌ −𝛥𝛭ሬሬሬሬሬሬ . 

(γ) Το μήκος του 𝛢𝛤 είναι ίσο με 4 cm. Άρα, έχουμε ǘτι ห𝛢𝛤ሬሬሬሬሬ ห ൌ 4. 

Το μήκος του 𝛣𝛫 είναι ίσο με 4 cm. Άρα, έχουμε ǘτι ห𝛣𝛫ሬሬሬሬሬሬ ห ൌ 4. 

Το μήκος του 𝛩𝛦 είναι ίσο με 6 cm. Άρα, έχουμε ǘτι ห𝛩𝛦ሬሬሬሬሬ ห ൌ 6. 
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Δραστηριότητες 
 

1. Ποια αȷǘ τις ȷιο κάτω ȷροτάσεις ȷεριγράφει μονǘμετρο και ȷοια διανυσματικǘ 
μέγεθος; 
(α) Ένα καρȷοǙζι ζυγίζει 8 kg. 
(β) Ένα ȷλοίο με ταχǙτητα με μέτρο 80 ναυτικά μίλια την ǚρα, φεǙγει αȷǘ το 

Λιμάνι ȷρος Βορρά. 
(γ) Ο ȷυρετǘς μου έφθασε τους 39∘𝐶. 
(δ) Το σȷίτι του Ανδρέα βρίσκεται 1,5 km μακριά αȷǘ το δικǘ μου. 
(ε) Το σημείο 𝛢ሺ2, 0ሻ μετακινείται ȷάνω στον άξονα των τετμημένων, ȷρος τα 

δεξιά, κατά τρεις μονάδες. 
(στ) Κοιμήθηκα μǘνο 4 ǚρες χθες. 
 

2. Δίνεται το ȷαραλληλǘγραμμο 𝛦𝛧𝛨𝛩, ǘȷως φαίνεται στο ȷιο κάτω σχήμα. 
 

 
 
Να χαρακτηρίσετε με ΣΩΣΤΟ ή ΛΑΘΟΣ τις ȷιο κάτω ισǘτητες, βάζοντας σε κǙκλο 
τον αντίστοιχο χαρακτηρισμǘ, αιτιολογǚντας την αȷάντησή σας. 

(α)  𝛦𝛧ሬሬሬሬሬ ൌ  𝛩𝛨ሬሬሬሬሬሬ  ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

(β)  𝛧𝛫ሬሬሬሬሬ ൌ  𝛩𝛫ሬሬሬሬሬሬ  ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

(γ)  ห𝛧𝛨ሬሬሬሬሬ ห ൌ  ห𝛩𝛦ሬሬሬሬሬ ห ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

(δ)  𝛦𝛫ሬሬሬሬሬ ൌ  𝛫𝛨ሬሬሬሬሬሬ  ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

 
3. Στο ȷιο κάτω σχήμα οι αȷοστάσεις μεταξǙ ǘλων των διαδοχικǚν σημείων είναι 

ίσες με 1 cm. 
 

 
 

(α) Να υȷολογίσετε το μέτρο των διανυσμάτων: 
𝛥𝛦ሬሬሬሬሬ ,   𝛥𝛧ሬሬሬሬሬ ,   𝛥𝛨ሬሬሬሬሬ ,   𝛣𝛢ሬሬሬሬሬ ,   𝛣𝛤ሬሬሬሬሬ ,   𝛣𝛥ሬሬሬሬሬ ,   𝛣𝛧ሬሬሬሬሬ ,   𝛨𝛦ሬሬሬሬሬሬ ,   𝛧𝛢ሬሬሬሬሬ  

(β) Ποια αȷǘ τα ȷιο ȷάνω διανǙσματα είναι μεταξǙ τους ίσα και ȷοια αντίθετα; 
(γ) Να γράψετε ένα διάνυσμα ȷου είναι αντίρροȷο του 𝛤𝛦ሬሬሬሬሬ  και έχει μέτρο 

τριȷλάσιο αȷǘ το μέτρο του 𝛤𝛦ሬሬሬሬሬ . 
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4. Με βάση το ȷιο κάτω σχήμα: 
(α) Να βρείτε τα διανǙσματα ȷου είναι ίσα με το διάνυσμα 𝛢𝛣ሬሬሬሬሬ . 
(β) Να βρείτε τα διανǙσματα ȷου είναι αντίθετα με το διάνυσμα 𝛢𝛣ሬሬሬሬሬ . 
 

 
 

5. Στο ȷιο κάτω σχήμα ǘλα τα τρίγωνα είναι ισǘȷλευρα με ȷλευρά μήκους 1 cm. 
(α) Να βρείτε ǘλα τα ίσα και τα αντίθετα διανǙσματα ȷου σχηματίζονται αȷǘ τις 

κορυφές των τριγǚνων. 
(β) Να σχεδιάσετε, με βάση το σχήμα, τα διανǙσματα: 

i. −𝛫𝛭ሬሬሬሬሬሬሬ  ii. −𝛭𝛣ሬሬሬሬሬሬ  

(γ) Να σχεδιάσετε, με βάση το σχήμα, διάνυσμα 𝛫𝛥ሬሬሬሬሬ  ȷου να είναι ίσο με το 
διάνυσμα 𝛤𝛣ሬሬሬሬሬ . 
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6. Να σχεδιάσετε στο ȷιο κάτω σχήμα ένα διάνυσμα, το οȷοίο να: 
(α) είναι ίσο με το 𝑢ሬ  και να αρχίζει αȷǘ το σημείο 𝛢 
(β) είναι αντίθετο του 𝑣  και να αρχίζει αȷǘ το σημείο 𝐵 
(γ) έχει μέτρο ίσο με το μέτρο του 𝑤ሬሬ , να μην είναι ίσο με το 𝑤ሬሬ  και να έχει αρχή το 

σημείο 𝛤. 
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4.2  ΠΡΑΞΕΙΣ ΜΕ ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΑ 

 
ΔǙο ȷαιδιά έχουν δέσει ένα καροτσάκι με δǙο σχοινιά, ǘȷως φαίνεται στην ȷιο κάτω 
εικǘνα. Θα τραβήξουν ταυτǘχρονα τα σχοινιά, για να το μετακινήσουν. Προς ȷοια 
κατεǙθυνση θα κινηθεί το καροτσάκι; 
 

 
 
Να χρησιμοȷοιήσετε το ψηφιακǘ εκȷαιδευτικǘ ȷεριεχǘμενο 
«ΛΤ_ΜΑΘ_Β_ΨΕΠ13_Έννοιες διανυσμάτǕν και ȷράξεις με διανǙσματα_3.1». 
 
ΑφοǙ εȷιλέξετε το εικονίδιο , να ȷαρακολουθήσετε την κίνηση του καροτσιοǙ σε 
διαδοχικά βήματα. Να ȷεριγράψετε την κίνηση του καροτσιοǙ. 
 
Ορισμός 
ΔǙο διανǙσματα λέγονται διαδοχικά, ǘταν το τέλος του ενǘς διανǙσματος είναι η 
αρχή του άλλου. 
 
Για ȷαράδειγμα, τα διανǙσματα 𝛢𝛣ሬሬሬሬሬ  και 𝛣𝛤ሬሬሬሬሬ  στο ȷιο κάτǕ σǓήμα είναι διαδοǓικά, αφοǙ 
το τέλος του διανǙσματος 𝛢𝛣ሬሬሬሬሬ  είναι η αρǓή του διανǙσματος 𝛣𝛤ሬሬሬሬሬ . 
 

 

ΔǉεǐεǙǍǇσǇ 
ΠαǐατήΔǐ

ǇσǇ 
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x Άθροισμα διανυσμάτων 
Άθροισμα δύο διαδοχικǚν διανυσμάτων είναι το διάνυσμα ȷου έχει αρχή την 
αρχή του ȷρǚτου διανǙσματος και τέλος το τέλος του δεǙτερου διανǙσματος. 
 
Για ȷαράδειγμα, το άθροισμα τǕν διανυσμάτǕν 𝛢𝛣ሬሬሬሬሬ  και 𝛣𝛤ሬሬሬሬሬ  στο ȷιο κάτǕ σǓήμα 
είναι το διάνυσμα 𝛢𝛤ሬሬሬሬሬ  και γράφεται 𝛢𝛣ሬሬሬሬሬ + 𝛣𝛤ሬሬሬሬሬ ൌ 𝛢𝛤ሬሬሬሬሬ . 
 

 
 
Αν έχουμε να ȷροσθέσουμε ȷερισσǘτερα αȷǘ δǙο διαδοχικά διανǙσματα, ǘȷως 
φαίνεται στο ȷιο κάτω σχήμα, τǘτε το άθροισμά τους έχει αρχή την αρχή του 
ȷρǚτου διανǙσματος και τέλος το τέλος του τελευταίου διανǙσματος. 
 

 
 
Το άθροισμα τǕν διανυσμάτǕν 𝛢𝛣ሬሬሬሬሬ , 𝛣𝛤ሬሬሬሬሬ  και 𝛤𝛥ሬሬሬሬሬ  είναι το διάνυσμα 𝛢𝛥ሬሬሬሬሬ  και γράφεται 
𝛢𝛣ሬሬሬሬሬ + 𝛣𝛤ሬሬሬሬሬ + 𝛤𝛥ሬሬሬሬሬ ൌ 𝛢𝛥ሬሬሬሬሬ . 
 
Για να ȷροσθέσουμε δǙο διανǙσματα 𝛼  και 𝛽 , σχεδιάζουμε τα διανǙσματα 𝛢𝛣ሬሬሬሬሬ ൌ  𝛼  
και 𝛣𝛤ሬሬሬሬሬ ൌ  𝛽 , ǚστε να είναι διαδοχικά. Το άθροισμα των διανυσμάτων 𝛼  και 𝛽  
είναι: 

𝛼 + 𝛽 ൌ  𝛢𝛣ሬሬሬሬሬ + 𝛣𝛤ሬሬሬሬሬ ൌ  𝛢𝛤ሬሬሬሬሬ  
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Για να ȷροσθέσουμε δǙο διανǙσματα 𝛼  και 𝛽 , μȷοροǙμε να χρησιμοȷοιήσουμε και τη 
μέθοδο του ȷαραλληλογράμμου: 

¾ Σχεδιάζουμε τα διανǙσματα 𝛢𝛣ሬሬሬሬሬ ൌ  𝛼  και 𝛢𝛤ሬሬሬሬሬ ൌ  𝛽 , ǚστε να έχουν κοινή αρχή. 
¾ Σχηματίζουμε το ȷαραλληλǘγραμμο 𝛢𝛣𝛤𝛥 ȷου έχει ȷλευρές τα ευθǙγραμμα 

τμήματα 𝛢𝛣 και 𝛢𝛤. 
¾ Το διάνυσμα το οȷοίο έχει ως αρχή την κοινή αρχή των δǙο διανυσμάτων και 

τέλος την αȷέναντι κορυφή του ȷαραλληλογράμμου είναι το άθροισμα των 
δǙο διανυσμάτων. 
 

 
 

x Διαφορά δύο διανυσμάτων 
Η διαφορά του διανǙσματος 𝛽  αȷǘ το διάνυσμα 𝛼  συμβολίζεται με 𝛼 − 𝛽  και 
ορίζεται ως το άθροισμα του 𝛼  με το αντίθετο διάνυσμα του 𝛽 . Δηλαδή: 

𝛼 − 𝛽 ൌ 𝛼 + ሺ−𝛽 ሻ 
 
Για ȷαράδειγμα, στο ȷιο κάτǕ σǓήμα σǓεδιάζουμε το διάνυσμα 𝛣𝛤ሬሬሬሬሬ ൌ  𝛽 , ǚστε τα 
διανǙσματα 𝛼  και 𝛽  να είναι διαδοǓικά. ΑκολοǙθǕς, σǓεδιάζουμε το διάνυσμα 
𝛣𝛥ሬሬሬሬሬ ൌ  −𝛽 , το οȷοίο είναι αντίθετο με το διάνυσμα 𝛣𝛤ሬሬሬሬሬ . Η διαφορά του διανǙσματος 
𝛽  αȷǘ το διάνυσμα 𝛼  είναι το διάνυσμα 𝛢𝛥ሬሬሬሬሬ . Δηλαδή, έǓουμε ǘτι: 

𝛢𝛥ሬሬሬሬሬ ൌ 𝛢𝐵ሬሬሬሬሬ + 𝐵𝛥ሬሬሬሬሬ ൌ 𝛼 + ൫−𝛽 ൯ ൌ 𝛼 − 𝛽  
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x Πολλαȷλασιασμός αριθμού με διάνυσμα 
Αν 𝜆 είναι ένας ȷραγματικǘς μη μηδενικǘς αριθμǘς ሺ𝜆 ് 0ሻ και 𝛼  ένα διάνυσμα, 
τǘτε ονομάζουμε γινόμενο του 𝝀 εȷί το 𝜶ሬሬ  και το συμβολίζουμε 𝝀 ∙ 𝜶ሬሬ  το διάνυσμα, 
το οȷοίο: 
¾ είναι ομǘρροȷο του 𝛼 , αν 𝜆 ൐ 0 και αντίρροȷο του 𝛼 , αν 𝜆 ൏ 0, (𝛼 ് 0ሬ ) και 
¾ έχει μέτρο |𝜆| ∙ |𝛼 |. 

 
Παρατηρήσεις 

x Αȷǘ τον ορισμǘ του γινομένου αριθμοǙ εȷί διάνυσμα, ȷροκǙȷτει ǘτι αν 
𝛽 ൌ 𝜆 ∙ 𝛼 , 𝜆 ് 0, τǘτε τα διανǙσματα 𝛼  και 𝛽  είναι ȷαράλληλα. 

x Το διάνυσμα 𝜆 ⋅ 𝛼  είναι ȷαράλληλο με το διάνυσμα 𝛼 . 
x Αν 𝜆 ൌ 0 ή 𝛼 ൌ 0ሬ , τǘτε το 𝜆 ⋅ 𝛼  είναι το μηδενικǘ διάνυσμα 0ሬ . 

 
x Ιδιότητες των ȷράξεων διανυσμάτων 

9 Ιδιǘτητες ȷρǘσθεσης 
¾ 𝛼 + 𝛽 ൌ 𝛽 + 𝛼  (Μεταθετική) 
¾ ൫𝛼 + 𝛽 ൯ + 𝛾 ൌ 𝛼 + ൫𝛽 + 𝛾 ൯ (Προσεταιριστική) 

¾ 𝛼 + 0ሬ ൌ 𝛼  (Ουδέτερο στοιǓείο) 
¾ 𝛼 + ሺ−𝛼 ሻ ൌ 0ሬ  (Αντίθετο στοιǓείο) 

9 Ιδιǘτητες ȷολλαȷλασιασμοǙ ȷραγματικοǙ αριθμοǙ εȷί διάνυσμα 
¾ ሺ𝜆 + 𝜇ሻ𝛼 ൌ 𝜆𝛼 + 𝜇𝛼  
¾ 𝜆൫𝛼 + 𝛽 ൯ ൌ 𝜆𝛼 + 𝜆𝛽  
¾ 𝜆ሺ𝜇𝛼 ሻ ൌ ሺ𝜆𝜇ሻ𝛼  

 
Παǐάδεǉγǌα 1 
Στο ȷιο κάτω σχήμα δίνεται το διάνυσμα 𝛢𝛣ሬሬሬሬሬ ൌ  𝑎 . Να κατασκευάσετε τα διανǙσματα 
2𝑎  και −3𝑎 . 
 

 
 
Λύση 
Στο ȷιο κάτω σχήμα έχουμε ǘτι: 

x Το διάνυσμα 𝛤𝛥ሬሬሬሬሬ  είναι ομǘρροȷο με το διάνυσμα 𝛢𝐵ሬሬሬሬሬ  και ห𝛤𝛥ሬሬሬሬሬ ห ൌ 2ห𝛢𝐵ሬሬሬሬሬ ห. Εȷομένως, 

έχουμε ǘτι 𝛤𝛥ሬሬሬሬሬ ൌ 2𝑎 . 
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x Το διάνυσμα 𝑍𝐸ሬሬሬሬሬ  είναι αντίρροȷο με το διάνυσμα 𝛢𝐵ሬሬሬሬሬ  και ห𝛧𝛦ሬሬሬሬሬ ห ൌ 3ห𝛢𝐵ሬሬሬሬሬ ห. Εȷομένως, 

έχουμε ǘτι 𝛧𝛦ሬሬሬሬሬ ൌ −3𝑎 . 

 

 
 
Παǐάδεǉγǌα 2 
Στο ȷιο κάτω σχήμα δίνεται το ορθογǚνιο ȷαραλληλǘγραμμο 𝛢𝛣𝛤𝛥. 
 

 
 
Να βρείτε το διάνυσμα ȷου αντιστοιχεί στα ȷιο κάτω: 

(α) 𝛢𝛣ሬሬሬሬሬ + 𝛣𝛤ሬሬሬሬሬ  
(β) 𝛢𝛤ሬሬሬሬሬ + 𝛥𝛢ሬሬሬሬሬ  
(γ) 𝛣𝛢ሬሬሬሬሬ + 𝛣𝛤ሬሬሬሬሬ  
(δ) 𝛢𝛰ሬሬሬሬሬ − 𝛰𝛥ሬሬሬሬሬ  
(ε) 𝛢𝛣ሬሬሬሬሬ − 𝛢𝛤ሬሬሬሬሬ  

 
Λύση 

(α) 𝛢𝛣ሬሬሬሬሬ + 𝛣𝛤ሬሬሬሬሬ ൌ 𝛢𝛤ሬሬሬሬሬ  
(β) 𝛢𝛤ሬሬሬሬሬ + 𝛥𝛢ሬሬሬሬሬ ൌ 𝛥𝛢ሬሬሬሬሬ + 𝛢𝛤ሬሬሬሬሬ ൌ 𝛥𝛤ሬሬሬሬሬ  
(γ) 𝛣𝛢ሬሬሬሬሬ + 𝛣𝛤ሬሬሬሬሬ ൌ 𝛣𝛢ሬሬሬሬሬ + 𝛢𝛥ሬሬሬሬሬ ൌ 𝛣𝛥ሬሬሬሬሬ  
(δ) 𝛢𝛰ሬሬሬሬሬ − 𝛰𝛥ሬሬሬሬሬ ൌ 𝛢𝛰ሬሬሬሬሬ + ൫−𝛰𝛥ሬሬሬሬሬ ൯ ൌ  𝛢𝛰ሬሬሬሬሬ + 𝛰𝛣ሬሬሬሬሬ ൌ 𝛢𝛣ሬሬሬሬሬ  
(ε) 𝛢𝛣ሬሬሬሬሬ − 𝛢𝛤ሬሬሬሬሬ ൌ 𝛢𝛣ሬሬሬሬሬ + ൫−𝛢𝛤ሬሬሬሬሬ ൯ ൌ 𝛢𝛣ሬሬሬሬሬ + 𝛤𝛢ሬሬሬሬሬ ൌ  𝛤𝛣ሬሬሬሬሬ  

  



196 Ενǘτητα 04:  ΔιανǙσματα 
 

Παǐάδεǉγǌα 3 
Στο ȷιο κάτω σχήμα δίνονται τα διανǙσματα 𝛼  , 𝛽  και 𝛾 . 
 

 
 
Να σχεδιάσετε τα διανǙσματα: 

(α) 𝛼 + 𝛽  
(β) 𝛽 − 𝛾  

 
Λύση 

(α) Έχουμε ǘτι: 
 

 
 
(β) Έχουμε ǘτι: 
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Παǐάδεǉγǌα 4 
Το ȷιο κάτω σχήμα αȷοτελείται αȷǘ ισǘȷλευρα τρίγωνα ȷλευράς 2 cm. Τα σημεία 
𝛢, 𝛣, 𝛤, 𝛥, 𝛦, 𝛧, 𝛨, 𝛩, 𝛫, 𝛬 και 𝛭 είναι οι κορυφές των τριγǚνων. 
 

 

 
Να συμȷληρǚσετε τις ισǘτητες: 

(α) 𝛦𝛢ሬሬሬሬሬ + 𝛦𝛨ሬሬሬሬሬሬ ൌ 𝛦 …ሬሬሬሬሬሬሬ  (β) 𝛬𝛨ሬሬሬሬሬሬ + 𝛨𝛦ሬሬሬሬሬሬ ൌ 𝛬 …ሬሬሬሬሬሬሬ  

(γ) 𝛦𝛧ሬሬሬሬሬ − 𝛧𝛬ሬሬሬሬሬ ൌ ……ሬሬሬሬሬሬሬ  (δ) 𝛦𝛩ሬሬሬሬሬ + 𝛬𝛨ሬሬሬሬሬሬ ൌ 𝛦 …ሬሬሬሬሬሬሬ  

 
Λύση 

(α) Το 𝛦𝛢𝛤𝛨 είναι ȷαραλληλǘγραμμο. Άρα, σǙμφωνα με τη μέθοδο του 
ȷαραλληλογράμμου, ισχǙει ǘτι: 

𝛦𝛢ሬሬሬሬሬ + 𝛦𝛨ሬሬሬሬሬሬ ൌ 𝛦𝛤ሬሬሬሬሬ  
(β) ΙσχǙει ǘτι 

𝛬𝛨ሬሬሬሬሬሬ + 𝛨𝛦ሬሬሬሬሬሬ ൌ 𝛬𝐸ሬሬሬሬሬ , 
γιατί τα διανǙσματα 𝛬𝛨ሬሬሬሬሬሬ  και 𝛨𝛦ሬሬሬሬሬሬ  είναι διαδοχικά. 

(γ) Έχουμε ǘτι: 
𝛦𝛧ሬሬሬሬሬ − 𝛧𝛬ሬሬሬሬሬ ൌ 𝛦𝛧ሬሬሬሬሬ + 𝛬𝛧ሬሬሬሬሬ                          (ȷροσθέτουμε το αντίστροφο του 𝛧𝛬ሬሬሬሬሬ ) 

ൌ 𝛦𝛧ሬሬሬሬሬ + 𝛧𝐴ሬሬሬሬሬ ൌ 𝛦𝛢ሬሬሬሬሬ  
(δ) Αȷǘ τα δεδομένα έχουμε ǘτι 𝛬𝛨ሬሬሬሬሬሬ ൌ 𝛦𝛢ሬሬሬሬሬ . Άρα, σǙμφωνα με τη μέθοδο του 

ȷαραλληλογράμμου, ισχǙει ǘτι: 
𝛦𝛩ሬሬሬሬሬ + 𝛬𝛨ሬሬሬሬሬሬ ൌ 𝛦𝛩ሬሬሬሬሬ + 𝐸𝐴ሬሬሬሬሬ ൌ 𝐸𝛥ሬሬሬሬሬ  
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Παǐάδεǉγǌα 5 
Στο διȷλανǘ σχήμα δίνεται το τετράȷλευρο 𝛢𝛣𝛤𝛥 με 𝛫, 𝛬,𝛭 
και 𝛮 τα μέσα των ȷλευρǚν 𝛢𝛣, 𝛣𝛤, 𝛤𝛥 και 𝛢𝛥, αντίστοιχα. 
Αν 𝛢𝛣ሬሬሬሬሬ ൌ 2𝛼 , 𝛢𝛥ሬሬሬሬሬ ൌ 2𝛽  και 𝛥𝛤ሬሬሬሬሬ ൌ 2𝛾 : 

(α) Να αȷοδείξετε ǘτι 𝛣𝛤ሬሬሬሬሬ ൌ −2𝛼 + 2𝛽 + 2𝛾 . 
(β) Να εκφράσετε τα διανǙσματα 𝛫𝛬ሬሬሬሬሬ  και 𝛮𝛭ሬሬሬሬሬሬሬ  συναρτήσει 

των 𝛼 , 𝛽  και 𝛾 . 
(γ) Τι ȷαρατηρείτε για τα 𝛫𝛬ሬሬሬሬሬ  και 𝛮𝛭ሬሬሬሬሬሬሬ ; 

 
Λύση 

(α) Έχουμε ǘτι: 
𝛣𝛤ሬሬሬሬሬ ൌ  𝛣𝛢ሬሬሬሬሬ + 𝛢𝛥ሬሬሬሬሬ + 𝛥𝛤ሬሬሬሬሬ ൌ −2𝛼 + 2𝛽 + 2𝛾   

(β) Έχουμε ǘτι: 

𝛫𝛬ሬሬሬሬሬ ൌ  𝛫𝛣ሬሬሬሬሬሬ + 𝛣𝛬ሬሬሬሬሬ ൌ
𝛢𝛣ሬሬሬሬሬ 
2

+
𝛣𝛤ሬሬሬሬሬ 
2

ൌ
2𝛼 
2

+ 
−2𝛼 + 2𝛽 + 2𝛾 

2
  

 ൌ  𝛼 − 𝛼 + 𝛽 + 𝛾 ൌ 𝛽 + 𝛾  
 

𝛮𝛭ሬሬሬሬሬሬሬ ൌ  𝛮𝛥ሬሬሬሬሬ + 𝛥𝛭ሬሬሬሬሬሬ ൌ
𝛢𝛥ሬሬሬሬሬ 
2

+
𝛥𝛤ሬሬሬሬሬ 
2

ൌ
2𝛽 
2

+
2𝛾 
2

ൌ 𝛽 + 𝛾   

(γ) Τα διανǙσματα 𝛫𝛬ሬሬሬሬሬ  και 𝛮𝛭ሬሬሬሬሬሬሬ  είναι ίσα. 
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Δραστηριότητες 
 

1. Στο ȷιο κάτω σχήμα δίνεται το ȷολǙγωνο 𝛢𝛣𝛤𝛥𝛦. 
 

 
 
Να χαρακτηρίσετε με ΣΩΣΤΟ ή ΛΑΘΟΣ τις ȷιο κάτω ισǘτητες, βάζοντας σε κǙκλο 
τον αντίστοιχο χαρακτηρισμǘ. 

(α)  𝛢𝛣ሬሬሬሬሬ + 𝛣𝛤ሬሬሬሬሬ  ൌ  𝛤𝛢ሬሬሬሬሬ  ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

(β)  𝛢𝛣ሬሬሬሬሬ + 𝛣𝛥ሬሬሬሬሬ ൌ  𝛢𝛥ሬሬሬሬሬ  ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

(γ)  𝛢𝛣ሬሬሬሬሬ + 𝛣𝛤ሬሬሬሬሬ + 𝛤𝛥ሬሬሬሬሬ ൌ  𝛢𝛥ሬሬሬሬሬ  ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

(δ)  𝛢𝛦ሬሬሬሬሬ + 𝛢𝛥ሬሬሬሬሬ ൌ  𝛦𝛥ሬሬሬሬሬ  ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

(ε)  𝛢𝛦ሬሬሬሬሬ + 𝛦𝛥ሬሬሬሬሬ + 𝛥𝛤ሬሬሬሬሬ  + 𝛤𝛣ሬሬሬሬሬ ൌ  𝛢𝛣ሬሬሬሬሬ  ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

 
2. Στο ȷιο κάτω ȷλέγμα να σχεδιάσετε ένα διάνυσμα ȷου είναι ίσο με: 

(α)  𝛢𝛣ሬሬሬሬሬ + 𝛣𝛤ሬሬሬሬሬ  (β)  𝛢𝛣ሬሬሬሬሬ + 𝛤𝛢ሬሬሬሬሬ  

(γ)  𝛢𝛣ሬሬሬሬሬ + 𝛣𝛤ሬሬሬሬሬ + 𝛤𝛥ሬሬሬሬሬ  (δ)  𝛢𝛥ሬሬሬሬሬ − 𝛥𝛤ሬሬሬሬሬ  
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3. Να σχεδιάσετε ένα ισǘȷλευρο τρίγωνο 𝛢𝛣𝛤 και να βρείτε ένα διάνυσμα ίσο με: 

(α)  𝛢𝛣ሬሬሬሬሬ + 𝛣𝛤ሬሬሬሬሬ + 𝛤𝛣ሬሬሬሬሬ  (β)  𝛢𝛣ሬሬሬሬሬ + 𝛣𝛤ሬሬሬሬሬ + 𝛤𝛢ሬሬሬሬሬ  

(γ)  𝛢𝛣ሬሬሬሬሬ − 𝛢𝛤ሬሬሬሬሬ  (δ)  𝛤𝛢ሬሬሬሬሬ − 𝛤𝛣ሬሬሬሬሬ  

 
4. Για καθένα αȷǘ τα ȷιο κάτω σχήματα, να εκφράσετε το διάνυσμα 𝑥  συναρτήσει 

των άλλων διανυσμάτων ȷου δίνονται: 
(α)  

 

(β)  

 

(γ)  

 

  

 

5. Στο διȷλανǘ σχήμα δίνεται το εξάγωνο 𝛢𝛣𝛤𝛥𝛦𝛧 με 
ǘλες τις ȷλευρές ίσες και τις αȷέναντι ȷλευρές 
ȷαράλληλες. Αν 𝛧𝛤 ∥ 𝛦𝛥, 𝛢𝛥 ∥ 𝛧𝛦, 𝛦𝛣 ∥ 𝛥𝛤 και 𝛦𝛥ሬሬሬሬሬ ൌ  𝛽  
και 𝛧𝛦ሬሬሬሬሬ ൌ  𝛼 , να εκφράσετε τα ȷιο κάτω διανǙσματα 
συναρτήσει των 𝛼  και 𝛽 . 
 
(α) 𝛣𝛢ሬሬሬሬሬ  (β) 𝛧𝛤ሬሬሬሬሬ  (γ) 𝛨𝛥ሬሬሬሬሬ  (δ) 𝛦𝛨ሬሬሬሬሬሬ  

(ε) 𝛥𝛤ሬሬሬሬሬ  (στ) 𝛣𝛦ሬሬሬሬሬ  (ζ) 𝛧𝛥ሬሬሬሬሬ  (η) 𝛤𝛢ሬሬሬሬሬ  
 

6. Στο διȷλανǘ σχήμα δίνεται το 
ȷαραλληλǘγραμμο 𝛢𝛣𝛤𝛥. Αν 
𝛢𝛣ሬሬሬሬሬ ൌ 6𝜅 , 𝛣𝛤ሬሬሬሬሬ ൌ 6𝜆 , 𝛦𝛥ሬሬሬሬሬ ൌ 2𝛢𝛦ሬሬሬሬሬ  και 
𝛧𝛥ሬሬሬሬሬ ൌ 2𝛤𝛧ሬሬሬሬሬ , να εκφράσετε τα ȷιο κάτω 
διανǙσματα συναρτήσει των 𝜅  και 𝜆 : 
 

(α) 𝛢𝛤ሬሬሬሬሬ  (β) 𝛢𝛥ሬሬሬሬሬ  (γ) 𝛥𝛤ሬሬሬሬሬ  

(δ) 𝛦𝛥ሬሬሬሬሬ  (ε) 𝛥𝛧ሬሬሬሬሬ  (στ) 𝛦𝛧ሬሬሬሬሬ  

Στη συνέχεια, να αȷοδείξετε ǘτι τα διανǙσματα 𝛢𝛤ሬሬሬሬሬ  και 𝛦𝛧ሬሬሬሬሬ  είναι ȷαράλληλα. 



 

Ενǘτητα 04:  ΔιανǙσματα 201 
 

4.3  ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΙΚΗ ΑΚΤΙΝΑ ΣΗΜΕΙΟΥ – ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΑ ΣΕ 
ΟΡΘΟΚΑΝΟΝΙΚΟ ΣΥΣΤΗΜΑ ΑΞΟΝΩΝ 

 
Να ανοίξετε το αρχείο «ALyk_En04_DianysmatikiAktina.ggb». 

 

 
 
(α) Να μεταβάλλετε το σημείο 𝛢 σε διάφορες θέσεις και να ȷαρατηρήσετε τις 

συντεταγμένες του σε σχέση με το διάνυσμα 𝛼 . 
(β) Να εȷιλέξετε το «Σημείο 𝛣». Να μεταβάλλετε το σημείο 𝛣 σε διάφορες θέσεις και 

να ȷαρατηρήσετε τις συντεταγμένες του σε σχέση με το διάνυσμα 𝛽 . 

(γ) Αν 𝛼 ൌ ቀ15ቁ και 𝛽 ൌ ቀ03ቁ, να υȷολογίσετε τις συντεταγμένες του διανǙσματος 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ . 

(δ) Να εȷιλέξετε το κουμȷί «Διάνυσμα 𝛢𝛣». Να μεταβάλλετε τα σημεία 𝛢 και 𝛣 σε 
διάφορες θέσεις και να αναφέρετε τη σχέση ȷου συνδέει το διάνυσμα 𝛢𝛣ሬሬሬሬሬ  με τα 
διανǙσματα 𝛼  και 𝛽  σε κάθε ȷερίȷτωση. 

  

ΔǉεǐεǙǍǇσǇ 
ΠαǐατήΔǐ

ǇσǇ 
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4.3.1  Διανυσματική ακτίνα σημείου 

Ορισμός 
Διάνυσμα θέσης ή διανυσματική ακτίνα ενǘς σημείου 𝛲 ως ȷρος ένα σημείο 
αναφοράς 𝛰 του εȷιȷέδου ονομάζεται το διάνυσμα με αρχή το σημείο αναφοράς 𝛰 
και τέλος το σημείο 𝛲. 
 
Για ȷαράδειγμα, στο ȷιο κάτǕ σǓήμα, αν 𝛰 είναι το σημείο αναφοράς στο εȷίȷεδο και 
τα 𝛢, 𝛣 και 𝛤 είναι τρία σημεία στο εȷίȷεδο, τǘτε οι διανυσματικές τους ακτίνες είναι 
𝛰𝛢ሬሬሬሬሬ ൌ 𝛼 , 𝛰𝛣ሬሬሬሬሬ ൌ 𝛽  και 𝛰𝛤ሬሬሬሬሬ ൌ 𝛾 , αντίστοιǓα. 
 

 
 
Σχόλια 

x Σε κάθε διάνυσμα 𝛼  του εȷιȷέδου αντιστοιχεί ένα μοναδικǘ σημείο 𝛢 του 
εȷιȷέδου, ǚστε 𝛰𝛢ሬሬሬሬሬ ൌ 𝛼 . 

 

x Αν 𝛰 είναι ένα σημείο αναφοράς στο εȷίȷεδο, τǘτε για οȷοιοδήȷοτε διάνυσμα 𝛢𝛣ሬሬሬሬሬ  
ισχǙει: 

𝛢𝛣ሬሬሬሬሬ ൌ 𝛰𝛣ሬሬሬሬሬ − 𝛰𝛢ሬሬሬሬሬ  
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Αȷόδειξη 
Τα διανǙσματα 𝛢𝛰ሬሬሬሬሬ  και 𝛰𝛣ሬሬሬሬሬ  είναι διαδοχικά. Εȷομένως, έχουμε ǘτι: 

𝛢𝛣ሬሬሬሬሬ ൌ 𝐴𝑂ሬሬሬሬሬ + 𝛰𝛣ሬሬሬሬሬ  
 
ΙσχǙει ǘτι 𝛢𝛰ሬሬሬሬሬ ൌ −𝛰𝛢ሬሬሬሬሬ . Άρα, αȷǘ την ȷιο ȷάνω ισǘτητα, έχουμε τελικά ǘτι: 

𝛢𝛣ሬሬሬሬሬ ൌ 𝛰𝛣ሬሬሬሬሬ − 𝑂𝐴ሬሬሬሬሬ  
 
Δηλαδή, κάθε διάνυσμα στο εȷίȷεδο είναι ίσο με τη διανυσματική ακτίνα 
του τελικού σημείου του, μείον τη διανυσματική ακτίνα του αρχικού 
σημείου του. 

 

4.3.2  Διανύσματα σε ορθοκανονικό σύστημα αξόνων 

Σε ορθοκανονικǘ σǙστημα αξǘνων θεωροǙμε ως σημείο αναφοράς την αρχή των 
αξǘνων και ορίζουμε μοναδιαία διανǙσματα στους άξονες των τετμημένων και 
τεταγμένων ως ακολοǙθως: 
 
x Το μοναδιαίο διάνυσμα του άξονα τετμημένων είναι το διάνυσμα με αρχή το 

σημείο 𝛰ሺ0, 0ሻ και τέλος το σημείο ሺ1, 0ሻ. Συμβολίζεται με ଓ  και έχει μέτρο |ଓ | ൌ 1. 
 

 
 
x Το μοναδιαίο διάνυσμα του άξονα τεταγμένων είναι το διάνυσμα με αρχή το 

σημείο 𝛰ሺ0, 0ሻ και τέλος το σημείο ሺ0, 1ሻ. Συμβολίζεται με ଔ  και έχει μέτρο |ଔ | ൌ 1. 
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Κάθε σημείο 𝛭ሺ𝑥, 𝑦ሻ του εȷιȷέδου έχει διανυσματική ακτίνα, η οȷοία μȷορεί να 
εκφραστεί συναρτήσει των μοναδιαίων διανυσμάτων ଓ  και ଔ . 
 
Για τη διανυσματική ακτίνα 𝛰𝛭ሬሬሬሬሬሬ  έχουμε ǘτι: 

𝛰𝛭ሬሬሬሬሬሬ ൌ 𝑥ଓ + 𝑦ଔ  
ΙσχǙει ǘτι: 

ห𝛰𝛭ሬሬሬሬሬሬ ห ൌ ඥ𝑥2 + 𝑦2 
 
Αȷόδειξη 
Έστω 𝛭ሺ𝑥, 𝑦ሻ τυχαίο σημείο του εȷιȷέδου. Αȷǘ το 𝛭 φέρουμε κάθετες ȷρος τους 
άξονες των τετμημένων και τεταγμένων, οι οȷοίες τους τέμνουν στα σημεία 𝛢ሺ𝑥, 0ሻ 
και 𝛣ሺ0, 𝑦ሻ, αντίστοιχα. 
 

 
 
Στο ορθογǚνιο ȷαραλληλǘγραμμο 𝛰𝛣𝛭𝛢, έχουμε ǘτι 𝛰𝛢ሬሬሬሬሬ ൌ 𝑥ଓ , 𝛰𝐵ሬሬሬሬሬ ൌ 𝑦ଔ  και: 

𝛰𝛭ሬሬሬሬሬሬ ൌ 𝛰𝛢ሬሬሬሬሬ + 𝛰𝛣ሬሬሬሬሬ ൌ 𝑥ଓ + 𝑦ଔ  
 
Τέλος, αȷǘ το ορθογǚνιο τρίγωνο 𝛰𝛢𝛭, έχουμε ǘτι: 

ሺ𝑂𝑀ሻ2 ൌ ሺ𝑂𝐴ሻ2 + ሺ𝐴𝑀ሻ2 ൌ ሺ𝑂𝐴ሻ2 + ሺ𝑂𝐵ሻ2 ⇒ ห𝛰𝛭ሬሬሬሬሬሬ ห
2

ൌ ห𝛰𝛢ሬሬሬሬሬ ห
2
+ ห𝛰𝐵ሬሬሬሬሬ ห

2
 

⇒ ห𝛰𝛭ሬሬሬሬሬሬ ห
2

ൌ |𝑥ଓ |2 + |𝑦ଔ |2 ൌ 𝑥2 + 𝑦2 

⇒ ห𝛰𝛭ሬሬሬሬሬሬ ห ൌ ඥ𝑥2 + 𝑦2 
 

x Κάθε διανυσματική ακτίνα της μορφής 𝛰𝛭ሬሬሬሬሬሬ ൌ 𝑥ଓ + 𝑦ଔ  γράφεται και ως 𝛰𝛭ሬሬሬሬሬሬ ൌ ቀ
𝑥
𝑦ቁ. 

x Τα μοναδιαία διανǙσματα ଓ  και ଔ  μȷοροǙν να γραφοǙν ως ଓ ൌ ቀ10ቁ και ଔ ൌ ቀ01ቁ. 

x Τα διανǙσματα 𝑥ଓ ,   𝑦ଔ  λέγονται συνιστǚσες του διανǙσματος 𝑥ଓ + 𝑦ଔ . 
x Οι αριθμοί 𝑥, 𝑦 λέγονται συντεταγμένες του διανǙσματος 𝑥ଓ + 𝑦ଔ  στο σǙστημα 

𝑥𝛰𝑦. 
x Ο αριθμǘς 𝑥 λέγεται τετμημένη του 𝑥ଓ + 𝑦ଔ  και ο αριθμǘς 𝑦 τεταγμένη του 

𝑥ଓ + 𝑦ଔ . 
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x Σε κάθε σημείο 𝛭ሺ𝑥, 𝑦ሻ του εȷιȷέδου αντιστοιχεί ένα μοναδικǘ ζεǙγος 
ȷραγματικǚν αριθμǚν ሺ𝑥, 𝑦ሻ, ǚστε να ισχǙει 𝛰𝛭ሬሬሬሬሬሬ ൌ 𝑥ଓ + 𝑦ଔ . 

x Αν 𝑎  είναι ένα μη μηδενικǘ διάνυσμα, τǘτε το 𝑎ሬ 
|𝑎ሬ |

 είναι ένα μοναδιαίο διάνυσμα 

ομǘρροȷο του 𝑎 . Το μέτρο του διανǙσματος 𝑎ሬ 
|𝑎ሬ |

 είναι: 

ቤ
𝑎 
|𝑎 |

ቤ ൌ ฬ
1
|𝑎 |

⋅ 𝑎 ฬ ൌ
1
|𝑎 |

⋅ |𝑎 | ൌ 1 

 

Εȷιȷλέον, το 1
|𝑎ሬ |

 είναι θετικǘ. Άρα, το διάνυσμα 𝑎ሬ 
|𝑎ሬ |

 είναι ομǘρροȷο του 𝑎 . 

 

 
 

4.3.3  Συντεταγμένες διανύσματος στο καρτεσιανό εȷίȷεδο 

Έστω 𝛢ሺ𝑥1, 𝑦1ሻ και 𝐵ሺ𝑥2, 𝑦2ሻ δǙο σημεία στο καρτεσιανǘ εȷίȷεδο. Τǘτε, το διάνυσμα 𝛢𝛣ሬሬሬሬሬ  
γράφεται κατά μοναδικǘ τρǘȷο ως: 

𝛢𝛣ሬሬሬሬሬ ൌ ሺ𝑥2 − 𝑥1ሻଓ + ሺ𝑦2 − 𝑦1ሻ ଔ   ή 𝛢𝛣ሬሬሬሬሬ ൌ ቀ
𝑥2 − 𝑥1
𝑦2 − 𝑦1

ቁ 

 
Αȷόδειξη 
Έστω 𝛢ሺ𝑥1, 𝑦1ሻ και 𝐵ሺ𝑥2, 𝑦2ሻ δǙο σημεία στο καρτεσιανǘ εȷίȷεδο. 
 

 
 

Έχουμε ǘτι: 
𝛢𝛣ሬሬሬሬሬ ൌ 𝛰𝛣ሬሬሬሬሬ − 𝑂𝐴ሬሬሬሬሬ ൌ ሺ𝑥2ଓ + 𝑦2 ଔ ሻ − ሺ𝑥1ଓ + 𝑦1 ଔ ሻ ൌ ሺ𝑥2 − 𝑥1ሻଓ + ሺ𝑦2 − 𝑦1ሻ ଔ  
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Το μέτρο του διανύσματος 𝜜𝜝ሬሬሬሬሬሬ  είναι ห𝜜𝜝ሬሬሬሬሬሬ ห ൌ ඥሺ𝒙𝟐 − 𝒙𝟏ሻ𝟐 + ሺ𝒚𝟐 − 𝒚𝟏ሻ𝟐. 

 

Αȷόδειξη 
Έστω 𝛢ሺ𝑥1, 𝑦1ሻ και 𝐵ሺ𝑥2, 𝑦2ሻ δǙο σημεία στο καρτεσιανǘ εȷίȷεδο. Η τετμημένη και η 
τεταγμένη του διανǙσματος 𝛢𝛣ሬሬሬሬሬ  είναι 𝑥2 − 𝑥1 και 𝑦2 − 𝑦1, αντίστοιχα. 
 

 
 
Εȷομένως, έχουμε ǘτι: 

ห𝛢𝛣ሬሬሬሬሬ ห ൌ ඥሺ𝑥2 − 𝑥1ሻ2 + ሺ𝑦2 − 𝑦1ሻ2 
 
Παǐάδεǉγǌα 1 
Δίνονται τα σημεία 𝐴ሺ−1, 1ሻ και 𝐵ሺ2, 5ሻ. Να βρείτε τις συντεταγμένες του διανǙσματος 
𝛢𝛣ሬሬሬሬሬ  και το μέτρο του. 
 
Λύση 
Έχουμε: 

𝛢𝛣ሬሬሬሬሬ ൌ ቀ2 − ሺ−1ሻ
5 − 1

ቁ ൌ ቀ34ቁ 

ห𝛢𝛣ሬሬሬሬሬ ห ൌ √32 + 42 ൌ 5 μονάδες 
 
Παǐάδεǉγǌα 2 
Να εξετάσετε κατά ȷǘσο το διάνυσμα 

𝛽 ൌ ቀ−0,6
+0,8ቁ 

είναι μοναδιαίο. 
 
Λύση 
Το μέτρο του διανǙσματος 𝛽  είναι ίσο με: 

ห𝛽 ห ൌ ඥሺ−0,6ሻ2 + ሺ0,8ሻ2 ൌ ඥ0,36 + 0,64 ൌ √1 ൌ 1 
 
Άρα, το διάνυσμα 𝛽  είναι μοναδιαίο. 
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Παǐάδεǉγǌα 3 
Δίνεται το διάνυσμα: 

𝑎 ൌ ቀ43ቁ 

Να βρείτε ένα μοναδιαίο διάνυσμα ȷαράλληλο ȷρος το διάνυσμα 𝑎 . 
 
Λύση 
Το μέτρο του διανǙσματος 𝑎  είναι ίσο με |𝑎 | ൌ √42 + 32 ൌ 5. Τǘτε, ένα μοναδιαίο 
διάνυσμα ȷαράλληλο ȷρος το διάνυσμα 𝑎  είναι το: 

𝛽 ൌ
𝑎 
|𝑎 |

ൌ
ቀ43ቁ

5
ൌ ൮

4
5
3
5

൲ 

 
Πράξεις διανυσμάτων των οȷοίων δίνονται οι συντεταγμένες 

x Αν 𝑎  και βሬ  είναι δǙο διανǙσματα με 𝑎 ൌ  ቀ
𝑎1
𝑎2

ቁ και βሬ ൌ  ൬β1
β2

൰, τǘτε το άθροισμα των 

διανυσμάτων 𝑎  και βሬ  είναι: 

𝑎 + 𝛽 ൌ  ൬𝑎1 + 𝛽1
𝑎2 + 𝛽2

൰  ή  𝑎 + 𝛽 ൌ ሺ𝑎1 + 𝛽1ሻଓ  + ሺ𝑎1 + 𝛽1ሻଔ  

x Αν 𝑎  είναι ένα διάνυσμα με 𝑎 ൌ  ቀ
𝑥
𝑦ቁ και 𝜆 ένας ȷραγματικǘς αριθμǘς, τǘτε το 

διάνυσμα 𝜆𝑎  είναι: 

𝜆𝑎 ൌ  ൬𝜆𝑥𝜆𝑦൰  ή  𝜆𝑎 ൌ 𝜆𝑥ଓ + 𝜆𝑦ଔ  

 

Συντεταγμένες μέσου ευθύγραμμου τμήματος 

Αν τα σημεία 𝛢ሺ𝑥1, 𝑦1ሻ και 𝛣ሺ𝑥2, 𝑦2ሻ είναι δǙο σημεία του εȷιȷέδου, τǘτε οι 
συντεταγμένες του μέσου 𝛭 του 𝛢𝛣 είναι: 

𝑀 ൬
𝑥1 + 𝑥2

2
,
𝑦1 + 𝑦2

2
൰ 

 
Αȷόδειξη 
Έστω 𝛭 το μέσο του τμήματος 𝛢𝛣. 
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Έχουμε: 

𝛰𝛭ሬሬሬሬሬሬ ൌ 𝛰𝛢ሬሬሬሬሬ + 𝛢𝛭ሬሬሬሬሬሬ ൌ 𝛰𝛢ሬሬሬሬሬ +
1
2
𝛢𝛣ሬሬሬሬሬ ൌ 𝛰𝛢ሬሬሬሬሬ +

1
2 ൫𝛰𝛣ሬሬሬሬሬ − 𝛰𝛢ሬሬሬሬሬ ൯ 

ൌ
1
2 ൫𝛰𝛢ሬሬሬሬሬ + 𝛰𝛣ሬሬሬሬሬ ൯ ൌ ൮

𝑥1 + 𝑥2

2
𝑦1 + 𝑦2

2

൲ ൌ
1
2
ቀ
𝑥1 + 𝑥2
𝑦1 + 𝑦2

ቁ 

Εȷομένως, οι συντεταγμένες του μέσου 𝛭 του τμήματος 𝛢𝛣 είναι: 

𝑀 ൬
𝑥1 + 𝑥2

2
,
𝑦1 + 𝑦2

2
൰ 

 

4.3.4  Συντελεστής διεύθυνσης διανύσματος 

Έστω 𝑎  ένα μη μηδενικǘ διάνυσμα και 𝛢, 𝐵 δǙο σημεία του εȷιȷέδου με 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ ൌ 𝑎 ൌ ቀ
𝑥1
𝑦1

ቁ. 

 

 
 
Η γωνία 𝜔 ȷου σχηματίζει ο φορέας του διανǙσματος 𝑎  με τον άξονα των τετμημένων 
είναι ίση με τη γωνία 𝜑. Εȷομένως, 

εφ𝜔 ൌ εφ𝜑 ൌ
𝑦1

𝑥1
 , 

ȷου είναι η κλίση της ευθείας 𝛢𝛣. 
Το ȷηλίκο  𝑦1

𝑥1
  το ονομάζουμε συντελεστή διεύθυνσης του διανǙσματος 𝑎 . 

 
Παρατηρήσεις 

x Αν 𝑦1 ൌ 0, ǘταν δηλαδή το διάνυσμα είναι ȷαράλληλο ȷρος τον άξονα 𝑥′𝑥, τǘτε ο 
συντελεστής διεǙθυνσης είναι ίσος με 0. 

x Αν 𝑥1 ൌ 0, ǘταν δηλαδή το διάνυσμα είναι ȷαράλληλο ȷρος τον άξονα 𝑦′𝑦, τǘτε ο 
συντελεστής διεǙθυνσης δεν ορίζεται. 
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Παǐάδεǉγǌα 4 

Να βρείτε τον συντελεστή διεǙθυνσης, ǚστε τα διανǙσματα 𝑎 ൌ ቀ𝑥2ቁ και 𝛽 ൌ ቀ8𝑥ቁ να 

είναι ȷαράλληλα. 
 
Λύση 
Οι συντελεστές διεǙθυνσης των δǙο διανυσμάτων είναι ίσοι. Εȷομένως: 

2
𝑥

ൌ
𝑥
8

⇒ 𝑥2 ൌ 16 ⇒ 𝑥 ൌ ±√16 ൌ ±4 

 
Παǐάδεǉγǌα 5 
Δίνονται τα σημεία 𝛢ሺ5, 2ሻ και 𝛣ሺ1, 5ሻ. Να υȷολογίσετε: 

(α) τις συντεταγμένες και το μέτρο του διανǙσματος 𝛢𝛣ሬሬሬሬሬ  
(β) τις συντεταγμένες του διανυσματικής ακτίνας του μέσου 𝛭 του 𝛢𝛣. 

 
Λύση 

(α) Έχουμε: 

𝛢𝛣ሬሬሬሬሬ ൌ 𝛰𝛣ሬሬሬሬሬ − 𝛰𝛢ሬሬሬሬሬ ൌ ቀ15ቁ − ቀ52ቁ ൌ ቀ1 − 5
5 − 2ቁ ൌ ቀ−4

3 ቁ  

Για το μέτρο του διανǙσματος ΑΒሬሬሬሬሬ , έχουμε: 

ห𝛢𝛣ሬሬሬሬሬ ห ൌ ඥሺ1 − 5ሻ2 + ሺ5 − 2ሻ2 ൌ √16 + 9 ൌ √25 ൌ 5 μονάδες 
 

 
 

(β) Για το μέσο 𝛭 του 𝛢𝛣 έχουμε ǘτι: 

𝑥𝑀 ൌ
𝑥𝐴 + 𝑥𝐵

2
ൌ

5 + 1
2

ൌ 3 

𝑦𝑀 ൌ
𝑦𝐴 + 𝑦𝐵

2
ൌ

2 + 5
2

ൌ
7
2
 

Εȷομένως, οι συντεταγμένες του διανυσματικής ακτίνας του μέσου 𝛭 του 𝛢𝛣 είναι 

3 και 7
2
 , αντίστοιχα. 
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Παǐάδεǉγǌα 6 
Δίνονται τα διανǙσματα 𝑎 ൌ 4ଓ + 3ଔ  και 𝛽 ൌ 2ଓ + ଔ . Να βρείτε ένα μοναδιαίο διάνυσμα, 
το οȷοίο να είναι ȷαράλληλο ȷρος το διάνυσμα 𝑢ሬ ൌ −2𝑎 + 3𝛽 . 
 
Λύση 
Είναι: 

𝑢ሬ ൌ −2𝑎 + 3𝛽 ൌ −2ሺ4ଓ + 3ଔ ሻ + 3ሺ2ଓ + ଔ ሻ ൌ −2ଓ − 3ଔ  
 
Ένα μοναδιαίο διάνυσμα ȷου είναι ȷαράλληλο ȷρος το 𝑢ሬ ൌ −2𝑎 + 3𝛽 ൌ −2ଓ − 3ଔ  είναι: 

𝑢ሬ 
|𝑢ሬ |

ൌ
−2ଓ − 3ଔ 

ඥሺ−2ሻ2 + ሺ−3ሻ2 
ൌ

−2ଓ − 3ଔ 
√13

ൌ −
2

√13
ଓ −

3
√13

ଔ ൌ −
2√13
13

ଓ −
3√13
13

ଔ  

 
Παǐάδεǉγǌα 7 
Τα διανǙσματα 𝐹1ሬሬሬ ൌ ሺ2ଓ + 3ଔ ሻ𝛮 και 𝐹2ሬሬሬሬ ൌ ሺ−3ଓ + ଔ ሻ𝛮 ȷαριστάνουν δǙο δυνάμεις (σε 
Newton ሺ𝑁ሻ) ȷου εξασκοǙνται σε ένα σǚμα. 

(α) Να υȷολογίσετε το άθροισμα των δǙο δυνάμεων (συνισταμένη) και το μέτρο της 
συνισταμένης των δǙο δυνάμεων. 

(β) Ένα σǚμα βρίσκεται σε ισορροȷία, ǘταν η συνισταμένη ǘλων των δυνάμεων ȷου 
εξασκοǙνται σε αυτǘ είναι μηδέν. Να υȷολογίσετε τη δǙναμη 𝐹3ሬሬሬሬ  ȷου ȷρέȷει να 
εξασκηθεί στο σǚμα, για να βρίσκεται σε ισορροȷία και να σχεδιάσετε τις τρεις 
δυνάμεις. 

 
Λύση 

(α) Έχουμε: 
𝐹1ሬሬሬ + 𝐹2ሬሬሬሬ ൌ ሺ2ଓ + 3ଔ ሻ + ሺ−3ଓ + ଔ ሻ ൌ ൫−ଓ + 4ଔሬሬሬ ൯𝑁 

Το μέτρο του 𝐹1ሬሬሬ + 𝐹2ሬሬሬሬ  είναι: 

ห𝐹1ሬሬሬ + 𝐹2ሬሬሬሬ ห ൌ ඥሺ−1ሻ2 + 42 ൌ √17 ≅ 4,1 𝛮 
 

(β) Το σǚμα βρίσκεται σε ισορροȷία, ǘταν η 
συνισταμένη των δυνάμεων ȷου εξασκοǙνται σε 
αυτǘ είναι ίση με 0ሬ . Άρα: 

൫𝐹1ሬሬሬ + 𝐹2ሬሬሬሬ ൯ + 𝐹3ሬሬሬሬ ൌ 0ሬ ⇔ 𝐹3ሬሬሬሬ ൌ −൫𝐹1ሬሬሬ + 𝐹2ሬሬሬሬ ൯ 
฻ 𝐹3ሬሬሬሬ ൌ −ሾሺ2ଓ + 3ଔ ሻ + ሺ−3ଓ + ଔ ሻሿ 
฻ 𝐹3ሬሬሬሬ ൌ −ሺ−ଓ + 4ଔ ሻ ฻ 𝐹3ሬሬሬሬ ൌ ሺଓ − 4ଔ ሻ𝑁 
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Δραστηριότητες 

 

1. Να τοȷοθετήσετε τα σημεία 𝛢ሺ3,−1ሻ και 𝛣ሺ1, 4ሻ σε ορθοκανονικǘ σǙστημα 
αξǘνων. Να υȷολογίσετε τις συντεταγμένες και το μέτρο του διανǙσματος 
𝛰𝛢ሬሬሬሬሬ + 𝛰𝛣ሬሬሬሬሬ  , ǘȷου 𝛰 είναι η αρχή των αξǘνων. 
 

2. Να γράψετε τη διανυσματική ακτίνα των σημείων 𝛢ሺ2, 7ሻ και 𝛣ሺ1,−6ሻ, αν το 
σημείο αναφοράς 𝛰 είναι η αρχή των αξǘνων. 
 

3. Να τοȷοθετήσετε τα σημεία 𝛢ሺ−1, 1ሻ, 𝛣ሺ2, −1ሻ και 𝛤ሺ2, 3ሻ σε ορθοκανονικǘ 
σǙστημα αξǘνων. Να κατασκευάσετε το διάνυσμα 𝛢𝛣ሬሬሬሬሬ − 𝛢𝛤ሬሬሬሬሬ  και να υȷολογίσετε 
τις συντεταγμένες και το μέτρο του. 
 

4. Να υȷολογίσετε το μέτρο του διανǙσματος 𝑎 + 𝛽 , με 𝑎 ൌ 3ଓ − 2ଔ   και 𝛽 ൌ 5ଓ + 8ଔ  . 
 

5. Αν 𝑎 ൌ  ቀ05ቁ, 𝛽 ൌ  ቀ 0
−2ቁ, 𝛾 ൌ  ቀ30ቁ και 𝛿 ൌ  ቀ50ቁ, να κατασκευάσετε σε ορθοκανονικǘ 

σǙστημα αξǘνων τα διανǙσματα 𝑎 + 𝛽  και 𝛾 + 𝛿 . 
 

6. Δίνονται τα διανǙσματα 𝑎 ൌ  ቀ25ቁ, 𝛽 ൌ  ቀ−3
 8 ቁ και 𝛾 ൌ  ቀ  2

−2ቁ. Να υȷολογίσετε τις 

συντεταγμένες των ȷιο κάτω διανυσμάτων: 
(α)  𝑎 − 𝛾 + 𝛽  (β)  𝛽 − 𝑎 + 𝛾  (γ)  2𝑎 + 𝛽  
 

7. Δίνονται τα διανǙσματα 𝑎 ൌ  ቀ12ቁ και 𝛽 ൌ  ቀ23ቁ. Να υȷολογίσετε το μέτρο του 

διανǙσματος 𝛾 ൌ 5𝑎 − 3𝛽 . 
 

8. Δίνονται τα διανǙσματα 𝑎 ൌ  ቀ−2
5 ቁ και 𝛽 ൌ  ቀ 𝑥

−10ቁ, με 𝑥 ∈ ℝ. Αν τα διανǙσματα 𝑎  

και 𝛽  είναι ȷαράλληλα, να υȷολογίσετε την τιμή του 𝑥. 
 

9. Δίνονται τα διανǙσματα 𝑥 ൌ  ቀ21ቁ και 𝑦 ൌ  ቀ−3
4 ቁ. Να υȷολογίσετε τις συντεταγμένες 

του διανǙσματος 𝑧 , αν ισχǙει η σχέση 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 ൌ 0ሬ . 
 

10. Αν 𝛢ሺ1, 5ሻ, 𝛣ሺ0,−3ሻ και 𝛤ሺ2, 1ሻ, να υȷολογίσετε τις συντεταγμένες των 
διανυσμάτων 𝛢𝛣ሬሬሬሬሬ , 𝛢𝛤ሬሬሬሬሬ  και 𝛤𝛣ሬሬሬሬሬ . 
 

11. Αν 𝛢ሺ2, 5ሻ και 𝛣ሺ6, 7ሻ, να υȷολογίσετε τη διανυσματική ακτίνα του μέσου 𝛭 του 
ευθǙγραμμου τμήματος 𝛢𝛣. 
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12. Να χαρακτηρίσετε με ΣΩΣΤΟ ή ΛΑΘΟΣ τις ȷιο κάτω ȷροτάσεις, αιτιολογǚντας την 
αȷάντησή σας. 
(α)  Αν ଓ  και ଔ  είναι τα μοναδιαία διανǙσματα σε 

ορθοκανονικǘ σǙστημα αξǘνων, τǘτε |ଓ | ൌ |−ଔ |. ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

(β)  Αν 𝛢ሺ2, 7ሻκαι 𝛣ሺ1, 3ሻ, τǘτε 𝛢𝛣ሬሬሬሬሬ ൌ ଓ + 4ଔ . ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

(γ)  Η διανυσματική ακτίνα του σημείου 𝛢ሺ−2, 5ሻ είναι το 
διάνυσμα −2ଓ + 5ଔ . ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

(δ)  Το διάνυσμα 𝑎 ൌ ቀ0,5
0,5ቁ είναι μοναδιαίο. ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

 

13. Να εξετάσετε κατά ȷǘσο τα διανǙσματα 𝛽 ൌ ቀ 3
−1ቁ, 𝛾 ൌ ቀ 4

−9ቁ, 𝛿 ൌ ቀ−4
6 ቁ, 𝜀 ൌ ቀ 0

−3ቁ, 

𝜁 ൌ ቀ 2𝑥
−3𝑥ቁ, 𝑥 ് 0, είναι ȷαράλληλα με το διάνυσμα 𝑎 ൌ ቀ 2

−3ቁ. 

 

14. Να εξετάσετε κατά ȷǘσο τα διανǙσματα −ଔ ,  𝑎 ൌ 12
13

ଓ + 5
13

ଔ ,  𝛽 ൌ 1
2
ଓ + 1

2
ଔ , 

𝛾 ൌ 3
5
ଓ − 4

5
ଔ   είναι μοναδιαία. 

 

15. Δίνονται τα διανǙσματα 𝑎 ൌ ቀ23ቁ και 𝛽 ൌ ቀ41ቁ. Να βρείτε μοναδιαίο διάνυσμα 

ȷαράλληλο ȷρος το διάνυσμα 𝑎 ,    𝛽 ,    𝑎 + 𝛽 ,    2𝑎 + 5𝛽 . 
 

16. Να βρείτε το μοναδιαίο διάνυσμα ȷου να είναι αντίρροȷο του διανǙσματος 

𝛾 ൌ ቀ−8
15ቁ. 

 

17. Να υȷολογίσετε τη συνισταμένη των δυνάμεων 𝐹1ሬሬሬ ൌ ቀ53ቁ, 𝐹2ሬሬሬሬ ൌ ቀ−1
+5ቁ και 𝐹3ሬሬሬሬ ൌ ቀ−4

−7ቁ 

ȷου ασκοǙνται σε ένα σǚμα και να εξετάσετε κατά ȷǘσο το σǚμα ισορροȷεί. 
 

18. Αν οι διανυσματικές ακτίνες των σημείων 𝛢 και Β είναι 𝑎  και 𝛽  αντίστοιχα, να 

αȷοδείξετε ǘτι η διανυσματική ακτίνα του μέσου 𝛭 του 𝛢𝛣 είναι 𝑎ሬ +𝛽ሬሬ 

2
 . 

 
19. Δίνεται το τρίγωνο 𝛢𝛣𝛤 με 𝛢ሺ−2,−2ሻ, 𝛣ሺ−1,−7ሻ και 𝛤ሺ−11,−3ሻ. Να υȷολογίσετε: 

(α) το διάνυσμα 𝛣𝛭ሬሬሬሬሬሬ , ǘȷου 𝛭 το μέσο της 𝛣𝛤 
(β) το διάνυσμα 𝛢𝛭ሬሬሬሬሬሬ  
(γ) το μήκος της διαμέσου 𝛢𝛭. 
 

20. Δίνονται τα σημεία 𝛢ሺ2, 𝜆 − 2ሻ και 𝛣ሺ𝜆 + 1, 5ሻ, 𝜆 ് 1, έτσι ǚστε το διάνυσμα 𝛢𝛣ሬሬሬሬሬ  να 
έχει συντελεστή διεǙθυνσης ίσο με 2. 
(α) Να υȷολογίσετε τον αριθμǘ 𝜆. 
(β) Αν 𝛭 είναι το μέσο του 𝛢𝛣, να βρείτε τις συντεταγμένες σημείου 𝛤 του άξονα 

𝑦′𝑦, έτσι ǚστε ห𝛭𝛤ሬሬሬሬሬሬ ห ൌ 5. 
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Περίληψη 
 

1. Μονόμετρο μέγεθος λέγεται κάθε μέγεθος ȷου χαρακτηρίζεται μǘνο αȷǘ το 
μέτρο του. 

2. Διανυσματικό μέγεθος ή διάνυσμα λέγεται κάθε μέγεθος ȷου χαρακτηρίζεται 
αȷǘ το μέτρο, τη διεǙθυνση και τη φορά του. 

3. Αν 𝛢 και 𝛣 είναι δǙο διαφορετικά σημεία του εȷιȷέδου, τǘτε το 
ȷροσανατολισμένο ευθǙγραμμο τμήμα με αρχή το 𝛢 και ȷέρας το 𝛣 λέγεται 
εφαρμοστό διάνυσμα με σημείο εφαρμογής το 𝛢 και συμβολίζεται με 𝛢𝛣ሬሬሬሬሬ . 

 

4. Ένα διάνυσμα 𝛢𝛣ሬሬሬሬሬ  έχει διεύθυνση την ευθεία ሺ𝜀ሻ ȷου ορίζεται αȷǘ τα άκρα 𝛢, 𝛣 
(φορέας του διανǙσματος), φορά ȷου καθορίζεται αȷǘ την αρχή και το τέλος 
του διανǙσματος και μέτρο ȷου είναι το μήκος του ευθǙγραμμου τμήματος 𝛢𝛣. 
Το μήκος του διανǙσματος 𝛢𝛣ሬሬሬሬሬ  συμβολίζεται με ห𝛢𝛣ሬሬሬሬሬ ห και είναι ȷάντοτε ένας 
θετικǘς αριθμǘς ή μηδέν. 

5. Μηδενικό διάνυσμα λέγεται το διάνυσμα, του οȷοίου η αρχή και το τέλος του 
συμȷίȷτουν. Το συμβολίζουμε με 𝟎ሬሬ  και έχει μέτρο μηδέν. Δηλαδή, ห0ሬ ห ൌ 0. 

6. Μοναδιαίο λέγεται το διάνυσμα ȷου έχει μέτρο ίσο με τη μονάδα. 
7. Παράλληλα ή συγγραμμικά ονομάζονται τα μη-μηδενικά διανǙσματα, τα οȷοία 

έχουν την ίδια διεǙθυνση. 
8. Τα ȷαράλληλα διανǙσματα διακρίνονται σε δǙο κατηγορίες: 

x Τα ομόρροȷα, τα οȷοία έχουν την ίδια φορά. 
x Τα αντίρροȷα, τα οȷοία έχουν αντίθετη φορά. 

9. Ίσα είναι τα διανǙσματα, τα οȷοία έχουν την ίδια διεǙθυνση, την ίδια φορά και 
το ίδιο μέτρο. 

10. Αντίθετα είναι δǙο διανǙσματα, τα οȷοία έχουν την ίδια διεǙθυνση, το ίδιο 
μέτρο, αλλά αντίθετη φορά. 

11. Κάθε εφαρμοστǘ διάνυσμα 𝛢𝛣ሬሬሬሬሬ  του εȷιȷέδου έχει άȷειρα διανǙσματα ίσα με 
αυτǘ. Το σǙνολο των διανυσμάτων του εȷιȷέδου ȷου είναι ίσα με το 𝛢𝛣ሬሬሬሬሬ  λέγεται 
ελεύθερο διάνυσμα και μȷορεί να συμβολιστεί με 𝑎 . Το διάνυσμα 𝛢𝛣ሬሬሬሬሬ  (ή 
οȷοιοδήȷοτε άλλο διάνυσμα ίσο με αυτǘ) θεωρείται αντιȷρόσωȷος του 
ελεǙθερου διανǙσματος. 

12. ΔǙο διανǙσματα λέγονται διαδοχικά, ǘταν το τέλος του ενǘς διανǙσματος είναι 
η αρχή του άλλου. 

13. Άθροισμα δύο διαδοχικǚν διανυσμάτων είναι το διάνυσμα ȷου έχει αρχή την 
αρχή του ȷρǚτου διανǙσματος και τέλος το τέλος του δεǙτερου διανǙσματος. 
Μȷορεί να εȷεκταθεί και για ȷερισσǘτερα αȷǘ δǙο διανǙσματα. 
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14. Για να ȷροσθέσουμε δǙο διανǙσματα 𝛼  και 𝛽 , μȷοροǙμε να χρησιμοȷοιήσουμε 
και τη μέθοδο του ȷαραλληλογράμμου. 

15. Διαφορά δύο διανυσμάτων 
Η διαφορά του διανǙσματος 𝛽  αȷǘ το διάνυσμα 𝛼  συμβολίζεται με 𝛼 − 𝛽  και 
ορίζεται ως το άθροισμα του 𝛼  με το αντίθετο διάνυσμα του 𝛽 . 

16. Πολλαȷλασιασμός αριθμού με διάνυσμα 
Αν 𝜆 είναι ένας ȷραγματικǘς μη μηδενικǘς αριθμǘς ሺ𝜆 ് 0ሻ και 𝛼  ένα διάνυσμα, 
τǘτε ονομάζουμε γινόμενο του 𝝀 εȷί το 𝜶ሬሬ  και το συμβολίζουμε 𝝀 ∙ 𝜶ሬሬ  το 
διάνυσμα, το οȷοίο: 
¾ είναι ομǘρροȷο του 𝛼 , αν 𝜆 ൐ 0 και αντίρροȷο του 𝛼 , αν 𝜆 ൏ 0, (𝛼 ് 0ሬ ) και 
¾ έχει μέτρο |𝜆| ∙ |𝛼 |. 

Παρατηρήσεις 

x Aν 𝛽 ൌ 𝜆 ∙ 𝛼 , 𝜆 ് 0, τǘτε τα διανǙσματα 𝛼  και 𝛽  είναι ȷαράλληλα. 
x Το διάνυσμα 𝜆 ⋅ 𝛼  είναι ȷαράλληλο με το διάνυσμα 𝛼 . 
x Αν 𝜆 ൌ 0 ή 𝛼 ൌ 0ሬ , τǘτε το 𝜆 ⋅ 𝛼  είναι το μηδενικǘ διάνυσμα 0ሬ . 

17. Ιδιότητες των ȷράξεων διανυσμάτων 
9 Ιδιǘτητες ȷρǘσθεσης 

¾ 𝛼 + 𝛽 ൌ 𝛽 + 𝛼  (Μεταθετική) 
¾ ൫𝛼 + 𝛽 ൯ + 𝛾 ൌ 𝛼 + ൫𝛽 + 𝛾 ൯ (Προσεταιριστική) 

¾ 𝛼 + 0ሬ ൌ 𝛼  (Ουδέτερο στοιχείο) 
¾ 𝛼 + ሺ−𝛼 ሻ ൌ 0ሬ  (Αντίθετο στοιχείο) 

9 Ιδιǘτητες ȷολλαȷλασιασμοǙ ȷραγματικοǙ αριθμοǙ εȷί διάνυσμα 
¾ ሺ𝜆 + 𝜇ሻ𝛼 ൌ 𝜆𝛼 + 𝜇𝛼  
¾ 𝜆൫𝛼 + 𝛽 ൯ ൌ 𝜆𝛼 + 𝜆𝛽  
¾ 𝜆ሺ𝜇𝛼 ሻ ൌ ሺ𝜆𝜇ሻ𝛼  

18. Διάνυσμα θέσης ή διανυσματική ακτίνα ενǘς σημείου 𝛲 ως ȷρος ένα σημείο 
αναφοράς 𝛰 του εȷιȷέδου ονομάζεται το διάνυσμα με αρχή το σημείο αναφοράς 
𝛰 και τέλος το σημείο 𝛲. 

19. Κάθε διάνυσμα στο εȷίȷεδο είναι ίσο με τη διανυσματική ακτίνα του τελικοǙ 
σημείου του, μείον τη διανυσματική ακτίνα του αρχικοǙ σημείου του. 

20. Σε ορθοκανονικǘ σǙστημα αξǘνων θεωροǙμε ως σημείο αναφοράς την αρχή 
των αξǘνων και ορίζουμε μοναδιαία διανǙσματα στους άξονες των τετμημένων 
και τεταγμένων ως ακολοǙθως: 
x Το μοναδιαίο διάνυσμα του άξονα τετμημένων είναι το διάνυσμα με αρχή το 

σημείο 𝛰ሺ0, 0ሻ και τέλος το σημείο ሺ1, 0ሻ. Συμβολίζεται με ଓ  και έχει μέτρο 
|ଓ | ൌ 1. 

x Το μοναδιαίο διάνυσμα του άξονα τεταγμένων είναι το διάνυσμα με αρχή το 
σημείο 𝛰ሺ0, 0ሻ και τέλος το σημείο ሺ0, 1ሻ. Συμβολίζεται με ଔ  και έχει μέτρο 
|ଔ | ൌ 1. 
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21. Κάθε σημείο 𝛭ሺ𝑥, 𝑦ሻ του εȷιȷέδου έχει διανυσματική ακτίνα, η οȷοία μȷορεί να 
εκφραστεί συναρτήσει των μοναδιαίων διανυσμάτων ଓ  και ଔ : 

x 𝛰𝛭ሬሬሬሬሬሬ ൌ 𝑥ଓ + 𝑦ଔ   ή  𝛰𝛭ሬሬሬሬሬሬ ൌ ቀ
𝑥
𝑦ቁ  και  ห𝛰𝛭ሬሬሬሬሬሬ ห ൌ ඥ𝑥2 + 𝑦2. 

 

 
 

x Τα μοναδιαία διανǙσματα ଓ  και ଔ  μȷοροǙν να γραφοǙν ως ଓ ൌ ቀ10ቁ και 

ଔ ൌ ቀ01ቁ. 

x Τα διανǙσματα 𝑥ଓ ,   𝑦ଔ  λέγονται συνιστǚσες του διανǙσματος 𝑥ଓ + 𝑦ଔ . 
x Οι αριθμοί 𝑥, 𝑦 λέγονται συντεταγμένες του διανǙσματος 𝑥ଓ + 𝑦ଔ  στο 

σǙστημα 𝑥𝛰𝑦. 
x Ο αριθμǘς 𝑥 λέγεται τετμημένη του 𝑥ଓ + 𝑦ଔ  και ο αριθμǘς 𝑦 τεταγμένη του 

𝑥ଓ + 𝑦ଔ . 
x Σε κάθε σημείο 𝛭ሺ𝑥, 𝑦ሻ του εȷιȷέδου αντιστοιχεί ένα μοναδικǘ ζεǙγος 

ȷραγματικǚν αριθμǚν ሺ𝑥, 𝑦ሻ, ǚστε να ισχǙει 𝛰𝛭ሬሬሬሬሬሬ ൌ 𝑥ଓ + 𝑦ଔ . 

x Αν 𝑎  είναι ένα μη μηδενικǘ διάνυσμα, τǘτε το 𝑎ሬ 
|𝑎ሬ |

 είναι ένα μοναδιαίο 

διάνυσμα ομǘρροȷο του 𝑎 . 
22. Αν 𝛢ሺ𝑥1, 𝑦1ሻ και 𝐵ሺ𝑥2, 𝑦2ሻ δǙο σημεία στο καρτεσιανǘ εȷίȷεδο τǘτε το διάνυσμα 

𝛢𝛣ሬሬሬሬሬ  γράφεται κατά μοναδικǘ τρǘȷο ως: 

𝛢𝛣ሬሬሬሬሬ ൌ ሺ𝑥2 − 𝑥1ሻଓ + ሺ𝑦2 − 𝑦1ሻ ଔ   ή 𝛢𝛣ሬሬሬሬሬ ൌ ቀ
𝑥2 − 𝑥1
𝑦2 − 𝑦1

ቁ 

23. Το μέτρο του διανǙσματος 𝛢𝛣ሬሬሬሬሬ  είναι ห𝛢𝛣ሬሬሬሬሬ ห ൌ ඥሺ𝑥2 − 𝑥1ሻ2 + ሺ𝑦2 − 𝑦1ሻ2. 
24. Πράξεις διανυσμάτων των οȷοίων δίνονται οι συντεταγμένες 

x Αν 𝑎  και 𝛽  είναι δǙο διανǙσματα με 𝑎 ൌ  ቀ
𝑎1
𝑎2

ቁ και βሬ ൌ  ൬β1
β2

൰, τǘτε το άθροισμα 

των διανυσμάτων 𝑎  και βሬ  είναι: 

𝑎 + 𝛽 ൌ  ൬𝑎1 + 𝛽1
𝑎2 + 𝛽2

൰  ή  𝑎 + 𝛽 ൌ ሺ𝑎1 + 𝛽1ሻଓ  + ሺ𝑎1 + 𝛽1ሻଔ  

x Αν 𝑎  είναι ένα διάνυσμα με 𝑎 ൌ  ቀ
𝑥
𝑦ቁ και 𝜆 ένας ȷραγματικǘς αριθμǘς, τǘτε το 

διάνυσμα 𝜆𝑎  είναι: 

𝜆𝑎 ൌ  ൬𝜆𝑥𝜆𝑦൰  ή  𝜆𝑎 ൌ 𝜆𝑥ଓ + 𝜆𝑦ଔ  
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25. Συντεταγμένες μέσου ευθύγραμμου τμήματος 
Αν τα σημεία 𝛢ሺ𝑥1, 𝑦1ሻ και 𝛣ሺ𝑥2, 𝑦2ሻ είναι δǙο σημεία του εȷιȷέδου, τǘτε οι 
συντεταγμένες του μέσου 𝛭 του 𝛢𝛣 είναι: 

𝑀൬
𝑥1 + 𝑥2

2
,
𝑦1 + 𝑦2

2
൰ 

26. Συντελεστής διεύθυνσης διανύσματος 
Αν 𝑎  ένα μη μηδενικǘ διάνυσμα και 𝛢, 𝐵 δǙο σημεία του εȷιȷέδου με 

𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ ൌ 𝑎 ൌ ቀ
𝑥1
𝑦1

ቁ, τǘτε το ȷηλίκο 𝑦1
𝑥1

 το ονομάζουμε συντελεστή διεύθυνσης του 

διανǙσματος 𝑎 . 
x Αν 𝑦1 ൌ 0, ǘταν δηλαδή το διάνυσμα είναι ȷαράλληλο ȷρος τον άξονα 𝑥′𝑥, 

τǘτε ο συντελεστής διεǙθυνσης είναι ίσος με 0. 
x Αν 𝑥1 ൌ 0, ǘταν δηλαδή το διάνυσμα είναι ȷαράλληλο ȷρος τον άξονα 𝑦′𝑦, 

τǘτε ο συντελεστής διεǙθυνσης δεν ορίζεται. 
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Δραστηριότητες Ενότητας 
 

1. Να γράψετε ομοιǘτητες και διαφορές για τα διανǙσματα 𝛼 , 2𝛼  και −3𝛼 . 
 

 
 

2. Στο ȷιο κάτω σχήμα δίνεται τυχαίο τετράȷλευρο ΑΒΓΔ. Να αȷοδείξετε ǘτι: 
𝛢𝛣ሬሬሬሬሬ − 𝛤𝛣ሬሬሬሬሬ ൌ  𝛢𝛥ሬሬሬሬሬ − 𝛤𝛥ሬሬሬሬሬ  

 

3. Δίνονται τα διανǙσματα 𝛢𝛣ሬሬሬሬሬ , 𝛣𝛤ሬሬሬሬሬ  και 𝛤𝛥ሬሬሬሬሬ , ǘȷως φαίνονται στο ȷιο κάτω σχήμα. Να 
αȷοδείξετε ǘτι 𝛢𝛣ሬሬሬሬሬ + 𝛣𝛤ሬሬሬሬሬ + 𝛤𝛥ሬሬሬሬሬ ൌ 𝛢𝛥ሬሬሬሬሬ  , χρησιμοȷοιǚντας τη διαδικασία υȷολογισμοǙ 
του αθροίσματος δǙο διαδοχικǚν διανυσμάτων. 
 

 
 

4. Στο ȷιο κάτω σχήμα δίνονται τα διανǙσματα 𝛼  , 𝛽,ሬሬሬ 𝛾 . Να σχεδιάσετε τα ȷιο κάτω 
διανǙσματα σε τετραγωνισμένο χαρτί, εȷεξηγǚντας τη μέθοδο ȷου 
ακολουθήσατε. 

(α) 𝛼 + 𝛽  (β) 𝛽 + 𝛾  (γ) 𝛼 + 𝛼 + 𝛼  

(δ) 𝛼 + 𝛽 + 𝛾  (ε) 𝛼 − 𝛽  (στ) 𝛽 − 𝛾  

(ζ) 𝛼 − 𝛽 + 𝛾    
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5. Στο ȷιο κάτω σχήμα δίνονται δǙο τετράγωνα, τα 𝛢𝛣𝛤𝛥 και 𝛫𝛬𝛭𝛮, ǘȷου 𝛫, 𝛬,𝛭,𝛮 
είναι τα μέσα των 𝛢𝛣, 𝛣𝛤, 𝛤𝛥, 𝛢𝛥, αντίστοιχα. Αν 𝛢𝛫ሬሬሬሬሬ ൌ  𝛼  και 𝛢𝛮ሬሬሬሬሬሬ ൌ  𝛽 , να 
εκφράσετε τα διανǙσματα 𝛢𝛥ሬሬሬሬሬ , 𝛤𝛭ሬሬሬሬሬሬ , 𝛮𝛭ሬሬሬሬሬሬሬ ,𝛭𝛬ሬሬሬሬሬሬ  συναρτήσει των 𝛼  και 𝛽 . 
 

 
 

6. Στο ȷιο κάτω σχήμα, δίνεται το τρίγωνο 𝛢𝛣𝛤 με 𝛥 και 𝛦 τα μέσα των ȷλευρǚν 𝛢𝛣 
και 𝛣𝛤, αντίστοιχα. 
 

 
 
Αν 𝛢𝛣ሬሬሬሬሬ ൌ 𝛼  και 𝛢𝛤ሬሬሬሬሬ ൌ 𝛽 : 
(α) Να εκφράσετε τα διανǙσματα 𝛤𝛣ሬሬሬሬሬ , 𝛢𝛦ሬሬሬሬሬ  και 𝛥𝛦ሬሬሬሬሬ  συναρτήσει των 𝛼  και 𝛽 . 
(β) Τι είδους τετράȷλευρο είναι το 𝛢𝛥𝛦𝛤; Να αιτιολογήσετε την αȷάντησή σας. 

 
7. Δίνονται τα σημεία 𝛢ሺ−2, 8ሻ και 𝛣ሺ4, 2ሻ. Να γράψετε τις διανυσματικές ακτίνες 

των 𝛢, 𝛣 και του μέσου 𝛭 του 𝛢𝛣. 
 

8. Να εξετάσετε κατά ȷǘσο τα διανǙσματα 𝑎 ൌ 1
3
ଓ + 2

3
ଔ  και 𝛽 ൌ √5

3
ଓ − 2

3
ଔ  είναι 

μοναδιαία. 
 

9. Αν το διάνυσμα 𝑢ሬ ൌ 1
2
ଓ + 𝜅ଔ  είναι μοναδιαίο, να υȷολογίσετε την τιμή του 𝜅 ∈ ℝ. 

 
10. Να εξετάσετε κατά ȷǘσο τα σημεία 𝛢ሺ2,3ሻ, 𝛣ሺ6,0ሻ και 𝛤ሺ−2,6ሻ είναι συνευθειακά. 
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11. Να βρείτε αντίρροȷο διάνυσμα ȷρος το 𝑎 ൌ ቀ12
5 ቁ, το οȷοίο να έχει τριȷλάσιο 

μέτρο αȷǘ το 𝑎 . 
 

12. Να εξετάσετε σε κάθε ȷερίȷτωση κατά ȷǘσο τα διανǙσματα είναι συγγραμμικά. 

(α) 𝛼 ൌ ቀ−2
 5 ቁ , 𝛽 ൌ ቀ +3 

−8 ቁ 

(β) 𝛾 ൌ ൬√2
 1

൰ , 𝛿 ൌ ൬  4 
√8൰ 

(γ) 𝜀 ൌ ൬3 − √5
2

൰ , 𝜁 ൌ ൬ 2
3 + √5൰ 

 
13. Να υȷολογίσετε τις συντεταγμένες του διανǙσματος βሬ , το οȷοίο να είναι 

αντίρροȷο του 𝑎 ൌ ቀ−4
+3ቁ και να έχει μέτρο 10 μονάδες. 

 

14. Σε ένα σǚμα μάζας 𝑚 ൌ 2 kg ασκοǙνται οι δυνάμεις 𝐹1ሬሬሬ ൌ ቀ−2
+3ቁ, 𝐹2ሬሬሬሬ ൌ ቀ+4

−2ቁ και 

𝐹3ሬሬሬሬ ൌ ቀ+8
−1ቁ. 

(α) Να υȷολογίσετε τη συνισταμένη 𝛴𝐹  ሺ𝛴𝐹 ൌ 𝐹1ሬሬሬ + 𝐹2ሬሬሬሬ + 𝐹3ሬሬሬሬ ሻ των δυνάμεων ȷου 
ασκοǙνται στο σǚμα και να την ȷαραστήσετε γραφικά. 

(β)  Να υȷολογίσετε την εȷιτάχυνση 𝑎 , την οȷοία αȷοκτά το σǚμα ൫𝛴𝐹 ൌ 𝑚𝑎 ൯. 

(γ)  Ποια είναι η σχέση των διανυσμάτων 𝛴𝐹  και 𝑎  και ȷοια είναι η φυσική 
ερμηνεία αυτής της σχέσης; 
 

15. Δίνεται τρίγωνο 𝛢𝛣𝛤. Με αρχή το σημείο 𝛣 φέρουμε τα διανǙσματα 𝛣𝛥ሬሬሬሬሬ ൌ 𝛢𝛤ሬሬሬሬሬ  και 
𝛣𝛦ሬሬሬሬሬ ൌ 𝛢𝛥ሬሬሬሬሬ . Να αȷοδείξετε ǘτι το σημείο 𝛥 είναι το μέσο του 𝛦𝛤. 
 

16. Δίνεται τρίγωνο 𝛢𝛣𝛤. Αν 𝛢𝛥, 𝛣𝛦 και 𝛤𝛧 είναι οι διάμεσοί του, να δείξετε ǘτι ισχǙει 
𝛢𝛥ሬሬሬሬሬ + 𝛣𝛦ሬሬሬሬሬ + 𝛤𝛧ሬሬሬሬሬ ൌ 0ሬ . 
 

17. Να υȷολογίσετε την τιμή του 𝜅 ∈ ℝ, ǚστε τα σημεία 𝛢ሺ2, 1ሻ,  𝛣ሺ1 − 𝜅2, 4ሻ και 
𝛤ሺ1 − 5𝜅, 10ሻ να είναι συνευθειακά. 
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Λύση Προβλήματος 
 

ΔΥΝΑΜΗ ΤΟΥ ΑΝΕΜΟΥ 
Στην ȷǘλη Ζετάουν σκέφτονται να εγκαταστήσουν ανεμογεννήτριες 
για την ȷαραγωγή ηλεκτρισμοǙ. Το συμβοǙλιο της Ζετάουν συνέλεξε 
ȷληροφορίες σχετικά με το ακǘλουθο μοντέλο ανεμογεννήτριας: 
 
 

Μοντέλο:  𝐸 − 82 
Ύψος του ȷύργου: 138 μέτρα 
Αριθμός ελίκων: 3 
Μήκος έλικα: 40 μέτρα 
Μέγιστη ταχύτητα 
ȷεριστροφής: 

20 στροφές ανά λεȷτǘ 

Κόστος κατασκευής: 3 200 000 ζετς 

Έσοδα: 0,10 ζετς ανά 𝑘𝑊ℎ ȷου ȷαράγεται 

Κόστος συντήρησης: 0,01 ζετς ανά 𝑘𝑊ℎ ȷου ȷαράγεται 

Αȷοδοτικότητα: 97% του χρǘνου σε λειτουργία  

ΣǇǌείǕσǇ: H κιλοβατǚρα ሺ𝑘𝑊ℎሻ είναι μονάδα μέτρησης της 
ηλεκτρικής ενέργειας. 

Ερǚτηση 1 
Να αȷοφασίσετε κατά ȷǘσο οι ȷιο κάτω δηλǚσεις για τις ανεμογεννήτριες 𝐸 − 82 
ȷροκǙȷτουν αȷǘ τις ȷληροφορίες ȷου ȷαρέχονται. Να βάλετε σε κǙκλο “Ναι” ή 
“Όχι” για κάθε δήλωση. 
 

Δήλωση 
Η δήλωση ȷροκǙȷτει αȷǘ τις 
ȷληροφορίες ȷου ȷαρέχονται; 

Το κǘστος κατασκευής τριǚν ανεμογεννητριǚν θα 
είναι συνολικά μεγαλǙτερο αȷǘ  8 000 000 ζετς. 

Ναι / Όχι 

Το κǘστος συντήρησης της ανεμογεννήτριας 
αντιστοιχεί ȷερίȷου στο 5% των εσǘδων ȷου 
αȷοφέρει η ανεμογεννήτρια.  

Ναι / Όχι 

Το κǘστος συντήρησης της ανεμογεννήτριας 
εξαρτάται αȷǘ τον αριθμǘ των 𝑘𝑊ℎ ȷου 
ȷαράγονται. 

Ναι / Όχι 

Ακριβǚς 97 μέρες τον χρǘνο, η ανεμογεννήτρια 
είναι εκτǘς λειτουργίας. 

Ναι / Όχι 
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Ερǚτηση 2 
Η Ζετάουν θέλει να υȷολογίσει το κǘστος και το κέρδος ȷου θα δημιουργηθεί αȷǘ 
την εγκατάσταση ανεμογεννητριǚν. Ο δήμαρχος της ȷǘλης ȷροτείνει τον ακǘλουθο 
τǙȷο για τον υȷολογισμǘ του οικονομικοǙ οφέλους, 𝛫 σε ζετς, για μια ȷερίοδο 𝑦 
χρǘνων, αν εγκατασταθεί το μοντέλο ανεμογεννήτριας 𝐸 − 82. 
 
           𝛫 ൌ  400 000 𝑦 –  3 200 000 
 
 
 
 
Με βάση τον τǙȷο ȷου ȷροτείνει ο δήμαρχος, ȷοιος είναι ο ελάχιστος χρǘνος 
λειτουργίας της ανεμογεννήτριας, ǚστε να καλυφθεί το κǘστος εγκατάστασής της; 
 

Α. 6 Ǔρǘνια Β. 8 Ǔρǘνια 

Γ. 10 Ǔρǘνια Δ. 12 Ǔρǘνια 
 
Ερǚτηση 3 
Η Ζετάουν αȷοφάσισε να αναγείρει μερικές 
ανεμογεννήτριες 𝐸 − 82 σε ένα τετράγωνο οικǘȷεδο 
(μήκοςൌȷλάτοςൌ 500 𝑚). 
ΣǙμφωνα με τους κανονισμοǙς κατασκευής, η 
ελάχιστη αȷǘσταση ανάμεσα στους ȷǙργους δǙο 
ανεμογεννητριǚν αυτοǙ του μοντέλου ȷρέȷει να 
είναι ȷέντε φορές το μήκος του ȷεριστρεφǘμενου 
έλικα. 
Η ȷρǘταση του δημάρχου της ȷǘλης για τον τρǘȷο 
τοȷοθέτησης των ανεμογεννητριǚν ȷαρουσιάζεται 
στο διάγραμμα. 
Να εξηγήσετε για ȷοιον λǘγο η εισήγηση του 
δημάρχου δεν ȷληροί τις ȷροδιαγραφές. Να υȷοστηρίξετε τα εȷιχειρήματά σας με 
υȷολογισμοǙς.  
 
Ερǚτηση 4 
Ποια είναι η μέγιστη ταχǙτητα με την οȷοία κινοǙνται τα άκρα των 
ȷεριστρεφǘμενων ελίκων των ανεμογεννητριǚν; Να ȷεριγράψετε την ȷορεία 
εργασίας σας και να δǚσετε την αȷάντησή σας σε χιλιǘμετρα ανά ǚρα ሺkm/hሻ. Να 
αξιοȷοιήσετε τις ȷληροφορίες για το μοντέλο 𝐸 − 82. 
 

PISA 2012 
  

Κǘστος 
εγκατάστασης της 
ανεμογεννήτριας 

 

Κέρδος αȷǘ την 
ετήσια ȷαραγωγή 

ηλεκτρισμοǙ 

 

z = ʌȪȡγȠȢ αȞεȝȠγεȞȞήτȡιαȢ 
ΣηȝείȦση: ΤȠ διάγȡαȝȝα δεȞ 
είȞαι ȣʌȩ țȜίȝαțα.  

25
0 

m
 

250 m 
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Δραστηριότητες Εμȷλουτισμού 
 

1. Δίνονται δǙο ίσα διανǙσματα 𝛢𝛣ሬሬሬሬሬ ൌ 𝛤𝛥ሬሬሬሬሬ . Να δείξετε ǘτι 𝛢𝛤ሬሬሬሬሬ ൌ 𝛣𝛥ሬሬሬሬሬ . 
 

2. Στο ȷιο κάτω σχήμα, δίνεται το τρίγωνο 𝛢𝛣𝛥, με 𝛣𝛤
𝛤𝛥

ൌ 3
2
 , 𝛢𝛦

𝛦𝛥
ൌ 1

3
 και 𝛢𝛣ሬሬሬሬሬ ൌ  𝛼 , 

𝛦𝛥ሬሬሬሬሬ ൌ  𝛽 . 
 

 
 
(α) Να εκφράσετε τα διανǙσματα 𝛢𝛦ሬሬሬሬሬ , 𝛦𝛣ሬሬሬሬሬ  και 𝛤𝛥ሬሬሬሬሬ  συναρτήσει των 𝛼  και 𝛽 . 
(β) Να δείξετε ǘτι  𝛦𝛤ሬሬሬሬሬ ൌ 1

15
൫ 6𝛼 + 7𝛽 ൯. 

 

3. Στο ȷιο κάτω σχήμα δίνεται το τετράȷλευρο 𝛢𝛣𝛤𝛥 και τα σημεία 𝛫, 𝛬,𝛭 και 𝛮 
είναι τα μέσα των ȷλευρǚν 𝛢𝛣, 𝛣𝛤, 𝛤𝛥 και 𝛥𝛢, αντίστοιχα. 
 

 
 
Αν 𝛢𝛣ሬሬሬሬሬ ൌ  𝛼 , 𝛢𝛤ሬሬሬሬሬ ൌ  𝛽  και 𝛢𝛥ሬሬሬሬሬ ൌ  𝛾 : 
(α) Να εκφράσετε τα διανǙσματα 𝛥𝛤ሬሬሬሬሬ , 𝛥𝛭ሬሬሬሬሬሬ  και 𝛢𝛭ሬሬሬሬሬሬ  συναρτήσει των 𝛼 , 𝛽  και 𝛾 . 
(β) Να εκφράσετε το διάνυσμα 𝛢𝛬ሬሬሬሬሬ  συναρτήσει των 𝛼  και 𝛽  και στη συνέχεια το 

διάνυσμα 𝛭𝛬ሬሬሬሬሬሬ  συναρτήσει των 𝛼  και 𝛾 . 
(γ) Να εκφράσετε το διάνυσμα 𝛮𝛫ሬሬሬሬሬሬ  συναρτήσει των 𝛼  και 𝛾 . Να γράψετε τη σχέση 

ȷου συνδέει τα διανǙσματα 𝛭𝛬ሬሬሬሬሬሬ  και 𝛮𝛫ሬሬሬሬሬሬ . Να χαρακτηρίσετε το τετράȷλευρο 
𝛫𝛬𝛭𝛮. 

(δ) Να αȷοδείξετε ǘτι 𝛥𝛣ሬሬሬሬሬ ൌ 2 𝛮𝛫ሬሬሬሬሬሬ . 
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4. Δίνεται τραȷέζιο 𝛢𝛣𝛤𝛥 ሺ𝛢𝛣//𝛤𝛥ሻ. Αν 𝛭 είναι το μέσο της 𝛣𝛤 και 𝛮 το μέσο της 𝛢𝛥. 
Να δείξετε ǘτι: 

𝛮𝛭 ൌ
𝛢𝛣 + 𝛣𝛤

2
 

 

 
 

5. Δίνεται το διάνυσμα 𝛰𝛢ሬሬሬሬሬ ൌ  ቀ32ቁ, ǘȷου 𝛰 είναι η αρχή των αξǘνων. Αν το διάνυσμα 

𝛰𝛢1ሬሬሬሬሬሬሬሬ  είναι το συμμετρικǘ του διανǙσματος 𝛰𝛢ሬሬሬሬሬ  ως ȷρος άξονα συμμετρίας τον 
άξονα των τετμημένων και το διάνυσμα 𝛰𝛢2ሬሬሬሬሬሬሬሬ  το συμμετρικǘ του διανǙσματος 𝛰𝛢ሬሬሬሬሬ  
ως ȷρος άξονα συμμετρίας τον άξονα των τεταγμένων, να βρείτε το άθροισμα 
𝛰𝛢1ሬሬሬሬሬሬሬሬ + 𝛰𝛢2ሬሬሬሬሬሬሬሬ . Τι ȷαρατηρείτε για τα διανǙσματα 𝛰𝛢1ሬሬሬሬሬሬሬሬ  και 𝛰𝛢2ሬሬሬሬሬሬሬሬ ; 
 

6. Να τοȷοθετήσετε τα σημεία 𝛣ሺ−3,−3ሻ και 𝛤ሺ3, 9ሻ σε ορθοκανονικǘ σǙστημα 
αξǘνων. Να υȷολογίσετε τις συντεταγμένες του σημείου 𝛢, αν ισχǙει ǘτι 
𝛢𝛤ሬሬሬሬሬ ൌ −2 ∙ 𝛢𝛣ሬሬሬሬሬ . 
 

7. Δίνονται τα σημεία 𝛢ሺ1, 1ሻ, 𝛣ሺ2 ,5ሻ και 𝛤ሺ5, 9ሻ. Να υȷολογίσετε τις συντεταγμένες 
του σημείου 𝛥, ǚστε το 𝛢𝛣𝛤𝛥 να είναι ȷαραλληλǘγραμμο. 
 

8. Να αȷοδείξετε ǘτι αν 𝑎  και 𝛽  δǙο διανǙσματα, τǘτε ห𝑎 + 𝛽 ห ൑ |𝑎 | + ห𝛽 ห. Να βρείτε 

τη σχέση των 𝑎  και 𝛽 , ǘταν ห𝑎 + 𝛽 ห ൌ |𝑎 | + ห𝛽 ห. 
 

9. Να αȷοδείξετε ǘτι το ευθǙγραμμο τμήμα ȷου ενǚνει τα μέσα δǙο ȷλευρǚν ενǘς 
τριγǚνου είναι ȷαράλληλο ȷρος την τρίτη ȷλευρά του τριγǚνου. 
 

10. Σε τρίγωνο 𝛢𝛣𝛤, η 𝛢𝛭 είναι διάμεσος του τριγǚνου. Να αȷοδείξετε ǘτι ισχǙει: 
ሺ𝛢𝛣ሻ2 + ሺ𝛢𝛤ሻ2 ൌ 2ሺ𝛢𝛭ሻ2 + 2ሺ𝛣𝛭ሻ2 
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Απαντήσεις  Δραστηριοτήτων 

Α΄  τεǙǓǏǒǑ 
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ΕȷαǍάǋǇǔǇ:  Αȷǘ τǏ ΓǒǌǍάσǉǏ στǏ ΛǙǊεǉǏ 

Σεǋǂδα 𝟖 
ΔǐαστǇǐǉǘτǇτα ΑȷαǍτήσεǉǑ 

1.  𝛢𝛣 ൌ 5, 𝛢𝛤 ൌ 5, 𝛣𝛤 ൌ 5√2 

2.  √53 , √83 , √5, √293 , √29 

3.  30 Ǌαǈǂσǌατα 

4.  10𝜋 m, 25𝜋 m2 

5.  (α) 𝑥 ൌ െ2 
(Ǆ) 𝑥 ൌ 7 

(ǅ) ΑδǙǍατǇ 
(δ) ΑǘǐǉστǇ 

6.  (α) 𝜆 ൌ 3 (Ǆ) 𝜆 ൌ െ9 

7.  (α) 𝑎 ൌ െ3 (Ǆ) 𝑎 ൌ 6 

8.  𝛢: 𝑥 ൒
2
3
 

𝐵: 𝑥 ൑ 4 

9.  
(α) 𝑥 ൒ 1,  𝑥 ൏ 5 
(Ǆ) 1 ൑ 𝑥 ൏ 5 
(ǅ) 𝑥 ൌ 1 

(δ) ȷ.Ǔ. 1, 7
3
, 3, 4, 98 

(ε) 𝑥 ൌ 4 

10.  

(α)  (Ǆ)   
 

 
(ǅ)   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(δ)   
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(ε)   

 

 

(στ)   
 

 

 

11.  (α) 𝑎 ൌ െ3 (Ǆ) ȷ.Ǔ. ሺെ2, 6ሻ, ሺ0,0ሻ 

12.  𝛽 ൌ 2 

13.  (α) 𝑦 ൌ 3𝑥
2

൅ 1 (Ǆ) 𝑦 ൌ 4 

14.  (α) 𝑥 ൌ 0, 𝑦 ൌ 3 (Ǆ) 𝑥 ൌ 3
4
, 𝑦 ൌ 3

2
 

15.  ሺെ1,െ2ሻ 

16.  
(α) 𝑥2 ൅ 4𝑥 ൅ 4 
(Ǆ) 4𝑥2 െ 12𝑥𝑦 ൅ 9𝑦2 
(ǅ) 𝑥మ

4
െ 2𝑥 ൅ 4 

(δ) 𝑥2 െ 9 
(ε) 𝑥3 ൅ 12𝑥2 ൅ 48𝑥 ൅ 64 
(στ) 4𝑥2 െ 1 

19.  

(α) 2𝑥ሺ𝑥 ൅ 1ሻሺ𝑥 െ 1ሻ 
(Ǆ) ሺ𝑦 െ 5 െ 𝑥ሻሺ𝑦 െ 5 ൅ 𝑥ሻ 
(ǅ) ሺ𝛼 െ 𝛽ሻሺ𝛼2 ൅ 𝛼𝛽 ൅ 𝛽2ሻሺ𝑥 ൅ 1ሻሺ𝑥2 െ 𝑥 ൅ 1ሻ 
(δ) െ5𝑦ሺ2𝑥 ൅ 𝑦ሻ 

20.  
(α) 𝑥 ൌ 0 ǁ  𝑥 ൌ 5 
(Ǆ) 𝑥 ൌ െ3 ǁ  𝑥 ൌ 2 

(ǅ) 𝑎 ൌ െ3 ǁ  𝑎 ൌ 1 
(δ) 𝑥 ൌ 1 ǁ  𝑥 ൌ 2

3
 

21.  (α) 𝑥
𝑥+1

 (Ǆ) 𝑎−4
𝑎

 

22.  
(α) 𝑥 ൌ 1, αȷǏǐǐǂȷτεταǉ 
(Ǆ) 𝑥 ൌ െ3 αȷǏǐǐǂȷτεταǉ,  𝑥 ൌ െ2 
(ǅ) 𝑥 ൌ െ3 αȷǏǐǐǂȷτεταǉ,  𝑥 ൌ 3 

23.  8, 9 

26.  (α) συν𝛢 ൌ 4
5
 (Ǆ) ημ𝛤 ൌ 4

5
 

27.  συν𝜃 ൌ 4
5
,  εφ𝜃 ൌ 3

4
 

28.  12,30 m 

29.  (α) 𝑥 ൌ 12,99 cm, 𝑦 ൌ 10,24 cm 
(Ǆ) 𝑥 ൌ 79,67 cm,  𝑦 ൌ 46 cm 
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ΕǍǘτǇτα 01:  ΠǐαǅǌατǉǊǏǂ ΑǐǉǈǌǏǂ 

Σεǋǂδα  𝟐𝟒   Η έǍǍǏǉα τǇǑ ǍǉǏστήǑ ǐǂǆαǑ  
ΔǐαστǇǐǉǘτǇτα ΑȷαǍτήσεǉǑ 

1.  
(α) 10 
(Ǆ) 2

3
 

(ǅ) െ6 
(δ) 0,2 

2.  
(α) 3 
(Ǆ) 𝑥3 ൌ 25, 𝑥6 ൌ 625, 𝑦2 ൌ 8, 𝑦6 ൌ 512 
(ǅ) 𝑦 ൏ 𝑥 

3.  (α) √10ఱ  (Ǆ) 1,585 

4.  (α) 512 
(Ǆ) 315 

(ǅ) 28 
(δ) 75 

5.  
(α) 36 
(Ǆ) 620 

(ǅ) 2
𝑥ర 

(δ) 𝛽య

10
 

6.  
(α) 𝑥 ൌ േ2  
(Ǆ) 𝑥 ൌ െ3 
(ǅ) 𝑥 ൌ 2 

7.  
(α) 𝑥 ൌ േ10 
(Ǆ) ΑδǙǍατǇ εǎǂσǕσǇ στǏ ℝ 
(ǅ) 𝑥 ൌ േ 1

2
 

8.  
(α) 𝑥 ൌ √2య  
(Ǆ) 𝑥 ൌ േ√2ర  
(ǅ) 𝑥 ൌ െ√10ఱ  

9.  
(α) 𝑥 ൌ 1, 𝑥 ൌ െ5 
(Ǆ) 𝑥 ൌ 5 
(ǅ) 𝑥 ൌ 4 

10.  
(α) 𝑥 ൌ 11 
(Ǆ) 𝑥 ൌ 72 
(ǅ) 𝑥 ൌ 81 

11.  1002 

12.  0,05 ǁ 5% 

Σεǋǂδα  𝟑𝟎   ΙδǉǘτǇτεǑ ǍǉǏστήǑ ǐǂǆαǑ 

ΔǐαστǇǐǉǘτǇτα ΑȷαǍτήσεǉǑ 

1.  (α) 7 
(Ǆ) 6 

(ǅ) 4 ൅ √5 
(δ) 3 

(ε) √7 െ √6 
(στ) 2 

2.  (α) 2𝑥 
(Ǆ) 2𝑥2𝑦7 

(ǅ) ΔεǍ εǂǍαǉ ȷǐαǅǌατǉǊǘǑ αǐǉǈǌǘǑ 
(δ) 2𝑦

√27ఱ  
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3.  
(α) 2 
(Ǆ) 1

4
 

(ǅ) 4 
(δ) 𝑎 

(ε) 𝑥2 
(στ) 40 

4.  
(α) ΣƼΣƸΟ 
(Ǆ) ΛΑΘΟΣ 
(ǅ) ΣƼΣƸΟ 

(δ) ΛΑΘΟΣ 
(ε) ΣƼΣƸΟ 
(στ) ΛΑΘΟΣ 

(ǆ) ΛΑΘΟΣ 
(Ǉ) ΣƼΣƸΟ 

5.  (α) 2√2ఱ  
(Ǆ) 3𝑎2√2𝛼 

(ǅ) 𝑥3 
(δ) 2𝑎√2𝑎య  

(ε) 3𝑎𝛽𝛾2ඥ𝛽𝛾 
(στ) 2

𝑥మ √2య  

6.  
(α) 8√5 
(Ǆ) 16

3
 

(ǅ) 4 
(δ) 𝑎𝛽3 ∙ √𝑎ల  

7.  (α) √6భమ  
(Ǆ) √3మళ  

(ǅ) √𝑎2ఱ  
(δ) 6 

(ε) 21 ൅ 12√3 
(στ) 2 

8.  (α) 2 
(Ǆ) 4√2 

(ǅ) െ1 
(δ) 6 

9.  
(α) 𝑎 ൌ 9 , 𝛽 ൌ 5 
(Ǆ) 𝛾 ൌ 3645 

Σεǋǂδα  𝟑𝟓   ΔǒǍάǌεǉǑ ǌε ΡǇτǘ ΕǊǈέτǇ 

ΔǐαστǇǐǉǘτǇτα ΑȷαǍτήσεǉǑ 

1.  (α) 5
మ
య (Ǆ) 3

భ
మ (ǅ) 1000

భ
ఱ 

2.  
(α) 4 
(Ǆ) 2 
(ǅ) 3 

(δ) 8
27

 

(ε) 1
3
 

(στ) 1
4
 

(ǆ) 729
512

 

(Ǉ) 4
9
 

(ǈ) 32 

3.  𝐴 ൌ 5 

4.  
(α) ΣƼΣƸΟ 
(Ǆ) ΣƼΣƸΟ 
(ǅ) ΛΑΘΟΣ 

(δ) ΣƼΣƸΟ 
(ε) ΛΑΘΟΣ 

(στ) ΛΑΘΟΣ 
(ǆ) ΛΑΘΟΣ 

5.  (α) 5 
(Ǆ) √217ఱ  

(ǅ) 6 
(δ) 7√2 

6.  (α) 25 
(Ǆ) 8 

(ǅ) 8 
(δ) 63 

7.  (α) 1
16

 (Ǆ) 9 

8.  16 sec 

Σεǋǂδα  𝟒𝟎   ΜετατǐǏȷή άǐǐǇτǏǒ ȷαǐǏǍǏǌαστή σε ǐǇτǘ  
ΔǐαστǇǐǉǘτǇτα ΑȷαǍτήσεǉǑ 

1.  (α) 𝑦 ൌ √7 ൅ √2 (Ǆ) 𝑥𝑦 ൌ 5 

2.  
(α) ΛΑΘΟΣ 
(Ǆ) ΣƼΣƸΟ 

(ǅ) ΣƼΣƸΟ 
(δ) ΣƼΣƸΟ 

(ε) ΣƼΣƸΟ 
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3.  
(α) 5√2

2
 

(Ǆ) √3
2

 

(ǅ) 4√5 

(δ) 3√6
2

 

4.  
(α) 5൫√2 െ 1൯ 
(Ǆ) √6 ൅ √3 

(ǅ) 2ඥ√6 െ √5 

(δ) 3൫3√2−2√3൯
2

 
(ε) 1 ൅ √𝑎  
(στ) 𝑥 ൅ 𝑦 െ 2ඥ𝑥𝑦 

5.  𝜅 ൌ 7 

6.  
(α) 6 
(Ǆ) 3

2
 

(ǅ) 2√2 
(δ) √5−1

2
 

Σεǋǂδα  𝟓𝟎   ΔǉάταǎǇ ΠǐαǅǌατǉǊǚǍ ΑǐǉǈǌǚǍ 

ΔǐαστǇǐǉǘτǇτα ΑȷαǍτήσεǉǑ 

1.  
(α) ΣƼΣƸΟ 
(Ǆ) ΣƼΣƸΟ 
(ǅ) ΛΑΘΟΣ 

(δ) ΛΑΘΟΣ 
(ε) ΣƼΣƸΟ 
(στ) ΛΑΘΟΣ 

(ǆ) ΛΑΘΟΣ 
(Ǉ) ΛΑΘΟΣ 
(ǈ) ΛΑΘΟΣ 
(ǉ) ΣƼΣƸΟ 

2.  (α) 𝛥 
(Ǆ) 𝛥 

(ǅ) 𝛢 
(δ) 𝛥 

3.  (α) ൐ 
(Ǆ) ൏ 

(ǅ) ൐ 
(δ) ൐ 

(ε) ൏ 

4.  𝛥 

5.  (α) 𝛢 ൏ 𝛣 
(Ǆ) 𝛤 ൐ 𝛥 

(ǅ) 𝛦 ൏ 𝛧 
(δ) 𝛨 ൐ 𝛩 

(ε) 𝛫 ൐ 𝛬 

7.  
𝑥
𝑦

൏ 1 ൏
𝑦
𝑥

 

11.  െ4 ൏ 2𝑥 ൅ 3𝑦 ൏ 1 

െ4 ൏ 𝑥𝑦 ൏ െ1 

െ2 ൏
𝑥
𝑦

൏ െ
1
2
 

1
3

൏
െ2𝑥
3𝑦

൏
4
3

 

12.  103,60 ൑ 𝛱 ൑ 104,40 634,81 ൑ 𝛦 ൑ 645,21 

13.  
(α) Π.Ǔ. αǍ 2 ൏ 3 Ǌαǉ െ1 ൏ 0 δεǍ ǉσǓǙεǉ: 2 െ ሺെ1ሻ ൏ 3 െ 0 
(Ǆ) Π.Ǔ. αǍ 2 ൏ 3 Ǌαǉ െ3 ൏ െ1 δεǍ ǉσǓǙεǉ: 2

െ3
൏ 3

െ1
 

15.  6 െ √30య ൏ √30య  

Σεǋǂδα  𝟓𝟔   ΔǐαστǇǐǉǘτǇτεǑ ΕǍǘτǇταǑ 

ΔǐαστǇǐǉǘτǇτα ΑȷαǍτήσεǉǑ 

1.  (α) 13 െ 6√3 (Ǆ) 8 െ 2√3 

2.  46 

3.  12√2 
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4.  
(α) 2 
(Ǆ) 9

5
 

(ǅ) 2 
(δ) 5√5 

5.  (α) 𝑎2 (Ǆ) 𝜅
య
మ  ǁ  𝜅√𝜅 

6.  (α) √3య ൐ √2 (Ǆ) 5 ൅ √3 ൐  3 ൅ √5 (ǅ) ඥ10 ൅ 2√15 ൐ √5 ൅ √3  

7.  (α) 2√2 (Ǆ) 4√6 (ǅ) 10 

8.  (α) 81 
(Ǆ) 27 

(ǅ) 0 
(δ) ΑδǙǍατǇ στǏ ℝ 

9.  (α) െ22 (Ǆ) 2 

10.  (α) േ3 (Ǆ) െ2 (ǅ) 0, േ2 

11.  (α) െ1 
(Ǆ) 12 

(ǅ) 2 
(δ) 1 

12.  (α) 10 
(Ǆ) 125 

(ǅ) 0 
(δ) 6 

13.  (α) 1 
(Ǆ) 3𝑘2 

(ǅ) 3 
(δ) 10𝑥2 

14.  (α) 2 √5 
(Ǆ) 3൫2 ൅ √3൯ 

(ǅ) 6√7 െ 6√5 

(δ) 5∙ √2య

2
 (ε) √𝑥ళభబ

𝑥
 

15.  
(α) 6 ൏ 2𝑥 ൏ 16 
(Ǆ) െ14 ൏ െ3𝑥 ൅ 10 ൏ 1 
(ǅ) 10 ൏ 𝑥2 ൅ 1 ൏ 65 

(δ) 1
8
൏ 1

𝑥
൏ 1

3
,  

(ε) െ9 ൏ െ 36
𝑥+1

൏ െ4 

(στ) 1
62

൏ 1
𝑥మ−2

൏ 1
7
 

16.  (α) 𝐴 ൐ 𝐵 (Ǆ) 𝛤 ൏ 𝛥 (ǅ) 𝛦 ൏ 𝛧 

18.  (α) ሾെ4,2ሿ 
(Ǆ) ሾ12, 22ሿ 

(ǅ) ሾെ48,െ16ሿ 
(δ) ቂെ 3

2 
, െ 1

2
 ቃ 

(ε) ሾ25, 41ሿ 
(στ) ሾ154, 494ሿ 

20.  

Γǉα 0 ൏ 𝜅 ൏ 𝜆: 
(α) 3𝜅 െ 8 ൏ 3𝜆 െ 8 
(Ǆ) 4 െ 1

2
𝜅 ൐ 4 െ 1

2
𝜆 

(ǅ) 5𝜅2 ൅ 7 ൏ 5𝜆2 ൅ 7 
(δ) 3

8−𝜅య ൏ 3
8−𝜆య 

Γǉα Ǌ൏ 𝜆 ൏ 0: 
(α) 3𝜅 െ 8 ൏ 3𝜆 െ 8 
(Ǆ) 4 െ 1

2
𝜅 ൐ 4 െ 1

2
𝜆 

(ǅ) 5𝜅2 ൅ 7 ൏ 5𝜆2 ൅ 7 
(δ) 3

8−𝜅య ൏ 3
8−𝜆య 

21.  14 ൏ 2𝑥 ൅ 4𝑦 ൏ 24 

22.  (Ǆ) √3య ൌ √9ల ൐ √6ల  

23.  (Ǆ) 1, √2య , √2 

24.  𝑥2 ൌ 150 

26.  𝛾 ൏ 𝛽 ൏ 𝑎 

27.  3𝑎 െ 4𝛾 ൐ 3𝛽 െ 4𝛾 

28.  (Ǆ) 23012 , 0 
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Σεǋǂδα  𝟔𝟏   ΔǐαστǇǐǉǘτǇτεǑ ΕǌȷǋǏǒτǉσǌǏǙ 

ΔǐαστǇǐǉǘτǇτα ΑȷαǍτήσεǉǑ 

1.  𝛢 ൌ 1 െ √2,  𝛣 ൌ √2
2

 

2.  ൫5 ൅ √3൯
2

ൌ 28 ൅ 10 √3  

3.  ൫2 െ √2൯
3

ൌ 20 െ 14√2 

5.  
(α) 𝑥 ൌ 0 
(Ǆ) 𝑥 ൌ 0 ǁ  𝑥 ൌ 243 
(ǅ) 𝑥 ൌ 0 ǁ  𝑥 ൌ 16 

8.  𝑥 ൌ െ11, 𝑦 ൌ 3, 𝑧 ൌ 2 

11.  (Ǆ) 6 

12.  (α) 970 
(Ǆ) 912670090 
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ΕǍǘτǇτα 02:  ΤǐǉǅǕǍǏǌετǐǂα 

Σεǋǂδα  𝟔𝟗   ΤǏ αǊτǂǍǉǏ ǕǑ ǌǏǍάδα ǌέτǐǇσǇǑ ǅǕǍǉǚǍ 
ΔǐαστǇǐǉǘτǇτα ΑȷαǍτήσεǉǑ 

1.  30° ൌ 𝜋
6
 rad, 45° ൌ 𝜋

4
 rad, 90° ൌ 𝜋

2
 rad, 120° ൌ 2𝜋

3
 rad 

2.  5𝜋
3

 rad ൌ 300°, 7𝜋
6

 rad ൌ 210°,  3𝜋
2

 rad ൌ 270°, 5𝜋 rad ൌ 900° 

3.  

ημ ቀ
𝜋
3
ቁ ൌ

√3
2

,   συν ቀ
𝜋
3
ቁ ൌ

1
2
,   εφ ቀ

𝜋
3
ቁ ൌ

√3
3

 

ημ ቀ
𝜋
4
ቁ ൌ

√2
2

,   συν ቀ
𝜋
4
ቁ ൌ

√2
2

,   εφ ቀ
𝜋
3
ቁ ൌ √3 

ημ ቀ
𝜋
6
ቁ ൌ

1
2
,   συν ቀ

𝜋
6
ቁ ൌ

√3
2

,   εφ ቀ
𝜋
3
ቁ ൌ √3 

4.  3 rad ≃ 171,89° 

5.  1,8 rad 

6.  
36
𝜋

 cm ≃ 11,46 cm 

8.  4 ms−1 

Σεǋǂδα  𝟕𝟒   ΓǕǍǂα σε ǊαǍǏǍǉǊή ǈέσǇ 

ΔǐαστǇǐǉǘτǇτα ΑȷαǍτήσεǉǑ 

3.  

(α) 360° ൅ 135° ൌ 495°, െ720° ൅ 135° ൌ െ585° 
(Ǆ) െ360° െ 20° ൌ െ380°,  360° െ 20° ൌ 340° 
(ǅ) 240° െ 360° ൌ െ120°,  240° ൅ 360° ൌ 600° 
(δ) 2𝜋

3
െ 2𝜋 ൌ െ 4𝜋

3
, 2𝜋

3
൅ 2𝜋 ൌ 8𝜋

3
  

(ε)   3𝜋
4

െ 2𝜋 ൌ െ5𝜋
3

,   3𝜋
4

൅ 2𝜋 ൌ 11𝜋
3

  

(στ) 5
2
െ 2𝜋 ≃ െ3,78 rad, 5

2
൅ 2𝜋 ≃ 8,78 rad 

4.  (α) ΛΑΘΟΣ 
(Ǆ) ΣƼΣƸΟ 

(ǅ) ΛΑΘΟΣ 
(δ) ΣƼΣƸΟ 

(ε) ΣƼΣƸΟ 
(στ) ΣƼΣƸΟ 

5.  
(α) 0∘ 
(Ǆ) 90∘ 

(ǅ) 180∘ 
(δ) 270∘ 

(ε) 45∘ 

6.  𝑥 ൌ 480°,   𝑦 ൌ 120° 

7.  
𝜑 ൌ 360° ൅  𝜔 

(α) 𝛰𝛬 →  τεǋǉǊǁ ȷǋεǒǐƿ τǇǑ 𝜔 , 𝛰𝛢 →  αǐǓǉǊǁ ȷǋεǒǐƿ τǇǑ 𝜔 

(Ǆ) ΑǐǓǉǊǁ ȷǋεǒǐƿ: 𝛰𝛢,  ƸεǋǉǊǁ ȷǋεǒǐƿ: 𝛰𝛬 
(ǅ) ΑǐǓǉǊǁ ȷǋεǒǐƿ: 𝛰𝛢,  ƸεǋǉǊǁ ȷǋεǒǐƿ: 𝛰𝛬 

Σεǋǂδα  𝟕𝟗   ΤǐǉǅǕǍǏǌετǐǉǊǏǂ αǐǉǈǌǏǂ ǅǕǍǂαǑ σε ǊαǍǏǍǉǊή ǈέσǇ 
ΔǐαστǇǐǉǘτǇτα ΑȷαǍτήσεǉǑ 

1.  ημ𝜃 ൌ െ
√2
2

,   συν𝜃 ൌ െ
√2
2

,   εφ𝜃 ൌ 1 

στεμ𝜃 ൌ െ√2,   τεμ𝜃 ൌ െ√2,   σφ𝜃 ൌ 1 



ΑȷαǍτǁσεǉǑ  ΔǐαστǇǐǉǏτǁτǕǍ 235 
 

2.  
(α) ΛΑΘΟΣ 
(Ǆ) ΣƼΣƸΟ 
(ǅ) ΣƼΣƸΟ 

(δ) ΣƼΣƸΟ 
(ε) ΛΑΘΟΣ 

(στ) ΛΑΘΟΣ 
(ǆ) ΣƼΣƸΟ 

3.  

ሺെ1,൅1ሻ , ሺെ2,൅2 ሻ 

ημ135° ൌ
√2
2

,   συν135° ൌ െ
√2
2

,   εφ135° ൌ െ1 

στεμ135° ൌ √2,   τεμ135° ൌ െ√2,   σφ135° ൌ െ1 

4.  

στεμ𝜃 ൌ െ√2,   τεμ𝜃 ൌ െ√2,   σφ𝜃 ൌ 1 

στεμ𝜃 ൌ 2,   τεμ𝜃 ൌ െ
2√3
3

,   σφ𝜃 ൌ െ√3 

(α) ημ𝜃 ൌ െ √2
2

, συν𝜃 ൌ െ √2
2

,   εφ𝜃 ൌ 1 

(Ǆ) ημ𝜃 ൌ 1
2
, συν𝜃 ൌ െ √3

2
, εφ𝜃 ൌ െ √3

3
 

(ǅ) ημ𝜃 ൌ 0, συν𝜃 ൌ െ1, εφ𝜃 ൌ 0 
στεμ𝜃:δεǍ Ǐǐǂǆεταǉ,  τεμ𝜃 ൌ െ1,  σφ𝜃: δεǍ Ǐǐǂǆεταǉ 

5.  ቆ
√2
2

,
√2
2 ቇ 

6.  ൬െ
3
5
,
4
5
൰,   ሺെ3,4 ሻ 

7.  
(α) ημ𝜃 ൌ െ 1

2
 , συν𝜃 ൌ √3

2
, εφ𝜃 ൌ െ √3

3
 

(Ǆ) 𝜃 ൌ െ30° 
(ǅ) 𝜃 ൌ 330° 

8.  

(α) 𝑦𝐴 ൌ 8 
(Ǆ) 𝑘 ൌ 1

8
 

(ǅ) ημ𝜃 ൌ െ 4√17
17

 , συν𝜃 ൌ √17
17

 

Σεǋǂδα  𝟗𝟐   ΤǐǉǅǕǍǏǌετǐǉǊǘǑ ǊǙǊǋǏǑ  

ΔǐαστǇǐǉǘτǇτα ΑȷαǍτήσεǉǑ 

1.  
(α) ΛΑΘΟΣ 
(Ǆ) ΣƼΣƸΟ 
(ǅ) ΣƼΣƸΟ 

(δ) ΣƼΣƸΟ 
(ε) ΣƼΣƸΟ 

(στ) ΣƼΣƸΟ 
(ǆ) ΣƼΣƸΟ 

2.  െ1 ൑ ημ𝜃 ൑ 1 

3.  

ημ236° ൏ 0,   συν236° ൏ 0 
εφ236° ൐ 0,   τεμ236° ൏ 0 
στεμ236° ൏ 0,   σφ236° ൐ 0 

ημሺെ52°ሻ ൏ 0,   συνሺെ52°ሻ ൐ 0 
εφሺെ52°ሻ ൏ 0,   τεμሺെ52°ሻ ൐ 0 
στεμሺെ52°ሻ ൏ 0,   σφሺെ52°ሻ ൏ 0 

ημሺെ150°ሻ ൏ 0,   συνሺെ150°ሻ ൏ 0 
εφሺെ150°ሻ ൐ 0,   τεμሺെ150°ሻ ൏ 0 
στεμሺെ150°ሻ ൏ 0,   σφሺെ150°ሻ ൐ 0 

ΌǋǏǉ Ǐǉ τǐǉǅǕǍǏǌετǐǉǊǏǂ αǐǉǈǌǏǂ τǇǑ ǅǕǍǂαǑ τǕǍ 30° Ǌαǉ τǇǑ ǅǕǍǂαǑ τǕǍ 
370°εǂǍαǉ ǈετǉǊǏǂ. 
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4.  ημ𝜔 ൌ െ
√3
2

,   συν𝜔 ൌ െ
1
2
,   εφ𝜔 ൌ √3,   σφ𝜔 ൌ

√3
3

 

5.  
(α) 2Ǐ τεταǐτǇǌǘǐǉǏ 
(Ǆ) 2Ǐ τεταǐτǇǌǘǐǉǏ 
(ǅ) 3Ǐ τεταǐτǇǌǘǐǉǏ 

7.  4Ǐ τεταǐτǇǌǘǐǉǏ 

8.  
(α) 𝜆−𝜅

√𝜅మ+𝜆మ 

(Ǆ) 𝜆మ+𝜅మ

𝜅𝜆
 

(ǅ) 1 

Σεǋǂδα  𝟏𝟎𝟖   ΤǐǉǅǕǍǏǌετǐǉǊέǑ σǒǍαǐτήσεǉǑ – ΣǓέσεǉǑ ǌεταǎǙ 
τǐǉǅǕǍǏǌετǐǉǊǚǍ αǐǉǈǌǚǍ ǅǕǍǉǚǍ ȷǏǒ έǓǏǒǍ άǈǐǏǉσǌα ή δǉαφǏǐά 
𝟎°,𝟗𝟎° 𝟏𝟖𝟎°, 𝟐𝟕𝟎°, 𝟑𝟔𝟎° 
ΔǐαστǇǐǉǘτǇτα ΑȷαǍτήσεǉǑ 

1.  (α) (Ǆ) (ǅ) 
1 5 6 

 

2.  (α) 60° ǁ 120° (Ǆ) 160° (ǅ) 150° 

3.  

(α) ημ15° 
(Ǆ) െεφ80° 
(ǅ) ημ18° ǁ συν72° 
(δ) െστεμ40° 

(ε) τεμ60∘ 
(στ) ημ ቀ𝜋

4
ቁ 

(ǆ) െεφቀ𝜋
3
ቁ 

(Ǉ) σφቀ𝜋
6
ቁ 

4.  

(α) 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ημ2𝑥, 𝑥 ∈ ℝ 
 

 
 

(Ǆ) 𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ 1
2
συν𝑥 

 

 

6.  
𝛢 ൌ συν𝑎 ൅ σφ𝑎 
𝛣 ൌ 2ημ𝑎 
𝛤 ൌ ημ𝜔 
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7.  
(α) ΣƼΣƸΟ 
(Ǆ) ΛΑΘΟΣ 
(ǅ) ΣƼΣƸΟ 

(δ) ΣƼΣƸΟ 
(ε) ΛΑΘΟΣ 
(στ) ΣƼΣƸΟ 

(ǆ) ΣƼΣƸΟ 
(Ǉ) ΛΑΘΟΣ 

8.  
Γǉα τα σǇǌεǂα 𝛣 Ǌαǉ 𝛤:  9𝜋

7
, 16𝜋

7
, 23𝜋

7
 

Γǉα τα σǇǌεǂα 𝛥 Ǌαǉ 𝛦:  െ 26𝜋
7

, െ 19𝜋
7

, െ 12𝜋
7

, െ 5𝜋
7

 

Σεǋǂδα  𝟏𝟏𝟕   ΤǐǉǅǕǍǏǌετǐǉǊέǑ ταǒτǘτǇτεǑ 
ΔǐαστǇǐǉǘτǇτα ΑȷαǍτήσεǉǑ 

1.  

(α) τεμ𝜑 ൌ 13
5

, ημ𝜑 ൌ 12
13

, στεμ𝜑 ൌ 13
12

, εφ𝜑 ൌ 12
5

, σφ𝜑 ൌ 5
12

 

(Ǆ) ημ𝜑 ൌ െ 12
37

, συν𝜑 ൌ 35
37

, τεμ𝜑 ൌ 37
35

, εφ𝜑 ൌ െ 12
35

, σφ𝜑 ൌ െ 35
12

 

(ǅ) σφ𝜑 ൌ 8
15

, τεμ𝜑 ൌ െ 17
8

, συν𝜑 ൌ െ 8
17

, ημ𝜑 ൌ െ 15
17

, στεμ𝜑 ൌ െ 17
15

 

2.  ημ𝜔 ൌ
5√𝑥2 ൅ 25
𝑥2 ൅ 25

,   τεμ𝜔 ൌ 
√𝑥2 ൅ 25

𝑥
 

3.  𝛢 ൌ െ
7
5

 

4.  𝛢 ൌ 10 

6.  
(α) συν15° ൌ √2

4
 ሺ√3 ൅ 1ሻ 

(Ǆ) εφ15° ൌ 2 െ √3 

7.  𝛢 ൌ െ1, 𝛣 ൌ σφ2𝑥 

9.  εφ𝑥 ൌ
ημ𝑥

ඥ1 െ  ημ2𝑥
 

11.  𝜃 ൌ 30° 

13.  

(α) ΔεǍ ǒȷƿǐǓǏǒǍ τǉǌǀǑ τǏǒ 𝑥 
(Ǆ) ΔεǍ ǒȷƿǐǓǏǒǍ τǉǌǀǑ τǏǒ 𝑥 
(ǅ) ΔεǍ ǒȷƿǐǓǏǒǍ τǉǌǀǑ τǏǒ 𝑥 
(δ) YȷƿǐǓǏǒǍ τǉǌǀǑ τǏǒ 𝑥 ൫𝑥 ൌ 135°൯ 

Σεǋǂδα  𝟏𝟐𝟒   ΔǐαστǇǐǉǘτǇτεǑ ΕǍǘτǇταǑ 

ΔǐαστǇǐǉǘτǇτα ΑȷαǍτήσεǉǑ 

1.  𝑎 ൌ 𝜋 rad,   𝛽 ൌ
𝜋
18

 rad,   𝛾 ൌ െ
4𝜋
9

 rad,   𝛿 ൌ
31
18

𝜋 rad,   𝜀 ൌ 4𝜋 rad 

2.  𝑎 ൌ 135°,   𝛽 ≃ 85,94°,   𝛾 ≃ 171,89° 

3.  
Η 𝜃 αǍǁǊεǉ στǏ 3Ǐ τεταǐτǇǌǘǐǉǏ 
Η φ αǍǁǊεǉ στǏ 1Ǐ τεταǐτǇǌǘǐǉǏ 

Η Ǖ αǍǁǊεǉ στǏ 4Ǐ τεταǐτǇǌǘǐǉǏ 
Η 𝑥 αǍǁǊεǉ στǏ 2Ǐ τεταǐτǇǌǘǐǉǏ 

4.  

ሺ1 െ 2𝜋ሻ rad 

ΓǕǍǂεǑ ǌε ǂδǉα τεǋǉǊǁ ȷǋεǒǐƿ ǌε τǇ ǅǕǍǂα 𝑥 ൌ 270°:  െ90°, 630° 
ΓǕǍǂεǑ ǌε ǂδǉα τεǋǉǊǁ ȷǋεǒǐƿ ǌε τǇ ǅǕǍǂα 𝑦 ൌ െ70°:  െ430°, 290° 
ΓǕǍǂεǑ ǌε ǂδǉα τεǋǉǊǁ ȷǋεǒǐƿ ǌε τǇ ǅǕǍǂα 𝑧 ൌ 1 rad:  ሺ1 ൅ 2𝜋ሻ rad, 
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5.  (α) 4Ǐ τεταǐτǇǌǘǐǉǏ (Ǆ) 3Ǐ τεταǐτǇǌǘǐǉǏ 

6.  𝐴 ൌ 11 

7.  (α) 4Ǐ τεταǐτǇǌǘǐǉǏ (Ǆ) 4Ǐ τεταǐτǇǌǘǐǉǏ 

8.  (α) ημ𝜃 ൌ 𝑦 
(Ǆ) ሺ𝑥, െ𝑦ሻ 

(ǅ) ሺെ𝑥, 𝑦ሻ 
(δ) εφሺ180 ൅ 𝜃ሻ ൌ 𝑦

𝑥
 (ε) 1 ൅ εφ2𝜃 ൌ 1

𝑥మ 

10.  

(α) Η 𝑓 ȷεǐǉǏδǉǊǁ ǌε ȷεǐǂǏδǏ  𝜋 
(Ǆ) ቀ8𝜋

3
, െ 1

2
ቁ , ቀെ 4𝜋

3
, െ 1

2
ቁ , ቀെ 10𝜋

3
, െ 1

2
ቁ 

(ǅ) ሺ0,1ሻ, ሺ2𝜋, 1ሻ, ሺെ2𝜋, 1ሻ, ሺെ4𝜋, 1ሻ  
(δ) ሺ𝜋,െ1ሻ 
(ε) (i) 𝑓 Ǌαǉ 𝑔 ταǒτǂǆǏǍταǉ 

(ii) H ℎ εǂǍαǉ Ǉ ǌετατǘȷǉσǇ τǇǑ 𝑓 Ǌατƿ 2 ǌǏǍƿδεǑ ȷǐǏǑ τα ȷƿǍǕ 
(iii)  𝑓 Ǌαǉ 𝜌 ταǒτǂǆǏǍταǉ 

11.  
െ3 ൅ √3 ൑ 𝛢 ൑ 3 ൅ √3 
െ3 ൅ 𝜋 ൑ 𝛣 ൑ 3 ൅ 𝜋 
2 ൑ 𝛤 ൑ 4 

12.  𝜃 ൌ 60° 

16.  ημ𝜃 ൌ
√2ሺσυν𝑎 ൅ ημ𝑎ሻ

2
 ,   συν𝜃 ൌ

√2ሺσυν𝑎 െ ημ𝑎ሻ
2

 

17.  𝑎 ൌ ημ𝜃,   𝛽 ൌ εφ𝜃,   𝛾 ൌ τεμ𝜃,   𝛿 ൌ συν𝜃 

18.  (βͿ i.  2𝛼
𝑎మ−1

 ii.  2
𝑎మ−1

 iii.  𝑎൫3−𝑎మ൯
2

 

20.  𝛤 

22.  𝛢 ൌ 23 

23.  
𝜋
3
,   

2𝜋
3

,   െ
5𝜋
3

,   െ
4𝜋
3

,   െ
11𝜋
3

,   െ
10𝜋
3

,   െ
15𝜋
3

,   െ
17𝜋
3

 

24.  𝛤 
25.  𝜑 ൌ 90 ൅ 𝜃   

Σεǋǂδα  𝟏𝟑𝟎   ΔǐαστǇǐǉǘτǇτεǑ ΕǌȷǋǏǒτǉσǌǏǙ 
ΔǐαστǇǐǉǘτǇτα ΑȷαǍτήσεǉǑ 

3.  𝑥μεஓ ൌ
√2
2

,   𝑥ε஛஑஧ ൌ
1
2
 

6.  
ΕǋƿǓǉστǇ, ǘταǍ 𝑥 ൌ 𝜅𝜋 ൅ 𝜋

6
, 𝜅 ∈ ℤ 

ΜǀǅǉστǇ, ǘταǍ  𝑥 ൌ 𝜅𝜋 െ 𝜋
3
 ή 𝑥 ൌ 𝜅𝜋 ൅ 2𝜋

3
, 𝜅 ∈ ℤ 

7.  6 m 
9.  12,86 m 

12.  
ημ𝑥 ൅ 1
ημ𝑥 െ 1

,   0,   
1 െ συν𝑥
1 ൅ συν𝑥

 

13.  (α) 𝛰𝛨 ൌ √2
2

, 𝛢𝛨 ൌ 2+√2
2

 (ǅ) ΟǐǈǏǅǚǍǉǏ 
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ΕǍǘτǇτα 03:  ΚǙǊǋǏǑ 

Σεǋǂδα  𝟏𝟒𝟒   ΣǓετǉǊή ǈέσǇ δǙǏ ǊǙǊǋǕǍ 
ΔǐαστǇǐǉǘτǇτα ΑȷαǍτήσεǉǑ 

1.  
(α) ΕφƿȷτǏǍταǉ εǎǕτεǐǉǊƿ 
(Ǆ) ƸǀǌǍǏǍταǉ 

(ǅ) ΞǀǍǏǉ εǎǕτεǐǉǊƿ 
(δ) ΕφƿȷτǏǍταǉ εσǕτεǐǉǊƿ 

2.  

(α) ΕφƿȷτǏǍταǉ εǎǕτεǐǉǊƿ 
(Ǆ) ΞǀǍǏǉ εǎǕτεǐǉǊƿ 
(ǅ) ΞǀǍǏǉ εσǕτεǐǉǊƿ 
(δ) ΕφƿȷτǏǍταǉ εσǕτεǐǉǊƿ 

(ε) ƸǀǌǍǏǍταǉ 
(στ) ΕφƿȷτǏǍταǉ εσǕτεǐǉǊƿ 
(ǆ) ΕφƿȷτǏǍταǉ εǎǕτεǐǉǊƿ 

3.  (α) 9 cm (Ǆ) 1 cm 

4.  8 km ൏ 𝑀𝛬 ൏ 28 km 

5.  
(α) ΕφƿȷτǏǍταǉ εǎǕτεǐǉǊƿ 
(Ǆ) ΞǀǍǏǉ εǎǕτεǐǉǊƿ 
(ǅ) ƸǀǌǍǏǍταǉ 

(δ) ΕφƿȷτǏǍταǉ εσǕτεǐǉǊƿ 
(ε) ƸǀǌǍǏǍταǉ 

6.  (α) 𝑥 ൌ 5 cm (Ǆ) 5 cm ൏ 𝑥 ൏  19 cm (ǅ) 𝑥 ൐ 19 cm 

Σεǋǂδα  𝟏𝟓𝟕   ΕǅǅεǅǐαǌǌέǍεǑ – ΕȷǂǊεǍτǐεǑ ǅǕǍǂεǑ 
ΔǐαστǇǐǉǘτǇτα ΑȷαǍτήσεǉǑ 

1.  
(α) 𝑥 ൌ 40∘ 
(Ǆ) 𝑥 ൌ 43∘ 
(ǅ) 𝑥 ൌ 90∘ 

(δ) 𝑥 ൌ 34∘ 
(ε) 𝑥 ൌ 40∘, 𝑦 ൌ 60∘ 
(στ) 𝑥 ൌ 32∘ 

(ǆ) 𝑥 ൌ 150∘ 
(Ǉ) 𝑥 ൌ 100∘, 𝑦 ൌ 120∘ 

2.  (α) ΣƼΣƸΟ 
(Ǆ) ΛΑΘΟΣ 

(ǅ) ΣƼΣƸΟ 
(δ) ΛΑΘΟΣ 

3.  𝜌 ൌ 2√2 cm 

6.  𝛣 ൌ 100°, 𝛤 ൌ 60°, 𝛥 ൌ 80° 

Σεǋǂδα  𝟏𝟔𝟑   ΘεǚǐǇǌα ΧǏǐδήǑ Ǌαǉ ΕφαȷτǏǌέǍǇǑ 
ΔǐαστǇǐǉǘτǇτα ΑȷαǍτήσεǉǑ 

1.  (α) 𝑥 ൌ 54∘, 𝑦 ൌ 56∘ (Ǆ) 𝑥 ൌ 117∘ (ǅ) 𝑥 ൌ 51∘, 𝑦 ൌ 102∘ 

2.  𝐴𝐾෡𝐵 ൌ 140∘ 

3.  𝜔ෝ ൌ 30∘ 

6.  ƸǏ τǘǎǏ 𝛣𝛤 ȷǏǒ αǍτǉστǏǉǓεǂ στǇǍ 𝛣𝛫෡𝛤 εǂǍαǉ 122∘. 

7.  (Ǆ) ƸǏ ǊǀǍτǐǏ τǏǒ ǊǙǊǋǏǒ εǂǍαǉ τǏ ǌǀσǏ τǏǒ 𝛥𝛦. 

Σεǋǂδα  𝟏𝟕𝟏   ΔǐαστǇǐǉǘτǇτεǑ ΕǍǘτǇταǑ 
ΔǐαστǇǐǉǘτǇτα ΑȷαǍτήσεǉǑ 

1.  (α) 𝑥 ൌ 172∘ 
(Ǆ) 𝑥 ൌ 180∘ 

(ǅ) 𝑥 ൌ 66∘, 𝑦 ൌ 72∘  
(δ) 𝑥 ൌ 300∘ 

(ε) 𝑥 ൌ 30∘ 
(στ) 𝑥 ൌ 147∘ 
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2.  𝐴መ ൌ 55∘,   𝐵෠ ൌ 105∘,   𝛤෠ ൌ 125∘,   𝛥መ ൌ 75∘ 

3.  𝛢መ ൌ 80∘,   𝛣෠ ൌ 60∘,   𝛤෠ ൌ 40∘ 

4.  (α) Ƹα τǘǎα εǂǍαǉ ǂσα. 
(ǅ) 𝑥 ൌ 108∘ 

7.  (βͿ 𝛢መ ൌ 90∘, 𝛫෡ ൌ 60∘, 𝛣෠ ൌ 30∘ 

8.  𝛣𝛤෠𝛥 ൌ 60∘,   𝛣𝛭෡𝛥 ൌ 45∘ 

13.  𝐵෠1 ൌ 45°,   𝜑ො ൌ 95∘ 
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ΕǍǘτǇτα 04:  ΔǉαǍǙσǌατα 

Σεǋǂδα  𝟏𝟖𝟖  Η έǍǍǏǉα τǏǒ δǉαǍǙσǌατǏǑ 
ΔǐαστǇǐǉǘτǇτα ΑȷαǍτήσεǉǑ 

17.  
(α) ΜǏǍǘǌετǐǏ 
(Ǆ) ΔǉαǍǒσǌατǉǊǘ 

(ǅ) ΜǏǍǘǌετǐǏ 
(δ) ΜǏǍǘǌετǐǏ 

(ε) ΔǉαǍǒσǌατǉǊǘ 
(στ) ΜǏǍǘǌετǐǏ 

18.  
(α) ΣƼΣƸΟ 
(Ǆ) ΛΑΘΟΣ 

(ǅ) ΣƼΣƸΟ 
(δ) ΣƼΣƸΟ 

19.  ห𝛣𝛧ሬሬሬሬሬ ห ൌ 4,   ห𝐻𝐸ሬሬሬሬሬሬ ห ൌ 2,   ห𝑍𝐴ሬሬሬሬሬ ห ൌ 5  
(α) ห𝛥𝛦ሬሬሬሬሬ ห ൌ 1, ห𝛥𝛧ሬሬሬሬሬ ห ൌ 2, ห𝛥𝐻ሬሬሬሬሬ ห ൌ 3, ห𝛣𝛢ሬሬሬሬሬ ห ൌ 1, ห𝛣𝛤ሬሬሬሬሬ ห ൌ 1, ห𝛣𝛥ሬሬሬሬሬ ห ൌ 2 

(Ǆ) 𝛥𝐸ሬሬሬሬሬ ൌ 𝛣𝛤ሬሬሬሬሬ , 𝛥𝛦ሬሬሬሬሬ ൌ െ𝛣𝛢ሬሬሬሬሬ  , 𝛣𝛤ሬሬሬሬሬ ൌ െ𝛣𝛢ሬሬሬሬሬ ,   𝛣𝛥ሬሬሬሬሬ ൌ 𝛥𝛧ሬሬሬሬሬ , 𝛥𝛧ሬሬሬሬሬ ൌ  െ𝐻𝐸ሬሬሬሬሬሬ   
(ǅ) 𝛨𝐴ሬሬሬሬሬሬ  

20.  (α) 𝜅 , 𝜃  
(Ǆ) 𝜂 , 𝜆  

21.  
𝛢𝛫ሬሬሬሬሬ ൌ െ  𝛤𝛫ሬሬሬሬሬ ,   𝛬𝛭ሬሬሬሬሬሬ ൌ െ 𝛫𝛢ሬሬሬሬሬ ,   𝛤𝛭ሬሬሬሬሬሬ ൌ െ 𝛬𝛫ሬሬሬሬሬ ,   𝛬𝛣ሬሬሬሬሬ ൌ െ  𝛭𝛫ሬሬሬሬሬሬሬ  

(α) 𝛢𝛫ሬሬሬሬሬ ൌ 𝛫𝛤ሬሬሬሬሬ ൌ 𝛬𝛭ሬሬሬሬሬሬ ,   𝛢𝛬ሬሬሬሬሬ ൌ 𝛬𝛣ሬሬሬሬሬ ൌ 𝛫𝛭ሬሬሬሬሬሬሬ ,   𝛣𝛭ሬሬሬሬሬሬ ൌ 𝛣𝛤ሬሬሬሬሬ ൌ 𝛬𝛫ሬሬሬሬሬ  

22.  

 

Σεǋǂδα  𝟏𝟗𝟗   ΠǐάǎεǉǑ ǌε δǉαǍǙσǌατα 

ΔǐαστǇǐǉǘτǇτα ΑȷαǍτήσεǉǑ 

1.  (α) ΛΑΘΟΣ 
(Ǆ) ΣƼΣƸΟ 

(ǅ) ΣƼΣƸΟ 
(δ) ΛΑΘΟΣ 

(ε) ΣƼΣƸΟ 

2.  
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3.  (α) 𝛢𝛣ሬሬሬሬሬ  
(Ǆ) 0ሬ  

(ǅ) 𝛤𝛣ሬሬሬሬሬ  
(δ) 𝛣𝛢ሬሬሬሬሬ  

4.  
(α) 𝑥 ൌ  𝑎 െ 𝛽  
(Ǆ) 𝑥 ൌ  െ𝛽 ൅ 𝑎 െ 𝛾  
(ǅ) 𝑥 ൌ  െ𝑎 ൅ 𝛽   ή  𝑥 ൌ  𝛽 ൅ 𝛾   ή  𝑥 ൌ െ𝑎 ൅ 𝛿  

5.  

(α) 𝛣𝛢ሬሬሬሬሬ ൌ െ𝛽  
(Ǆ) 𝛧𝛤ሬሬሬሬሬ ൌ 2𝛽  
(ǅ) 𝛨𝛥ሬሬሬሬሬ ൌ 𝑎  
(δ) 𝛦𝛨ሬሬሬሬሬሬ ൌ െ𝑎 ൅ 𝛽  

(ε) 𝛥𝛤ሬሬሬሬሬ ൌ െ𝑎 ൅ 𝛽  
(στ) 𝛣𝛦ሬሬሬሬሬ ൌ 2𝑎 െ 2𝛽  
(ǆ) 𝛧𝛥ሬሬሬሬሬ ൌ 𝑎 ൅ 𝛽  
(Ǉ) 𝛤𝛢ሬሬሬሬሬ ൌ െ𝑎 െ 𝛽  

6.  
(α) 𝛢𝛤ሬሬሬሬሬ ൌ  6൫𝜅 ൅ 𝜆 ൯ 

(Ǆ) 𝛢𝛥ሬሬሬሬሬ ൌ  6𝜆  
(ǅ) 𝛥𝛤ሬሬሬሬሬ ൌ 6𝜅  

(δ) 𝛦𝛥ሬሬሬሬሬ ൌ 4𝜆  
(ε) 𝛥𝛧ሬሬሬሬሬ ൌ 4𝜅  
(στ) 𝛦𝛧ሬሬሬሬሬ ൌ  4൫𝜅 ൅ 𝜆 ൯ 

Σεǋǂδα  𝟐𝟏𝟏   ΔǉαǍǒσǌατǉǊή ΑǊτǂǍα ΣǇǌεǂǏǒ –  

 ΔǉαǍǙσǌατα σε ǏǐǈǏǊαǍǏǍǉǊǘ σǙστǇǌα αǎǘǍǕǍ 
 

ΔǐαστǇǐǉǘτǇτα ΑȷαǍτήσεǉǑ 

1.  𝛰𝛢ሬሬሬሬሬ ൅ 𝛰𝛣ሬሬሬሬሬ ൌ ቀ43ቁ,   ห𝛰𝛢ሬሬሬሬሬ ൅ 𝛰𝛣ሬሬሬሬሬ ห ൌ 5 

2.  𝛰𝛢ሬሬሬሬሬ ൌ ቀ27ቁ , 𝛰𝛣ሬሬሬሬሬ ൌ ቀ 1
െ6ቁ 

3.  𝛢𝛣ሬሬሬሬሬ െ 𝛢𝛤ሬሬሬሬሬ ൌ ቀ 0
െ4ቁ , ห𝛢𝛣ሬሬሬሬሬ െ 𝛣𝛤ሬሬሬሬሬ ห ൌ4 

4.  ห𝛼 ൅ 𝛽  ห ൌ 10 

5.  𝛼 ൅ 𝛽 ൌ ቀ03ቁ,   𝛾 ൅ 𝛿 ൌ ቀ80ቁ 

6.  (ε) ቀെ3
15ቁ (στ) ቀെ3

1 ቁ (ǆ) ቀ 1
18ቁ 

7.  |𝛾 | ൌ √2 

8.  𝑥 ൌ 4 

9.  𝑧 ൌ ቀ 1
െ5ቁ 

10.  𝛢𝛣ሬሬሬሬሬ ൌ ቀെ1
െ8ቁ , 𝛢𝛤ሬሬሬሬሬ ൌ ቀ 1

െ4ቁ , 𝛤𝛣ሬሬሬሬሬ ൌ ቀെ2
െ4ቁ 

11.  𝛰𝛭ሬሬሬሬሬሬ ൌ ቀ46ቁ 

12.  
(α) ΣƼΣƸΟ 
(Ǆ) ΛΑΘΟΣ 

(ǅ) ΣƼΣƸΟ 
(δ) ΛΑΘΟΣ 

13.  𝛿    Ǌαǉ  𝜁        

14.  |െଔ  | ൌ |𝛼 | = |𝛾  | ൌ 1      
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15.  

(α) ቌ
2√13
13

3√13
13

ቍ 

(Ǆ) ቌ
4√17
17
√17
17

ቍ 

(ǅ) ቌ
3√52
26
√12
13

ቍ 

(δ) 1
√697

ቀ24
11ቁ 

16.  ൮

8
17

െ
15
17

൲ 

17.  𝐹1ሬሬሬ ൅ 𝐹2ሬሬሬሬ ൅ 𝐹3ሬሬሬሬ ൌ ቀ01ቁ ,   ΌǓǉ 

19.  (ǅ) 𝛣𝛭ሬሬሬሬሬሬ ൌ ቀെ5
2 ቁ (δ) 𝛢𝛭ሬሬሬሬሬሬ ൌ ቀെ4

െ3ቁ (ε) |𝛢𝛭|ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ ൌ 5 

20.  
(δ) 𝜆 ൌ3 
(ε) ሺ0,െ1ሻ  ή  ሺ0, 7ሻ 

Σεǋǂδα  𝟐𝟏𝟕   ΔǐαστǇǐǉǘτǇτεǑ ΕǍǘτǇταǑ 

ΔǐαστǇǐǉǘτǇτα ΑȷαǍτήσεǉǑ 

1.  

Ƹα δǉαǍǙσǌατα 𝑎  Ǌαǉ 2𝑎  εǂǍαǉ ǏǌǘǐǐǏȷα Ǌαǉ τǏ ǌǀτǐǏ τǏǒ 2𝑎  εǂǍαǉ δǉȷǋƿσǉǏ 
τǏǒ 𝑎 . 
ƸǏ δǉƿǍǒσǌα െ3𝑎  εǂǍαǉ αǍτǂǐǐǏȷǏ τǕǍ 𝑎  Ǌαǉ 2𝑎  Ǌαǉ τǏ ǌǀτǐǏ τǏǒ εǂǍαǉ 
τǐǉȷǋƿσǉǏ τǏǒ 𝑎 . 

4.  

(α)  

 
 

(Ǆ)  

 
 

(ǅ)  

 
 

(δ)  
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(ε)  

 
 

(στ)  

 
 

(ǆ)  

 
 

 

5.  𝛢𝛥ሬሬሬሬሬ ൌ 2𝛽 ,   𝛤𝛭ሬሬሬሬሬሬ ൌ െ𝑎 ,   𝛮𝛭ሬሬሬሬሬሬሬ ൌ 𝛽 ൅ 𝑎 ,   𝛭𝛬ሬሬሬሬሬሬ ൌ 𝑎 െ 𝛽  

6.  

(α) 𝛤𝛣ሬሬሬሬሬ ൌ െ𝛽 ൅ 𝑎 ,  𝛢𝛦ሬሬሬሬሬ ൌ 𝑎ሬ +𝛽ሬሬ 

2
,  𝛥𝛦ሬሬሬሬሬ ൌ 𝛽ሬሬ 

2
 

ƸǏ 𝛢𝛥𝛦𝛤 εǂǍαǉ τǐαȷǀǆǉǏ.      
𝛢𝛤ሬሬሬሬሬ ൌ 𝛽 

𝛥𝛦ሬሬሬሬሬ ൌ 𝛽ሬሬ 

2

     ൡ  ⇒ 𝛢𝛤ሬሬሬሬሬ  ∥ 𝛥𝛦ሬሬሬሬሬ  

7.  𝛰𝛢ሬሬሬሬሬ ൌ ቀെ2
8 ቁ , 𝛰𝛣ሬሬሬሬሬ ൌ ቀ42ቁ , 𝛰𝛭ሬሬሬሬሬሬ ൌ ቀ15ቁ  

8.  |𝑎 | ് 1,   ห𝛽 ห ൌ 1 

9.  𝜅 ൌ േ
√3
2

 

10.  Ναǉ, τα 𝛢, 𝛣, 𝛤 εǂǍαǉ σǒǍεǒǈεǉαǊƿ  

11.  ቀെ36
െ15ቁ 

12.  
(α) ΌǓǉ 
(Ǆ) Ναǉ 
(ǅ) Ναǉ 
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13.  ቀ 8
െ6ቁ 

14.  

(α) 𝛴𝐹 ൌ ቀ10
0 ቁ 

(Ǆ) 𝑎 ൌ ቀ50ቁ 

(ǅ) ΠαǐƿǋǋǇǋα Ǌαǉ ǏǌǘǐǐǏȷα 

17.  𝜅 ൌ 1, 𝜅 ൌ
2
3

 

Σεǋǂδα  𝟐𝟐𝟐   ΔǐαστǇǐǉǘτǇτεǑ ΕǌȷǋǏǒτǉσǌǏǙ 

ΔǐαστǇǐǉǘτǇτα ΑȷαǍτήσεǉǑ 

2.  (α) 𝛢𝛦ሬሬሬሬሬ ൌ 1
3
∙ 𝛽 ,  𝛦𝛣ሬሬሬሬሬ ൌ-1

3
∙ 𝛽 ൅ 𝑎 ,  𝛤𝛥ሬሬሬሬሬ ൌ െ 2

5
𝑎 ൅ 8

15
𝛽  

3.  

(α) 𝛥𝛤ሬሬሬሬሬ ൌ 𝛽 െ 𝛾 , 𝛥𝛭ሬሬሬሬሬሬ ൌ 𝛽ሬሬ −𝛾ሬሬ 
2

, 𝛢𝛭ሬሬሬሬሬሬ ൌ 𝛽ሬሬ +𝛾ሬሬ 
2

 

(Ǆ) 𝛢𝛬ሬሬሬሬሬ ൌ 𝛼ሬሬ +𝛽ሬሬ 

2
, 𝛭𝛬ሬሬሬሬሬሬ ൌ 𝛼ሬሬ −𝛾ሬሬ 

2
 

(ǅ) 𝛮𝛫ሬሬሬሬሬሬ ൌ 𝛼ሬሬ −𝛾ሬሬ 
2

,  𝛭𝛬ሬሬሬሬሬሬ ൌ  𝛮𝛫ሬሬሬሬሬሬ   Ǌαǉ 𝛭𝛬ሬሬሬሬሬሬ  ∥ 𝛮𝛫ሬሬሬሬሬሬ ,  τǏ 𝛫𝛬𝛭𝛮 εǂǍαǉ 
ȷαǐαǋǋǇǋǘǅǐαǌǌǏ. 

5.  𝛰𝛢1ሬሬሬሬሬሬሬሬ ൅ 𝛰𝛢2ሬሬሬሬሬሬሬሬ ൌ ቀ00ቁ,  εǂǍαǉ αǍτǂǈετα 

6.  𝛢ሺെ1,1ሻ 

7.  𝛥ሺ4,5ሻ 



246 ΑȷαǍτǁσεǉǑ  ΔǐαστǇǐǉǏτǁτǕǍ 
 

 



ȧȜȣȢȧȜȮȤȥȜ�ȭȯȧȝȪȦȜ�

�
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�׌ ɓɎəɏɖɂɇ�
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  ȯɎɍɁɇȽɐɒɍɉɛ�
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ͼ�
ȵɍɆ�
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ݔ � �௬ݔ ��^�

SHIFT 2nd F

��AC���

�DEL���
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��(Ͳ)�

��a�b/c� ʹ
͵
�
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CLR�

M+�

MͲ�

M�
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 ͹
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ͳǤʹͶ

͵� ή �ʹ    ͵ܺʹ�
͸

ʹହ  ʹହ    ǁ  ʹହ 
͵ʹ

ͷ ή ͳͲଷ  ͷ߃͵      ǁ ͷߕͳͲ͵ 
ͷͲͲͲ

ଷ
ସ
         

 
ǁ                                                     

ଷ
ସ
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ʹ ଷ
ସ
      

 
ǁ 

ʹ ଷ
ସ
  

 
ʹ ŋ͵ ŋͶ�  

ξͶ  ξͶ 
ʹ

ͷଶ  ͷଶ 
ʹͷ
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ͺ

ʹ ή ሺ͹ െ ͵ሻ  ʹݏ݊޿ߕ�
ͺ

ʹ െ ሺെ͵ሻ   ʹ െ ሺെ͵ሻ��
ͷ

ȁെ͵ȁ  ȁെ͵ȁ 
3

ƩǍ Ͳǡʹͷ įȷǏĳǀǋıĲǌį ǌǉįǑ 
ȷǐƿǎǇǑ   

 
 
ǁ  

ଵ
ସ
  

ͻ െ ͸ ׷ ʹ�
 

ƹȷǏǋǏǅǉĲǌǘǑ Ǌįǉ įȷǏǈǁǊıǒĲǇ 
 

ͻ�Ȃ �͸ ׷ ߊ�ʹ� ൅�
͸

ƩǍƿǊǋǇĲǇ  ǌǍǁǌǇǑ 
͵ ή ሺͻ െ ͸ǣ ʹሻ െ ͸ǣ ሺͻ െ ͸ǣ ʹሻ 

�Ȃߊ�ߕ�͵  �͸ ׷   ߊ�
ͳ͹

�

+ =��3�� �4��

ͼ �– ���2�� �3 � �4 � �1 � �ͼ � �1 � =

��3�� x �2 � =

��2� ௬ݔ�5 =

��5� ȵɍP �3 � =

�3���a�b/c� �4 � =

�3� �a�b/c� �4 � =

SHIFT ʹ
͵
� �2 � �3� �4 � =

�2 � �a�b/c� �3� �a�b/c� �4 � =

�o�� �4 � =

��5� X² =

=�3���– ��7�(x��2�� �) �

x2=�3���– � =��7�� Ans

��2�� ( �(Ͳ)� �3�� �) � =�– �

=�3���(Ͳ)�Abs

SÙD

�a�b/c�SHIFT

ɀ+=�2 �÷ ��6 �–��9��

��3�� ɍ � ɀ – �6 � ÷ ɀ =
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ȞɘɋɜȽ� ɄɊɘ ɐɓɋɘ� ɂɔɘ ȞɘɋɜȽ ɄɊɘ ɐɓɋɘ� ɂɔɘ
ͳι� ͲǡͲͳ͹� Ͳǡͻͻͻ� ͲǡͲͳ͹� Ͷ͸ι� Ͳǡ͹ʹͲ� Ͳǡ͸ͻͷ� ͳǡͲ͵͸�
ʹι� ͲǡͲ͵ͷ� Ͳǡͻͻͻ� ͲǡͲ͵ͷ� Ͷ͹ι� Ͳǡ͹͵ͳ� Ͳǡ͸ͺʹ� ͳǡͲ͹ʹ�
͵ι� ͲǡͲͷʹ� Ͳǡͻͻͻ� ͲǡͲͷʹ� Ͷͺι� Ͳǡ͹Ͷ͵� Ͳǡ͸͸ͻ� ͳǡͳͳͳ�
Ͷι� ͲǡͲ͹Ͳ� Ͳǡͻͻͺ� ͲǡͲ͹Ͳ� Ͷͻι� Ͳǡ͹ͷͷ� Ͳǡ͸ͷ͸� ͳǡͳͷͲ�
ͷι� ͲǡͲͺ͹� Ͳǡͻͻ͸� ͲǡͲͺ͹� ͷͲι� Ͳǡ͹͸͸� Ͳǡ͸Ͷ͵� ͳǡͳͻʹ�
͸ι� ͲǡͳͲͷ� Ͳǡ͵ͻͷ� ͲǡͳͲͷ� ͷͳι� Ͳǡ͹͹͹� Ͳǡ͸ʹͻ� ͳǡʹ͵ͷ�
͹ι� Ͳǡͳʹʹ� Ͳǡͻͻ͵� Ͳǡͳʹ͵� ͷʹι� Ͳǡ͹ͺͺ� Ͳǡ͸ͳ͸� ͳǡʹͺͲ�
ͺι� Ͳǡͳ͵ͻ� ͲǡͻͻͲ� ͲǡͳͶͳ� ͷ͵ι� Ͳǡ͹ͻͻ� Ͳǡ͸Ͳʹ� ͳǡ͵ʹ͹�
ͻι� Ͳǡͳͷ͸� Ͳǡͻͺͺ� Ͳǡͳͷͺ� ͷͶι� ͲǡͺͲͻ� Ͳǡͷͺͺ� ͳǡ͵͹͸�
ͳͲι� Ͳǡͳ͹Ͷ� Ͳǡͻͺͷ� Ͳǡͳ͹͸� ͷͷι� Ͳǡͺͳͻ� Ͳǡͷ͹Ͷ� ͳǡͶʹͺ�
ͳͳι� Ͳǡͳͻͳ� Ͳǡͻͺʹ� ͲǡͳͻͶ� ͷ͸ι� Ͳǡͺʹͻ� Ͳǡͷͷͻ� ͳǡͶͺ͵�
ͳʹι� ͲǡʹͲͺ� Ͳǡͻ͹ͺ� Ͳǡʹͳ͵� ͷ͹ι� Ͳǡͺ͵ͻ� ͲǡͷͶͷ� ͳǡͷͶͲ�
ͳ͵ι� Ͳǡʹʹͷ� Ͳǡͻ͹Ͷ� Ͳǡʹ͵ͳ� ͷͺι� ͲǡͺͶͺ� Ͳǡͷ͵Ͳ� ͳǡ͸ͲͲ�
ͳͶι� ͲǡʹͶʹ� Ͳǡͻ͹Ͳ� ͲǡʹͶͻ� ͷͻι� Ͳǡͺͷ͹� Ͳǡͷͳͷ� ͳǡ͸͸Ͷ�
ͳͷι� Ͳǡʹͷͻ� Ͳǡͻ͸͸� Ͳǡʹ͸ͺ� ͸Ͳι� Ͳǡͺ͸͸� ͲǡͷͲͲ� ͳǡ͹͵ʹ�
ͳ͸ι� Ͳǡʹ͹͸� Ͳǡͻ͸ͳ� Ͳǡʹͺ͹� ͸ͳι� Ͳǡͺ͹ͷ� ͲǡͶͺͷ� ͳǡͺͲͶ�
ͳ͹ι� Ͳǡʹͻʹ� Ͳǡͻͷ͸� Ͳǡ͵Ͳ͸� ͸ʹι� Ͳǡͺͺ͵� ͲǡͶ͹Ͳ� ͳǡͺͺͳ�
ͳͺι� Ͳǡ͵Ͳͻ� Ͳǡͻͷͳ� Ͳǡ͵ʹͷ� ͸͵ι� Ͳǡͺͻͳ� ͲǡͶͷͶ� ͳǡͻ͸͵�
ͳͻι� Ͳǡ͵ʹ͸� ͲǡͻͶ͸� Ͳǡ͵ͶͶ� ͸Ͷι� Ͳǡͺͻͻ� ͲǡͶ͵ͺ� ʹǡͲͷͲ�
ʹͲι� Ͳǡ͵Ͷʹ� ͲǡͻͶͲ� Ͳǡ͵͸Ͷ� ͸ͷι� ͲǡͻͲ͸� ͲǡͶʹ͵� ʹǡͳͶͷ�
ʹͳι� Ͳǡ͵ͷͺ� Ͳǡͻ͵Ͷ� Ͳǡ͵Ͷͺ� ͸͸ι� ͲǡͻͳͶ� ͲǡͶͲ͹� ʹǡʹͶ͸�
ʹʹι� Ͳǡ͵͹ͷ� Ͳǡͻʹ͹� ͲǡͶͲͶ� ͸͹ι� Ͳǡͻʹͳ� Ͳǡ͵ͻͳ� ʹǡ͵ͷ͸�
ʹ͵ι� Ͳǡ͵ͻͳ� Ͳǡͻʹͳ� ͲǡͶʹͶ� ͸ͺι� Ͳǡͻʹ͹� Ͳǡ͵͹ͷ� ʹǡͶ͹ͷ�
ʹͶι� ͲǡͶͲ͹� ͲǡͻͳͶ� ͲǡͶͶͷ� ͸ͻι� Ͳǡͻ͵Ͷ� Ͳǡ͵ͷͺ� ʹǡ͸Ͳͷ�
ʹͷι� ͲǡͶʹ͵� ͲǡͻͲ͸� ͲǡͶ͸͸� ͹Ͳι� ͲǡͻͶͲ� Ͳǡ͵Ͷʹ� ʹǡ͹Ͷͺ�
ʹͺι� ͲǡͶ͵ͺ� Ͳǡͺͻͻ� ͲǡͶͺͺ� ͹ͳι� ͲǡͻͶ͸� Ͳǡ͵ʹ͸� ʹǡͻͲͶ�
ʹ͹ι� ͲǡͶͷͶ� Ͳǡͺͻͳ� ͲǡͷͳͲ� ͹ʹι� Ͳǡͻͷͳ� Ͳǡ͵Ͳͻ� ͵ǡͲ͹ͺ�
ʹͺι� ͲǡͶ͸ͻ� Ͳǡͺͺ͵� Ͳǡͷ͵ʹ� ͹͵ι� Ͳǡͻͷ͸� Ͳǡʹͻʹ� ͵ǡʹ͹ͳ�
ʹͻι� ͲǡͶͺͷ� Ͳǡͺ͹ͷ� ͲǡͷͷͶ� ͹Ͷι� Ͳǡͻ͸ͳ� Ͳǡʹ͹͸� ͵ǡͶͺ͹�
͵Ͳι� ͲǡͷͲͲ� Ͳǡͺ͸͸� Ͳǡͷ͹͹� ͹ͷι� Ͳǡͻ͸͸� Ͳǡʹͷͻ� ͵ǡ͹͵ʹ�
͵ͳι� Ͳǡͷͳͷ� Ͳǡͺͷ͹� Ͳǡ͸Ͳͳ� ͹͸ι� Ͳǡͻ͹Ͳ� ͲǡʹͶʹ� ͶǡͲͳͳ�
͵ʹι� Ͳǡͷ͵Ͳ� ͲǡͺͶͺ� Ͳǡ͸ʹͷ� ͹͹ι� Ͳǡͻ͹Ͷ� Ͳǡʹʹͷ� Ͷǡ͵͵͵�
͵͵ι� ͲǡͷͶͷ� Ͳǡͺ͵ͻ� Ͳǡ͸Ͷͻ� ͹ͺι� Ͳǡͻ͹ͺ� ͲǡʹͲ͵� Ͷǡ͹Ͳͷ�
͵Ͷι� Ͳǡͷͷͻ� Ͳǡͺʹͻ� Ͳǡ͸͹ͷ� ͹ͻι� Ͳǡͻͺʹ� Ͳǡͳͻͳ� ͷǡͳͶͷ�
͵ͷι� Ͳǡͷ͹Ͷ� Ͳǡͺͳͻ� Ͳǡ͹ͲͲ� ͺͲι� Ͳǡͻͺͷ� Ͳǡͳ͹Ͷ� ͷǡ͸͹ͳ�
͵ͺι� Ͳǡͷͺͺ� ͲǡͺͲͻ� Ͳǡ͹ʹ͹� ͺͳι� Ͳǡͻͺͺ� Ͳǡͳͷ͸� ͸ǡ͵ͳͶ�
͵͹ι� Ͳǡ͸Ͳʹ� Ͳǡ͹ͻͻ� Ͳǡ͹ͷͶ� ͺʹι� ͲǡͻͻͲ� Ͳǡͳ͵ͻ� ͹ǡͳͳͷ�
͵ͺι� Ͳǡ͸ͳ͸� Ͳǡ͹ͺͺ� Ͳǡ͹ͺͳ� ͺ͵ι� Ͳǡͻͻ͵� Ͳǡͳʹʹ� ͺǡͳͶͶ�
͵ͻι� Ͳǡ͸ʹͻ� Ͳǡ͹͹͹� ͲǡͺͳͲ� ͺͶι� Ͳǡͻͻͷ� ͲǡͳͲͷ� ͻǡͷͳͶ�
ͶͲι� Ͳǡ͸Ͷ͵� Ͳǡ͹͸͸� Ͳǡͺ͵ͻ� ͺͷι� Ͳǡͻͻ͸� ͲǡͲͺ͹� ͳͳǡͶ͵Ͳ�
Ͷͳι� Ͳǡ͸ͷ͸� Ͳǡ͹ͷͷ� Ͳǡͺ͸ͻ� ͺ͸ι� Ͳǡͻͻͺ� ͲǡͲ͹Ͳ� ͳͶǡ͵Ͳͳ�
Ͷʹι� Ͳǡ͸͸ͻ� Ͳǡ͹Ͷ͵� ͲǡͻͲͲ� ͺ͹ι� Ͳǡͻͻͻ� ͲǡͲͷʹ� ͳͻǡͲͺͳ�
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