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Δραστηριότητες 
 

1. Στο πιο κάτω σχήμα δίνεται το ορθογώνιο τρίγωνο 𝛢훣훤. Να υπολογίσετε τα μήκη 
των πλευρών του τριγώνου 𝛢훣훤 και να δώσετε τις απαντήσεις σας στην πιο απλή 
μορφή. 
 

 
 

2. Να τοποθετήσετε σε αριθμητική γραμμή τους πιο κάτω αριθμούς: 
√5,   √5,   √8,   √29,   √29 

 
3. Η οργανωτική επιτροπή μιας συναυλίας θέλει να τοποθετήσει 900 καθίσματα σε 

ένα κλειστό γήπεδο. Τα καθίσματα θα τοποθετηθούν σε τετράγωνη διάταξη. Πόσα 
καθίσματα θα τοποθετήσουν σε κάθε σειρά; 
 

4. Να υπολογίσετε την περίμετρο και το εμβαδόν ενός κυκλικού χαλιού που έχει 
διάμετρο 10 m. 
 

5. Να λύσετε τις πιο κάτω εξισώσεις: 

(α)  2𝑥 − 6 = 4𝑥 − 2 (β)  3(𝑥 − 4) = 2𝑥 − 5 

(γ)  5(𝑥 + 3) = 5𝑥 +  3 (δ)  
𝑎 − 1

3
+

1
2

=
𝑎
3

+
1
6

 

 
6. Να προσδιορίσετε τον πραγματικό αριθμό λ σε καθεμιά από τις πιο κάτω 

εξισώσεις, έτσι ώστε να είναι αδύνατες: 
(α)  (휆 − 3)𝑥 = 7 (β)  3𝑥 + 휆𝑥 + 6 = 15 − 6𝑥 
 

7. Να προσδιορίσετε τον πραγματικό αριθμό 𝑎 σε καθεμιά από τις πιο κάτω 
εξισώσεις, έτσι ώστε να είναι αόριστες: 
(α)  (𝑎 + 3)𝑥 = 0 (β)  𝑎𝑥 = 6𝑥 
 

8. Να εξετάσετε για ποιες πραγματικές τιμές του 𝑥 ορίζεται η καθεμιά από τις 
παραστάσεις: 

𝛢 = √3𝑥 − 2 ,     훣 = √20 − 5𝑥 
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9. Δίνονται οι ανισώσεις 3𝑥 − 4 ≥ 𝑥 − 2  και  2𝑥 + 3 < 13. 
(α) Να βρείτε τις λύσεις της κάθε ανίσωσης. 
(β) Να παραστήσετε την κοινή λύση των δύο ανισώσεων στην ευθεία των 

πραγματικών αριθμών. 
(γ) Ποια είναι η μικρότερη τιμή του 𝑥 που ικανοποιεί και τις δύο ανισώσεις; 
(δ) Να βρείτε 4 άλλες λύσεις που ικανοποιούν και τις δύο ανισώσεις. 
(ε) Να βρείτε τη μεγαλύτερη ακέραια τιμή του 𝑥 που ικανοποιεί και τις δύο 

ανισώσεις. 
 

10. Να υπολογίσετε τις κλίσεις των πιο κάτω ευθειών και να τις παραστήσετε 
γραφικά: 
(α)  𝑦 = 𝑥 + 2 (β)  𝑦 = 2𝑥 

(γ)  𝑦 = 3𝑥 − 2 (δ)  𝑦 + 3𝑥 = 1 

(ε)  𝑦 = 2 (στ)  𝑥 = 3 
 

11. Η ευθεία 𝑦 =  훼𝑥 περνά από το σημείο 𝛢(−1, 3). 
(α) Να υπολογίσετε την τιμή του 𝑎. 
(β) Να υπολογίσετε τις συντεταγμένες δύο σημείων που ανήκουν στην ευθεία 

𝑦 = 𝑎𝑥. 
 

12. Η γραφική παράσταση της ευθείας 𝑦 = −2𝑥 + 훽 περνά από το σημείο 𝛢(−2, 6). Να 
υπολογίσετε την τιμή του 훽. 
 

13. Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας που περνά από τα σημεία: 
(α) (0, 1) και (2, 4) 
(β) (0, 4) και (−1, 4) 
 

14. Να λύσετε τα πιο κάτω συστήματα εξισώσεων: 

(α)  𝑦 = 3 + 𝑥 
𝑥 + 2𝑦 = 6 (β)  𝑦 − 2𝑥 = 0 

2𝑥 + 𝑦 = 3 

 
15. Στο πιο κάτω σχήμα δίνονται οι γραφικές παραστάσεις των ευθειών 

(휀 ): 𝑦 = 𝑥 − 1  και (휀 ): 𝑦 = 4𝑥 + 2. 

Να λύσετε γραφικά το σύστημα:  
𝑦 = 𝑥 − 1

𝑦 = 4𝑥 + 2  
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16. Nα βρείτε τα αναπτύγματα: 

(α)  (𝑥 + 2)  (β)  (2𝑥 − 3𝑦)  

(γ)  
𝑥
2

− 2  (δ)  (𝑥 − 3)(𝑥 + 3) 

(ε)  (𝑥 + 4)  (στ)  (2𝑥 − 1)(2𝑥 + 1) 

 
17. Να αποδείξετε την ταυτότητα (𝑎 + 1) − (𝑎 + 1)(𝑎 − 1) = 2(𝑎 + 1). 

 
18. Αν 𝑎 + 훽 = −   και 𝑎훽 = −  ,  να αποδείξετε ότι: 

(α)  𝑎 + 훽 =
43
9

 

(β)  (3𝑎 + 1) + (3훽 + 1) + 10(𝑎 + 훽) =
119

3
 

(γ)  𝑎 + 훽 = −
64
27

 

 
19. Να αναλύσετε σε γινόμενο πρώτων παραγόντων τις πιο κάτω παραστάσεις: 

(α)  2𝑥 − 2𝑥 (β)  𝑦 − 𝑥 − 10𝑦 + 25 

(γ)  𝑎 𝑥 − 훽 𝑥 + 𝑎 − 훽  (δ)  (𝑥 − 2𝑦) – (𝑥 + 3𝑦)  

 
20. Να λύσετε τις εξισώσεις: 

(α) 3𝑥 − 15𝑥 =  0 (β) 𝑥 + 𝑥 =  6 

(γ) (𝑎 − 2)(2𝑎 + 8) = −10 (δ) 3𝑥 − 5𝑥 + 2 =  0 

 
21. Να απλοποιήσετε τις παραστάσεις: 

(α)  𝑥 + 2𝑥
𝑥 + 3𝑥 + 2

 

(β)  
(𝑎 + 1)(𝑎 − 2) − 4(𝑎 + 1)

𝑎 + 𝑎
 

 
22. Να λύσετε τις εξισώσεις: 

(α)  
1

𝑥 + 1
+

2
𝑥 − 1

−
4

𝑥 − 1
= 0 

(β)  
𝑥 + 2𝑥 + 1
𝑥 + 2𝑥 − 3

+
𝑥 + 1
𝑥 − 1

=
𝑥 + 2
𝑥 + 3

 

(γ)  
2𝑥 − 19

𝑥 + 𝑥 − 6
−

𝑥
2 − 𝑥

=
5

𝑥 + 3
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23. Να βρείτε δύο διαδοχικούς φυσικούς αριθμούς, των οποίων τα τετράγωνα να 
έχουν άθροισμα 145. 
 

24. Να δείξετε ότι τα μέσα των ίσων πλευρών ισοσκελούς τριγώνου ισαπέχουν από τη 
βάση του. 
 

25. Το τρίγωνο 𝛢훣훤 είναι ισοσκελές (𝛢훣 = 𝛢훤). Στις προεκτάσεις της 훣훤 παίρνουμε 
σημεία 훦, 훧, έτσι ώστε 훣훦 = 훤훧. Να δείξετε ότι το τρίγωνο 𝛢훦훧 είναι ισοσκελές. 
 

26. Με βάση το πιο κάτω σχήμα, να βρείτε: 
(α) ποιος τριγωνομετρικός αριθμός της 𝐴 είναι ίσος με  ; 

(β) ποιος τριγωνομετρικός αριθμός της 훤 είναι ίσος με  ; 
 

 
 

27. Να υπολογίσετε το συνθ και την εφ휃 οξείας γωνίας 휃 ενός ορθογωνίου τριγώνου, 
όταν γνωρίζουμε ότι ημ휃 = . 
 

28. Ο κύριος Αβραάμ θέλει να υπολογίσει το ύψος του δέντρου στον κήπο του. 
Τοποθέτησε τον εξάντα σε απόσταση 6 m από τον κορμό του δέντρου και 
υπολόγισε ότι το μέγεθος της γωνίας προς την κορυφή του δέντρου ήταν 64°. Να 
υπολογίσετε το ύψος του δέντρου. 
(Οι τριγωνομετρικοί αριθμοί να υπολογιστούν κατά προσέγγιση δύο δεκαδικών 
ψηφίων). 
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29. Να υπολογίσετε τους άγνωστους 𝑥 και 𝑦 στις πιο κάτω περιπτώσεις: 
(α)  

x

y
8 cm

38°
 

(β)  

x

y
92 cm

30°

60°

 

 



ΕΝΟΤΗΤΑ 01 
ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΟΙ ΑΡΙΘΜΟΙ 

ΠΕΡΙΕΧΟΜΕΝΑ 

1.1 Η έννοια της νιοστής ρίζας 

1.2 Ιδιότητες νιοστής ρίζας 

1.3 Δυνάμεις με ρητό εκθέτη 

1.4 Μετατροπή άρρητου παρονομαστή σε ρητό 

  



14 Ενότητα 01:  Πραγματικοί Αριθμοί 
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1.1  Η ΕΝΝΟΙΑ ΤΗΣ ΝΙΟΣΤΗΣ ΡΙΖΑΣ 

 
Ποιος φυσικός αριθμός βρίσκεται «πιο κοντά» στον αριθμό 𝑎 = √89; 
Πώς μπορείτε να εξηγήσετε την απάντησή σας χωρίς την χρήση υπολογιστικής 
μηχανής; 
Να επαναλάβετε τα πιο πάνω ερωτήματα για τον αριθμό 𝛽 = √893 . 
 

 

x Γιατί οι αριθμοί 16, 64, 100 ανήκουν στο σύνολο των τετράγωνων 
αριθμών; Ποια σχέση έχουν με το σχήμα του τετραγώνου;  
Να υπολογίσετε την πλευρά ενός τετραγώνου, του οποίου το 
εμβαδόν είναι 10,24 cm . 

x Γιατί οι αριθμοί 8, 27, 1000 ανήκουν στο σύνολο των τέλειων 
κύβων; Ποια σχέση έχουν με το σχήμα του κύβου; 
Να υπολογίσετε την πλευρά ενός κύβου, του οποίου ο όγκος είναι 
1728 cm . 

 

 

x Να βρείτε δύο αριθμούς, έτσι ώστε το τετράγωνο του ενός να είναι ίσο με τον 
κύβο ενός άλλου. Να εξηγήσετε τον τρόπο σκέψης σας. 

x Να βρείτε δύο αριθμούς, έτσι ώστε το άθροισμα των τετραγώνων τους να είναι 
ίσο με το τετράγωνο ενός άλλου αριθμού. 
 

Έχουμε μάθει… 
Στο Γυμνάσιο ορίσαμε τις έννοιες της τετραγωνικής και κυβικής ρίζας. Συγκεκριμένα, 
για 𝑎 ≥ 0, 𝛽 ≥ 0: 

  √𝑎 = 𝛽 ⇔ 𝛽 = 𝑎 
Από το πιο πάνω, έχουμε: 

√𝑎 = 𝛽 = 𝛽,   𝑎, 𝛽 ≥ 0 
Για παράδειγμα, ισχύει √25 = 5, αφού 5 = 25. 
Είναι γνωστό ότι υπάρχει ακόμα ένας αριθμός, ο οποίος αν υψωθεί στο τετράγωνο 
μας δίνει το 25. Έχουμε ότι (−5) = 25, αλλά δεν γράφουμε ποτέ ότι √25 = ±5. 
Διακρίνουμε, δηλαδή ότι το αποτέλεσμα της √25 είναι διαφορετικό από τις λύσεις της 
εξίσωσης 𝑥 = 25. 
Συγκεκριμένα, οι λύσεις της εξίσωσης είναι δύο, οι 𝑥 = √25 = 5 και 𝑥 = −√25 = −5, 
ενώ η √25 είναι μοναδική και είναι ίση με 5. 

Εξερεύνηση 
ΠαρατήΔρ

ηση 

 

Διερεύνηση 1 
ΠαρατήΔρη

ση 

 

Διερεύνηση 2 
ΠαρατήΔρη

ση 
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Επεκτείνοντας τις έννοιες της τετραγωνικής και της κυβικής ρίζας, μπορούμε με 
ανάλογο τρόπο να ορίσουμε την έννοια της νιοστής ρίζας και για άλλους φυσικούς 
αριθμούς. 
 
Ορισμός 
Η νιοστή ρίζα ενός μη αρνητικού αριθμού 𝑎, όπου 𝜈 θετικός ακέραιος, είναι ο μη 
αρνητικός αριθμός 𝛽, ο οποίος, όταν υψωθεί σε δύναμη με εκθέτη 𝜈, δίνει τον αριθμό 
𝑎. 
Συμβολίζεται με √𝑎 και ισχύει ότι: 

√𝑎 = 𝛽 ⇔ 𝛽 = 𝑎     (𝑎 ≥ 0 και  𝛽 ≥ 0,   𝜈 ∈ ℕ) 
 
Για παράδειγμα, έχουμε ότι: 

x √25 = 5, διότι 5 = 25. 
x √83 = 2, διότι 2 = 8. 
x √81 = 3, διότι 3 = 81. 
x √−32 δεν ορίζεται, διότι το υπόριζο είναι αρνητικό. 
x √−64 δεν ορίζεται, διότι το υπόριζο είναι αρνητικό. 

 
Η επεξήγηση του συμβολισμού της νιοστής ρίζας μη αρνητικού πραγματικού αριθμού 
δίνεται πιο κάτω: 
 

Δείκτης Ριζικού                    Σύμβολο Ριζικού 
 

                            √𝑎
νιοστή ρίζα του 𝒂

        Υπόριζος Ποσότητα 

 
Παρατηρήσεις 

x Από τον πιο πάνω ορισμό, και για 𝑎 ≥ 0, έχουμε: 
¾ √𝑎 = 𝑎 
¾ √𝑎 = 0 ⇔ 𝑎 = 0 
¾ √1 = 1 
¾ √𝑎 = 𝑎 

x Μπορούμε πιο εύκολα να υπολογίσουμε μια νιοστή ρίζα, όταν το υπόριζο 
γράφεται ως δύναμη με εκθέτη 𝜈. 
Για παράδειγμα: 

√81 = 3 = 3 

√32 = 2 = 2 

𝑥 = (𝑥 ) = 𝑥 ,   𝑥 > 0 
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Διερεύνηση της εξίσωσης 𝒙흂 = 𝒂 (흂 θετικός ακέραιος) 

Η έννοια της νιοστής ρίζας είναι άμεσα συνδεδεμένη με τη λύση της εξίσωσης που έχει 
τη μορφή 𝑥 = 𝑎, 𝑎 ∈ ℝ, 𝜈 ∈ ℕ. 

Για παράδειγμα: 

x Aν έχουμε την εξίσωση 𝑥 = 16, τότε από τον ορισμό της ρίζας παίρνουμε ότι 
𝑥 = √16 = 4. Επομένως, η 𝑥 = 4 είναι μία λύση ή ρίζα της εξίσωσης. Όμως, και το 
−4 είναι λύση της πιο πάνω εξίσωσης, αφού (−4) = 16. Έτσι, όταν έχουμε την 
εξίσωση 𝑥 = 16, γράφουμε: 

𝑥 = 16 ⇒ 𝑥 = ±√16 = ±4 

x Aν έχουμε την εξίσωση 𝑥 = −16, τότε προφανώς η εξίσωση δεν έχει λύση στο ℝ, 
αφού δεν υπάρχει πραγματικός αριθμός που αν υψωθεί στην τέταρτη δύναμη, να 
δώσει αρνητικό αριθμό. 

x Aν έχουμε την εξίσωση 𝑥 = 8, τότε από τον ορισμό της ρίζας παίρνουμε ότι 
𝑥 = √83 = 2. Επομένως, η 𝑥 = 2 είναι μία λύση της εξίσωσης και μάλιστα μοναδική 
στο ℝ, διότι δεν υπάρχει άλλος πραγματικός αριθμός που αν υψωθεί στην τρίτη 
δύναμη, να δώσει τον αριθμό 8. Έτσι, όταν έχουμε την εξίσωση 𝑥 = 8, γράφουμε: 

𝑥 = 8 ⇒ 𝑥 = √83 = 2 

x Aν έχουμε την εξίσωση 𝑥 = −8, τότε ο ορισμός της τρίτης ρίζας δεν μας επιτρέπει 
να γράψουμε 𝑥 = √−83 , διότι το υπόριζο είναι αρνητικός αριθμός. Όμως, η πιο 
πάνω εξίσωση έχει μοναδική λύση στο ℝ, την 𝑥 = −2, διότι (−2) = −8. Επομένως, 
σε αυτήν την περίπτωση, γράφουμε: 

𝑥 = −8 ⇒ 𝑥 = −√83 = −2 

 
Γενικά: 

x Αν 흂 περιττός, τότε η εξίσωση 𝑥 = 𝑎  έχει πάντα μία μόνο πραγματική λύση, 
ανεξάρτητα από το αν ο 𝑎 είναι θετικός, αρνητικός ή ίσος με μηδέν. 
Συγκεκριμένα, η μία μόνο πραγματική λύση της εξίσωσης είναι: 
¾ 𝑥 = √𝑎, όταν 𝑎 > 0 
¾ 𝑥 = −√−𝑎, όταν 𝑎 < 0. (Παρατηρούμε ότι ο – 𝑎, ως υπόριζο, είναι θετικός 

αριθμός.) 
¾ 𝑥 = √𝑎 = 0, όταν 𝑎 = 0. 
Για παράδειγμα: 
x Η εξίσωση 𝑥 = 32 έχει μόνο μία πραγματική λύση, τον αριθμό 𝑥 = √32 = 2. 
x Η εξίσωση 𝑥 = −125 έχει μόνο μία πραγματική λύση, τον αριθμό 

𝑥 = −√125 = −5. 
x Αν 흂 άρτιος, τότε η εξίσωση 𝑥 = 𝑎  ενδέχεται να έχει ή να μην έχει πραγματικές 

λύσεις, ανάλογα από το αν ο 𝑎 είναι θετικός, αρνητικός ή ίσος με μηδέν. 
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Συγκεκριμένα, η εξίσωση 𝑥 = 𝑎, 𝜈 άρτιος: 
¾ δεν έχει πραγματικές λύσεις, όταν 𝑎 < 0 
¾ έχει δύο πραγματικές λύσεις, τις 𝑥 , = ±√𝑎, όταν 𝑎 > 0 
¾ μία μόνο πραγματική λύση, την 𝑥 = 0, όταν 𝑎 = 0. 
Για παράδειγμα: 
x Η εξίσωση 𝑥 = 81 έχει δύο πραγματικές λύσεις, τις 𝑥 , = ±√81 = ±3. 
x Η εξίσωση 𝑥 = −81 δεν έχει πραγματικές λύσεις. 
x H 𝑥 = 0 έχει μία μόνο πραγματική λύση, την 𝑥 = 0. 

 
Παρατήρηση 
Σε πολλές εξισώσεις ενδέχεται η νιοστή ρίζα να μην είναι ρητός αριθμός. Σε τέτοια 
περίπτωση, η λύση της εξίσωσης γράφεται με το σύμβολο της νιοστής ρίζας ή 
υπολογίζεται με την υπολογιστική μηχανή με κατάλληλα δεκαδικά ψηφία, όταν αυτό 
ζητηθεί. 
Για παράδειγμα: 

x 𝑥 = 7 ⟹ 𝑥 = ±√7 
x 𝑥 = 13 ⟹ 𝑥 = ±√13 
x 𝑥 = −10 (Η εξίσωση δεν έχει πραγματικές λύσεις, γιατί 𝑥 ≥ 0 και −10 < 0.) 
x 𝑥 = 20 ⟹ 𝑥 = √20 
x 𝑥 = −100⟹ 𝑥 = −√100 

x 𝑥 = ⇒ 𝑥 = ±  

 
Χρησιμοποιώντας την υπολογιστική μηχανή, οι πιο πάνω λύσεις σε προσέγγιση δύο 
δεκαδικών ψηφίων είναι: 

x ±√7 ≃ ±2,65 
x ±√13 ≃ ±1,53 
x √20 ≃ 2,71 
x −√100 ≃ −1,93 

x ± ≃ ±0,63 

 

Παράδειγμα 1 
Να υπολογίσετε τις πιο κάτω ρίζες: 

(α)  √36 (β)  √8 (γ)  √81 (δ)  1
32
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Λύση 

(α)  √36 = 6 = 6 (β)  √81 = 3 = 3 

(γ)  √8 = 2 = 2 (δ)  1
32

=
1
2

=
1
2

 

 

Παράδειγμα 2 
Να απλοποιήσετε τις πιο κάτω παραστάσεις: 

(α)  2  (β)  53  

(γ)  32𝑥   (δ)  16
𝑎

,   𝑎 > 0 

 
Λύση 

(α)  2 = (2 ) = 2  

(β)  53 = (5 )3 = 5  

(γ)  32𝑥 = (2𝑥 ) =  2𝑥  

(δ)  Για 𝑎 > 0,   
16
𝑎

=
2
𝑎

=
2
𝑎
 . 

 

Παράδειγμα 3 
Nα ερμηνεύσετε λεκτικά τον αριθμό √203  και στη συνέχεια να τον συγκρίνετε με την 
πέμπτη ρίζα του 30. 
 
Λύση 
Ο αριθμός √203  είναι εκείνος ο πραγματικός αριθμός, ο οποίος όταν υψωθεί στη τρίτη 
δύναμη, τότε θα είναι ίσος με 20. Δηλαδή, αν 𝑥 = √203 , τότε 𝑥 = 20. 
Παρατηρούμε ότι ο πραγματικός αυτός αριθμός βρίσκεται εντός του διαστήματος 
(2, 3), αφού ισχύει ότι 2 < 20 < 3 . Άρα: 

2 < √203 < 3 
 
Η πέμπτη ρίζα του 30 (√30) είναι ένας θετικός πραγματικός αριθμός 𝑦, με 𝑦 = 30. 
Παρατηρούμε ότι 1 < 30 < 2 . Άρα: 

1 < √30 < 2 
 
Επομένως, έχουμε τελικά ότι √30 < √203 . 
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Παράδειγμα 4 
Να λύσετε τις πιο κάτω εξισώσεις: 

(α) 𝑥 = 8 (β) 𝑥 = −8 (γ) 𝑥 = 81 

 

Λύση 

(α)  𝑥 = 8 ⇒  𝑥 = √8 ⇒  𝑥 = 2  
(β)  𝑥 = −8 ⇒  𝑥 = −√8  ⇒ 𝑥 = −2 
(γ)  𝑥 = 81 ⇒ 𝑥 = ±√81 ⇒ 𝑥 = ±3  
 

Παράδειγμα 5 
Να λύσετε τις πιο κάτω εξισώσεις: 

(α) √𝑥 + 1 = 4 (β) 𝑦 + 2 = 2 
 
Λύση 

(α) Για να έχει πραγματική λύση η εξίσωση √𝑥 + 1 = 4, πρέπει: 
𝑥 + 1 ≥ 0 ⇒ 𝑥 ≥ −1 

Υψώνουμε και τα δύο μέλη στη δεύτερη δύναμη: 

√𝑥 + 1 = 4 ⇒  √𝑥 + 1 = 4 ⇒ 𝑥 + 1 = 16 ⇒  𝑥 = 15, δεκτή    (𝑥 > −1) 

(β) Για να έχει πραγματική λύση η εξίσωση 𝑦 + 2 = 2, πρέπει: 
𝑦 + 2 ≥ 0 ⇒ 𝑦 ≥ −2 

Υψώνουμε και τα δύο μέλη στη πέμπτη δύναμη: 

𝑦 + 2 = 2 ⇒  𝑦 + 2 = 2 ⇒ 𝑦 + 2 = 32 ⇒  𝑦 = 30, δεκτή      (𝑦 ≥ −2) 
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Δραστηριότητες 
 
1. Να υπολογίσετε τις πιο κάτω ρίζες: 

(α)  √16 (β)  √27 (γ)  √16 (δ)  
1

100000
 

 
2. Να γράψετε μια ισοδύναμη πρόταση για τους πραγματικούς αριθμούς 𝑥, 𝑦 και 𝑧: 

(α) 𝑥 = √4 (β) 𝑦 = √2 (γ) 𝑧 = √14 
 

3. Ένας αριθμός, όταν υψωθεί στην 5η δύναμη, ισούται με 10. 
(α) Να γράψετε τον κατάλληλο συμβολισμό για αυτόν τον αριθμό. 
(β) Με χρήση της υπολογιστικής μηχανής, να γράψετε τον αριθμό κατά 

προσέγγιση τριών δεκαδικών ψηφίων. 
 

4. Να ερμηνεύσετε λεκτικά τους πιο κάτω πραγματικούς αριθμούς και να αναφέρετε 
ποιος είναι ο μεγαλύτερος, αιτιολογώντας την απάντησή σας. 
(α)  √50 και √50 (β)  √10 και √15 
 

5. Να απλοποιήσετε τις πιο κάτω παραστάσεις: 

(α)  3  (β)  63  (γ)  32
𝑥

  (δ)  𝛽
1000000

,   𝛽 ≥ 0 

 
6. Να λύσετε τις πιο κάτω εξισώσεις: 

(α) 𝑥 = 1000 (β) 𝑥 = −32 (γ) 𝑥 = 128 
 

7. Να λύσετε τις πιο κάτω εξισώσεις: 
(α) 𝑥 = 10000 (β) 𝑥 = −1 (γ) 𝑥 = 256 
 

8. Να λύσετε τις πιο κάτω εξισώσεις, δίνοντας την απάντηση σε δύο δεκαδικά ψηφία 
όπου είναι αναγκαίο: 
(α) 𝑥 = 5 (β) 𝑥 = 110 (γ) 𝑥 = 256 
 

9. Να λύσετε τις πιο κάτω εξισώσεις: 
(α) (𝑥 + 2) = 81 (β) (1 − 𝑥) = −1024 (γ) 2𝑥 + 1 = 129 
 

10. Να λύσετε τις πιο κάτω εξισώσεις: 
(α) √2𝑥 + 3 = 5 (β) √3𝑥3 = 6 (γ) 3√𝑥 − 2 = 7 
 

11. Να βρείτε τον αριθμό, ο οποίος ελαττωμένος κατά  αν υψωθεί στην 9η  δύναμη 
δίνει 512. 
 

12. Ποσό €3000 ανατοκίζεται με επιτόκιο 𝜏% και σε 5 χρόνια γίνεται €3828,84. Να 
υπολογίσετε την τιμή του 𝜏 από την εξίσωση: 

3000(1 + 𝜏) = 3828,84 
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1.2  ΙΔΙΟΤΗΤΕΣ ΝΙΟΣΤΗΣ ΡΙΖΑΣ 

 

x Να εξηγήσετε γιατί δεν είναι ορθές οι πιο κάτω ισότητες: 
(α)  Για κάθε 𝑎, 𝛽 ≥ 0, ισχύει: 

𝑎 + 𝛽 = √𝑎 + 𝛽 
(β)  Για κάθε 𝑎, 𝛽 ≥ 0, 𝑎 ≥ 𝛽, ισχύει: 

𝑎 − 𝛽 = √𝑎 − 𝛽 
 

x Να μελετήσετε τις πιο κάτω ισότητες και να αναφέρετε κατά πόσο είναι ορθές ή 
όχι: 
(α)  Για κάθε 𝑎, 𝛽 ≥ 0, ισχύει: 

𝑎𝛽 = √𝑎 ∙ 𝛽 
(β)  Για κάθε 𝑎 ≥ 0, 𝛽 > 0, ισχύει: 

𝑎
𝛽

3
=
√𝑎3

𝛽3  

 
 
Ιδιότητες νιοστής ρίζας μη αρνητικού πραγματικού αριθμού 

Με βάση τον ορισμό της νιοστής ρίζας και των ιδιοτήτων των δυνάμεων, μπορούμε 
να αποδείξουμε βασικές ιδιότητες που ισχύουν για τις νιοστές ρίζες. 
 
Ιδιότητα ퟏ 
Ισχύει ότι 

√𝑎 = 𝑎, 
για κάθε 𝑎 ≥ 0 και 𝜈 θετικός ακέραιος. 
 
Απόδειξη 
Θέτουμε √𝑎 = 𝑥. Από τον ορισμό, έχουμε ότι: 

√𝑎 = 𝑥 ⇔ 𝑥 = 𝑎 
Άρα, προκύπτει ότι √𝑎 = 𝑥 = 𝑎. 
 

Για παράδειγμα, έχουμε ότι √7 = 7. 
  

Διερεύνηση 
ΠαρατήΔρ

ηση 

 



 

Ενότητα 01:  Πραγματικοί Αριθμοί 23 
 

Ιδιότητα ퟐ 
Ισχύει ότι 

𝑎𝛽  = √𝑎 ⋅ 𝛽, 
για κάθε 𝑎, 𝛽 ≥ 0 και 𝜈 θετικός ακέραιος. 

 
Απόδειξη 

Από τις ιδιότητες των δυνάμεων, ισχύει ότι: 

√𝑎 ⋅ 𝛽 = √𝑎 ⋅ 𝛽 = 𝑎𝛽 
 
Από τον ορισμό της νιοστής ρίζας, προκύπτει ότι: 

𝑎 ∙ 𝛽  = √𝑎 ⋅ 𝛽 
 
Για παράδειγμα, έχουμε ότι: 

x √23 ∙ √53 = √2 ∙ 53 = √103  
x √32 = √16 ∙ 2 = √16 ∙ √2 = √2 ∙ √2 = 2√2 

 
Ιδιότητα ퟑ 
Ισχύει ότι 

𝑎
𝛽
=
√𝑎
𝛽
 , 

για κάθε 𝑎 ≥ 0, 𝛽 > 0 και 𝜈 θετικός ακέραιος. 

 
Απόδειξη 
Από τις ιδιότητες των δυνάμεων, ισχύει ότι: 

√𝑎
𝛽 

=
√𝑎

𝛽
=
𝑎
𝛽

 

 
Από τον ορισμό της νιοστής ρίζας, προκύπτει ότι: 

√𝑎
𝛽
=

𝑎
𝛽

 

 
Για παράδειγμα, έχουμε ότι: 

x √32 ∶ √2 = √32 ∶  2 = √16 = √2 = 2 

x Για 𝛽 ≠ 0, = √ =
( )  

=  

x = √
√

= ∙ √  
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Τις πιο πάνω ιδιότητες μπορούμε να τις χρησιμοποιήσουμε, για να γράψουμε ριζικά σε 
απλούστερη μορφή. 
 
Για παράδειγμα, έχουμε: 
x √18 = √9 ∙ 2 = √9 ⋅ √2 = 3√2 

x = √
√
= √  

x √12 + √27 = √4 ∙ 3 + √9 ∙ 3 = √4 ⋅ √2 + √9 ⋅ √3 = 2√3 + 3√3 = 5√3 

 
Παράδειγμα 1 
Να απλοποιήσετε τις πιο κάτω παραστάσεις: 

(α)  2  (β)  √3 ∙ √27 (γ)  √
200
√2

 (δ)  √50 

 
Λύση 
(α)  2 = (2 ) = 2  

(β)  √3 ∙ √27 = √81 = 9 

(γ)  √200
√2

=
200
2

= √100 = 10 

(δ)  √50 = √25 ∙ 2 = √25 ∙ √2 = 5 ∙ √2 

 
Παράδειγμα 2 
Να γράψετε τα πιο κάτω ριζικά στην πιο απλή τους μορφή: 
(α) √20 (β) √2  

(γ) √5 ∙ 2  (δ) 𝑎 𝛽 𝛾 , όπου 𝑎, 𝛽, 𝛾 > 0 

Λύση 
(α) √20 = √4 ⋅ 5 = √4 ⋅ √5 = 2√5 

(β) √2 = √2 ∙ 2 = √2 ∙ √2 = 2√2 

(γ) √5 ∙ 2 = √5 ∙ 5 ∙ 2 ∙ 2 = √5 ∙ √2 ∙ √5 ∙ 2 = 5 ∙ 2 ∙ √50 = 20√50 

(δ) 𝑎 ∙ 𝛽 ∙ 𝛾 = 𝑎 ∙ 𝛽 ∙ 𝑎 ∙ 𝛽 ∙ 𝛾 = (𝑎 ) ∙ 𝛽 ∙ 𝑎 𝛽 𝛾  

= 𝑎 𝛽 ∙ 𝑎 𝛽 𝛾  
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Παράδειγμα 3 
Να κάνετε τις πράξεις: 

(α)  √50 − √2 (β)  5 − √𝑥 , 𝑥 ≥ 0  

(γ)  √3 + 2√5 √3 − 4√5  (δ)  7 − √3 7 + √3  

 
Λύση 
(α)  √50 − √2 = √2 ∙ 5 − √2 = 5√2 − √2 = 4√2 

(β)  5 − √𝑥 = 5 − 2 ⋅ 5 ⋅ √𝑥 + √𝑥 = 25 − 10√𝑥 + 𝑥 

(γ)  √3 + 2√5 √3 − 4√5 = 3 − 4√15 + 2√15 − 8 ⋅ 5 = −37 − 2√15 

(δ)  7 − √3 7 + √3 = 7 − √3 = 49 − 3 = 46 

 
Παράδειγμα 4 
Να αποδείξετε ότι η παράσταση 𝛢 = 4√18 + √50 − √200 μπορεί να πάρει τη μορφή: 

(α)  𝑎 𝛽, με 𝑎, 𝛽 ∈ ℕ 
(β)  √𝛾, 𝛾 ∈ ℕ 

 
Λύση 

(α)  𝛢 = 4√18 + √50 − √200 = 4√9 ∙ 2 + √25 ∙ 2 − √100 ∙ 2 
= 12√2 + 5√2 − 10√2 = 7√2                                 (𝑎 = 7, 𝛽 = 2) 

(β)  Από το (α) ερώτημα, έχουμε: 
𝛢 = 7√2 = √49 ∙ √2 = √49 ∙ 2 = √98                                (𝛾 = 98) 
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Δραστηριότητες 
 

1. Να υπολογίσετε τις πιο κάτω ρίζες: 

(α) √9 + 16 (β) √10 − 8  

(γ) √4 ⋅ 25 (δ) √108: 4 

 

2. Να απλοποιήσετε τις πιο κάτω παραστάσεις: 

(α) √9𝑥 , 𝑥 > 0 (β) 𝑥 𝑦 , 𝑥, 𝑦 > 0 

(γ) 16𝑦 : 2𝑦3 , 𝑦 > 0 (δ) 𝑦 ⋅ 𝑦 ⋅ 𝑦 , 𝑦 > 0 

 

3. Να απλοποιήσετε τις πιο κάτω παραστάσεις: 

(α) √32 (β) √3 ∙ √27 (γ) √
√

 

(δ) √𝑎 ∙ √𝑎 ,   𝑎 ≥ 0 (ε) √𝑥  (στ) √200 

 

4. Να χαρακτηρίσετε με ΣΩΣΤΟ ή ΛΑΘΟΣ τους πιο κάτω ισχυρισμούς, βάζοντας σε 
κύκλο τον αντίστοιχο χαρακτηρισμό, αιτιολογώντας την απάντηση σας. 
(α)  √5 ∙ √5 = 5 ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

(β)  √90 = 9√10 ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

(γ)  √𝑥  ÷ 𝑦 =  , (𝑥, 𝑦 > 0, 𝜈 φυσικός) ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

(δ)  √3 + √7 = √10 ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

(ε)  √32 ÷ √2 = 4 ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

(στ)  3 + 4 = 3 + 4 = 7 ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

(ζ)  2 ⋅ 5 = 100 ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

(η)  √12 − √3 = √3 ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

 
5. Να απλοποιήσετε τις πιο κάτω παραστάσεις: 

(α) √54 (β) √8𝑎 , 𝑎 ≥ 0 (γ) √𝑥 , 𝑥 ≥ 0 

(δ) √16𝑎 , 𝑎 ≥ 0 (ε) 𝑎 𝛽 𝛾 , 𝑎, 𝛽, 𝛾 ≥ 0 (στ) 
3  

 
6. Να κάνετε τις πράξεις: 

(α) √4 ⋅ √16 − √2  (β) 2√75 + 3√48 − 9√3 + 3√3 :√27 

(γ) 21 + 13 + 7 + √4 (δ) 
√
+
√
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7. Να υπολογίσετε το 𝑥 , αν 𝑥 − 3√7 = 4√7. 
 

8. Αν 𝑥 = 1 + √2 και 𝑦 = 1 − √2, να υπολογίσετε τις τιμές των πιο κάτω 
παραστάσεων: 
(α)  𝑥 + 𝑦 (β)  𝑥 − 𝑦  (γ)  𝑥𝑦 (δ)  𝑥 + 𝑦  

 
9. Να δείξετε ότι η παράσταση 𝛢 = √403 + √1353 + √3203  μπορεί να πάρει τη μορφή: 

(α)  𝑎 𝛽, με 𝑎, 𝛽 ∈ ℕ 
(β)  √𝛾3 , 𝛾 ∈ ℕ. 
 

10. Αν 𝜑 = √  , να δείξετε ότι 𝜑 = 𝜑 + 1. 

 

11. Να αποδείξετε ότι ο √𝑎 +
√

 είναι ρητός, αν ο αριθμός 𝑎 είναι θετικός ρητός. 

 
12. Οι δύο κάθετες πλευρές ενός ορθογωνίου τριγώνου έχουν μήκη 4 + √2  και 

4 − √2 . Να αποδείξετε ότι το μήκος της υποτείνουσας του είναι φυσικός 
αριθμός. 
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1.3  ΔΥΝΑΜΕΙΣ ΜΕ ΡΗΤΟ ΕΚΘΕΤΗ 

 
Από τον ορισμό της ρίζας έχουμε για 𝑥 > 0, 𝑦 > 0 ότι: 

𝑥 = 𝑦 ⇔ 𝑥 = 𝑦 
 
Χρησιμοποιώντας την πιο πάνω πρόταση, να συμπληρώσετε τα πιο κάτω και να 
αναφέρετε το συμπέρασμα σας. 

5 = ⋯⇔ 5 = ⋯ 

5 = ⋯⇔ 5 = ⋯ 

 
Έχουμε ότι: 

𝑎 = 𝑎 ⇔ 𝑎 = √𝑎,   𝑎 > 0 

Με ανάλογο τρόπο, έχουμε ότι: 

𝑎 = 𝑎 ⇔ 𝑎 = √𝑎3 ,   𝑎 > 0 

 
Πρόταση 
Για 𝑎 ∈ ℝ, 𝑎 ≥ 0 και 𝜈 ∈ ℕ ισχύει: 

𝑎 = √𝑎 
 
Απόδειξη 
Από τον ορισμό της νιοστής ρίζας μη αρνητικού πραγματικού αριθμού, παίρνουμε ότι: 

𝑎 = 𝑎 ⇔ 𝑎 = √𝑎 

 
Για παράδειγμα, έχουμε: 

x 9 = √9 = 3 

x 8 = √83 = 2 

x 11 = √115  

 

Τα πιο πάνω μπορούμε να τα αντιμετωπίσουμε και με διαφορετικό τρόπο στην 
περίπτωση που η βάση γράφεται ως δύναμη με εκθέτη φυσικό αριθμό: 
 

Για παράδειγμα, έχουμε: 

x 9 = (3 ) = 3 ∙ = 3 = 3 

x 8 = (2 ) = 2 ∙ = 2 = 2 

Διερεύνηση 
ΠαρατήΔρ

ηση 
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Γενικά, αν ο εκθέτης μιας δύναμης είναι ο ρητός αριθμός 
𝜇
𝜈
,   𝜇, 𝜈 ∈ ℤ,   𝜈 > 0 

και η βάση είναι ένας θετικός πραγματικός αριθμός 𝑎, (𝑎 > 0), τότε η παράσταση της 
μορφής 

𝑎  
ονομάζεται δύναμη με ρητό εκθέτη. 
 

Τον αριθμό 𝑎  μπορούμε να τον δούμε με δύο διαφορετικούς τρόπους 

⎩
 
 

 
 𝑎 = (𝑎 ) = √𝑎

𝑎 = 𝑎 = √𝑎
 

 
 
Πρόταση 
Για 𝑎 ∈ ℝ, 𝑎 ≥ 0 και 𝜇, 𝜈 ∈ ℤ, 𝜈 > 0 ισχύει: 

𝑎 = √𝑎 = √𝑎  
 
Απόδειξη 
Από τον ορισμό της νιοστής ρίζας μη αρνητικού πραγματικού αριθμού, παίρνουμε ότι: 

𝑎 = 𝑎 ⇔ 𝑎 = √𝑎  

 
Παρατηρήσεις 

x Αν 𝜇, 𝜈 θετικοί ακέραιοι, τότε ισχύει: 

0 = 0 
x Για κάθε φυσικό 𝜈 και 𝑎 > 0, ισχύει: 

𝑎 = (𝑎 ) =
1
𝑎

 =
1

𝑎
=

1
√𝑎

 

x Γενικά, όταν 𝑎 > 0, 𝜇 ακέραιος και 𝜈 θετικός ακέραιος, ορίζουμε: 

𝑎 = (𝑎 ) =
1
𝑎

 =
1

𝑎
=

1
√𝑎

 

 

Παράδειγμα1 
Να υπολογίσετε τις πιο κάτω παραστάσεις, χωρίς τη χρήση υπολογιστικής μηχανής: 

(α)  4   (β)  9  (γ)   16  
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Λύση 

(α)   4 = √4 = 2 

(β)   9 =
1
9

=
1
9
=
1
3

 

(γ)    16 = √16 = 2 = 8 

 

Παράδειγμα 2 
Να υπολογίσετε τις πιο κάτω παραστάσεις, χωρίς τη χρήση υπολογιστικής μηχανής: 

(α)  3 ⋅ √12 (β)  2 ∶ √2 (γ)  √5 + 5  
 
Λύση 

(α)   3 ⋅ √12 = √3 ⋅ √12 = √36 = 6 

(β)   2 ∶ √2 = 2 ∶ 2 = 2   = 2 = 2 

(γ)   √5 + 5 = √5 + 5 = √5 + 5 ∙ 5 = √5 + 5√5 = 6√5 

 
Παράδειγμα 3 
Να λύσετε τις πιο κάτω εξισώσεις: 

(α)   𝑥 = 3,   𝑥 ≥ 0 

(β)   𝑥 = 9,   𝑥 ≥ 0 

(γ)   𝑦 = 8,   𝑦 > 0 

 
Λύση 

(α) Υψώνουμε και τα δύο μέλη της εξίσωσης στη δύναμη 2, ώστε ο εκθέτης του 𝑥 να 
γίνει 1. Για 𝑥 ≥ 0, έχουμε: 

𝑥 = 3 ⇔  𝑥 = 3 ⇔ 𝑥 = 3 ⇔ 𝑥 = 9 

(β) Υψώνουμε και τα δύο μέλη της εξίσωσης στην , ώστε ο εκθέτης του 𝑥 να γίνει 1. 

Για 𝑥 ≥ 0, έχουμε: 

𝑥 = 9 ⇔  𝑥 = 9  ⇔ 𝑥 = (3 )  ⇔ 𝑥 = 27 

(γ) Υψώνουμε και τα δύο μέλη της εξίσωσης στην , ώστε ο εκθέτης του 𝑦 να γίνει 1. 

Για 𝑦 > 0, έχουμε: 

𝑦 = 8 ⇔ 𝑦 = 8 ⇔ 𝑦 = 8 = 83 = √83 = 2 =
1
4
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Δραστηριότητες 
 

1. Να μετατρέψετε τα πιο κάτω ριζικά σε δύναμη με ρητό εκθέτη: 
(α) √5  (β) √3 (γ) √1000 

 
2. Να υπολογίσετε τις πιο κάτω παραστάσεις, χωρίς τη χρήση υπολογιστικής 

μηχανής: 

(α) 16  (β) 8  (γ) 81  

(δ) 4  (ε) 9  (στ) 1  

(ζ)  (η)  (θ) 8  

 
3. Να δείξετε ότι οι αριθμοί 

𝑎 = 4 ,   𝛽 = (4 ) ,   𝛾 = 4 ,   𝛿 = √4  

είναι ίσοι μεταξύ τους. Ακολούθως, να γράψετε έναν αριθμό με ρητό εκθέτη, ο 
οποίος να είναι ίσος με τους αριθμούς 𝑎, 𝛽, 𝛾 και 𝛿. 
 

4. Να χαρακτηρίσετε με ΣΩΣΤΟ ή ΛΑΘΟΣ τους πιο κάτω ισχυρισμούς, βάζοντας σε 
κύκλο τον αντίστοιχο χαρακτηρισμό, αιτιολογώντας την απάντηση σας. 

(α)  5 = √5 ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

(β)  4 = 2 ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

(γ)  1
8

=
1
4
 ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

(δ)  √5 ⋅ 5 = 5 ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

(ε)  Η λύση της εξίσωσης 𝑥 = 3, 𝑥 > 0 είναι ο 

αριθμός √3. 
ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

(στ)  Η εξίσωση 𝑥 = −27 είναι αδύνατη. ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

(ζ)  (−8) = (−8)  ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

 
5. Να απλοποιήσετε τις πιο κάτω παραστάσεις: 

(α) 9 ÷ 16  (β) (8κ )  

(γ) 25 ∙ 5  (δ) (64𝑥 ) , 𝑥 > 0 
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6. Να λύσετε τις πιο κάτω εξισώσεις για πραγματικές τιμές του 𝑥: 

(α) 𝑥 = 5, 𝑥 ≥ 0 (β) 𝑥 = 2, 𝑥 > 0 

(γ) 𝑥 = 1, 𝑥 ≥ 0 (δ) (𝑥 + 1) = 2, 𝑥 ≥ −1 

 
7. Να λύσετε τις πιο κάτω εξισώσεις για πραγματικές τιμές του 𝑥: 

(α) 𝑥 = 4, 𝑥 ≥ 0 (β) 𝑥 = , 𝑥 > 0 

 

8. Η απόσταση 𝑠 (σε m) που διανύει ένα αυτοκίνητο το οποίο επιταχύνει δίνεται από 

τη σχέση 𝑠(𝑡) = 10𝑡 , όπου 𝑡 είναι ο χρόνος σε sec. Να υπολογίσετε τον χρόνο που 
κινήθηκε το αυτοκίνητο, αν η απόσταση που διάνυσε είναι 640 m. 
 

9. Να αποδείξετε ότι: 

𝑎 + 𝛽 = 𝑎 + 𝛽 + 2 𝑎𝛽,   𝑎, 𝛽 ≥ 0 

  



 

Ενότητα 01:  Πραγματικοί Αριθμοί 33 
 

1.4  ΜΕΤΑΤΡΟΠΗ ΑΡΡΗΤΟΥ ΠΑΡΟΝΟΜΑΣΤΗ ΣΕ ΡΗΤΟ 

 
Να συμπληρώσετε τα κενά ώστε να ισχύουν οι ισότητες στα πιο κάτω: 

1
√5

=
(… )
5
,        

1
3 − √7

=
3 + √7
(…  … )

 

Πώς μπορούμε ένα κλάσμα με άρρητο παρονομαστή να το μετατρέψουμε σε 
ισοδύναμό του με ρητό παρονομαστή; Πώς θα μετατρέψετε τα πιο κάτω κλάσματα σε 
ισοδύναμα κλάσματα με ρητό παρονομαστή; 

1
√7

=           ,          
2

√5 − √3
= 

 
Πολλές φορές χρειάζεται να μετατρέψουμε ένα κλάσμα με άρρητο παρονομαστή σε 
ισοδύναμο με παρονομαστή ρητό. Η διαδικασία αυτή ονομάζεται μετατροπή 
άρρητου παρονομαστή σε ρητό. Ο λόγος που εφαρμόζουμε αυτή τη διαδικασία 
είναι το γεγονός ότι ο παρονομαστής ενός κλάσματος εκφράζει «σε πόσα μέρη 
χωρίζεται ο αριθμητής». Άρα, θέλουμε ο παρονομαστής να είναι φυσικός αριθμός. 
 
Για παράδειγμα, έχουμε: 

(α)  6
√2

=
6
√2

∙
√2
√2

=
6√2
2

= 3√2 

Πολλαπλασιάζουμε και τους δύο όρους του κλάσματος με √2. 
 

(β)  1
√3 − √2

=
√3 + √2

√3 − √2 √3 + √2
=
√3 + √2
3 − 2

= √3 + √2 

Πολλαπλασιάζουμε και τους δύο όρους του κλάσματος με τη παράσταση 
√3 + √2 . Χρησιμοποιώντας την ταυτότητα (𝑎 − 𝛽)(𝑎 + 𝛽) = 𝑎 − 𝛽 , 

μετατρέπουμε τον παρονομαστή από άρρητο σε ρητό. 
 
Γενικά, όταν έχουμε την άρρητη παράσταση 𝛢 = 𝑎 − 𝛽, όπου 𝑎, 𝛽 είναι πραγματικοί 
αριθμοί, τότε πολλαπλασιάζουμε με την άρρητη παράσταση 𝛣 = 𝑎 + 𝛽. Έτσι, μέσα από 
την εφαρμογή της ταυτότητας 

(𝑎 − 𝛽)(𝑎 + 𝛽) = 𝑎 − 𝛽  
οδηγούμαστε στη ρητή παράσταση 𝛢 ⋅ 𝛣 = 𝑎 − 𝛽 . 
Οι δύο άρρητες παραστάσεις 𝛢 και 𝛣 λέγονται συζυγείς. 
 
Στο παράδειγμα (β) πιο πάνω, η παράσταση √3 + √2  είναι η συζυγής της 
παράστασης √3 − √2 . 
  

Διερεύνηση 
ΠαρατήΔρ

ηση 
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Παρατήρηση 

x Αν 𝑎, 𝛽 είναι μη αρνητικοί πραγματικοί αριθμοί και 𝜅, 𝜆 είναι ρητοί πραγματικοί 
αριθμοί, τότε οι παραστάσεις 𝛢 και 𝛣 στον πιο κάτω πίνακα είναι συζυγείς. 
 

𝜜 𝜝 𝜜 ⋅ 𝜝 

√𝑎 + 𝛽 √𝑎 − 𝛽 𝑎 − 𝛽 

√𝑎 + 𝛽 √𝑎 − 𝛽 𝑎 − 𝛽  

𝑎 + 𝛽 𝑎 − 𝛽 𝑎 − 𝛽 

𝜅 𝛽 + 𝜆√𝑎 𝜅 𝛽 − 𝜆√𝑎 𝜅 𝛽 − 𝜆 𝑎 

 

Παράδειγμα 1 
Να μετατρέψετε τις πιο κάτω παραστάσεις σε ισοδύναμες με ρητό παρονομαστή: 

(α)   
5
√3

 

(β)   
2
√14

 

(γ)   
6
3√2

 

 
Λύση 

(α)   
5
√3

=
5
√3

⋅
√3
√3

=
5 ⋅ √3

√3
=
5√3
3

 

(β)   
2
√14

=
2
√14

⋅
√14
√14

=
2 ⋅ √14

√14
=
2√14
14

=
√14
7

 

(γ)   6
3√2

=
6
3√2

∙
√2
√2

=
6√2
3 ∙ 2

=
6√2
6

= √2 

 

Παράδειγμα 2 
Να μετατρέψετε τις πιο κάτω παραστάσεις σε ισοδύναμες με ρητό παρονομαστή: 

(α)   
5

√3 + √2
 (β)   

3
1 − √2

 (γ)   
2

4 + √3
+

2
4 − √3
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Λύση 

(α)   
5

√3 + √2
=

5
√3 + √2

⋅
√3 − √2
√3 − √2

=
5 √3 − √2

√3 − √2
=
5 √3 − √2

1
= 5 √3 − √2  

(β)   3
1 − √2

=
3

1 − √2
⋅
1 + √2
1 + √2

=
3 1 + √2

1 − √2 1 + √2
=
3 1 + √2

1 − √2
 

=
3 1 + √2
1 − 2

= −3 1 + √2  

(γ)   
2

4 + √3
+

2
4 − √3

=
2 4 − √3 + 2 4 + √3

4 + √3 4 − √3
=
8 − 2√3 + 8 + 2√3

4 − √3
=

16
16 − 3

=
16
13
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Δραστηριότητες 

 

1. Δίνεται ο αριθμός 𝐴 = 6 + √3. Αν 𝐵 είναι ο συζυγής αριθμός του 𝐴, τότε να 
υπολογίσετε τα πιο κάτω: 
(α) 𝛢 + 𝛣 
(β) 𝐴 − 𝐵 
(γ) 𝐴𝐵 
 

2. Να μετατρέψετε τις πιο κάτω παραστάσεις σε ισοδύναμες με ρητό παρονομαστή: 

(α)  
7
√7

 (β)  
3
√15

 

(γ)  
2
5√6

 (δ)  
10
√2

 

 
3. Να μετατρέψετε τις πιο κάτω παραστάσεις σε ισοδύναμες με ρητό παρονομαστή: 

(α)  
3

√7 − 1
 (β)  

3
√8 + √2

 

(γ)  
38

5 + √6
 (δ)  

3
√5 + √2

 

 
4. Να δείξετε ότι το άθροισμα 

𝛢 =
6
√2

+
16
√8

 

μπορεί να γραφεί στην μορφή 𝜅√2, όπου το 𝜅 είναι ένας φυσικός αριθμός. 
 

5. Να υπολογίσετε τα αθροίσματα: 

(α)  
1

3 − √5
+

1
3 + √5

 

(β)  √2
2 − √2

+
√2

2 + √2
 

 
6. Να δείξετε ότι: 

3 + √3
3 − √3

+
3 − √3
3 + √3

= 4 
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Περίληψη 
 

1. Η νιοστή ρίζα ενός μη αρνητικού αριθμού 𝑎, όπου 𝜈 θετικός ακέραιος, είναι ο 
μη αρνητικός αριθμός 𝛽, ο οποίος, όταν υψωθεί σε δύναμη με εκθέτη 𝜈, δίνει 
τον αριθμό 𝑎. 
Συμβολίζεται με √𝑎 και ισχύει ότι: 

√𝑎 = 𝛽 ⇔ 𝛽 = 𝑎     (𝑎 ≥ 0 και  𝛽 ≥ 0,   𝜈 ∈ ℕ) 
 

Δείκτης Ριζικού                    Σύμβολο Ριζικού 
 

                            √𝑎
νιοστή ρίζα του 𝒂

        Υπόριζος Ποσότητα 

 

2. Από τον πιο πάνω ορισμό, και για 𝑎 ≥ 0, έχουμε: 

x √𝑎 = 𝑎 
x √𝑎 = 0 ⇔ 𝑎 = 0 
x √1 = 1 
x √𝑎 = 𝑎 
 

3. Διερεύνηση της εξίσωσης 𝒙흂 = 𝒂 (흂 θετικός ακέραιος) 

𝑎 > 0 

Αν 𝜈 = 2𝜅 + 1, 𝜅 ∈ ℕ (𝜈 περιττός), τότε: 
𝑥 = 𝑎 ⇔ 𝑥 = √𝑎 

Αν 𝜈 = 2𝜅, 𝜅 ∈ ℕ (𝜈 άρτιος), τότε: 
𝑥 = 𝑎 ⇔ 𝑥 = √𝑎 ή 𝑥 = −√𝑎 

𝑎 < 0 

Αν 𝜈 = 2𝜅 + 1, 𝜅 ∈ ℕ (𝜈 περιττός), τότε: 
𝑥 = 𝑎 ⇔   𝑥 = − |𝑎| = −√−𝑎 

Αν 𝜈 = 2𝜅, 𝜅 ∈ ℕ (𝜈 άρτιος), τότε η εξίσωση 𝑥 = 𝑎 είναι αδύνατη. 

𝑎 = 0 𝑥 = 𝑎 ⇔ 𝑥 = 0 

 

4. Ιδιότητες ριζών 

x √𝑎 = 𝑎, για κάθε 𝑎 ≥ 0 και 𝜈 θετικός ακέραιος. 

x 𝑎𝛽  = √𝑎 ⋅ 𝛽, για κάθε 𝑎, 𝛽 ≥ 0 και 𝜈 θετικός ακέραιος. 

x = √  , για κάθε 𝑎 ≥ 0, 𝛽 > 0 και 𝜈 θετικός ακέραιος. 
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5. Μια παράσταση της μορφής 𝑎 , όπου 𝑎 > 0, 𝜇 ακέραιος και 𝜈 θετικός ακέραιος 
(𝜈 > 1), ονομάζεται δύναμη με ρητό εκθέτη. 
Ισχύει ότι: 

𝑎 = √𝑎  
6. Αν 𝜇, 𝜈 θετικοί ακέραιοι, τότε: 

0 = 0 
7. Για κάθε φυσικό 𝜈 και 𝑎 ≥ 0 ισχύει: 

𝑎 = √𝑎 
8. Για κάθε φυσικό 𝜈 και 𝑎 > 0 ισχύει: 

𝑎 = (𝑎 ) =
1
𝑎

=
1

𝑎
=

1
√𝑎

 

9. Γενικά, όταν 𝑎 > 0, 𝜇 ακέραιος και 𝜈 θετικός ακέραιος, ορίζουμε: 

𝑎 = (𝑎 ) =
1
𝑎

=
1

𝑎
=

1
√𝑎  

 

10. Πολλές φορές χρειάζεται να μετατρέψουμε ένα κλάσμα με άρρητο 
παρονομαστή σε ισοδύναμο με παρονομαστή ρητό. Η διαδικασία ονομάζεται 
μετατροπή άρρητου παρονομαστή σε ρητό. 
Γενικά, όταν έχουμε την άρρητη παράσταση 𝛢 = 𝑎 − 𝛽, όπου 𝑎, 𝛽 είναι 
πραγματικοί αριθμοί, τότε πολλαπλασιάζουμε με την άρρητη παράσταση 
𝛣 = 𝑎 + 𝛽. Έτσι, μέσα από την εφαρμογή της ταυτότητας 

(𝑎 − 𝛽)(𝑎 + 𝛽) = 𝑎 − 𝛽  
οδηγούμαστε στη ρητή παράσταση 𝛢 ⋅ 𝛣 = 𝑎 − 𝛽 . 
Οι δύο άρρητες παραστάσεις 𝛢 και 𝛣 λέγονται συζυγείς. 
Παρατήρηση 

x Αν 𝑎, 𝛽 είναι μη αρνητικοί πραγματικοί αριθμοί και 𝜅, 𝜆 είναι ρητοί 
πραγματικοί αριθμοί, τότε οι παραστάσεις 𝛢 και 𝛣 στον πιο κάτω πίνακα 
είναι συζυγείς. 
 

𝜜 𝜝 𝜜 ⋅ 𝜝 

√𝑎 + 𝛽 √𝑎 − 𝛽 𝑎 − 𝛽 

√𝑎 + 𝛽 √𝑎 − 𝛽 𝑎 − 𝛽  

𝑎 + 𝛽 𝑎 − 𝛽 𝑎 − 𝛽 

𝜅 𝛽 + 𝜆√𝑎 𝜅 𝛽 − 𝜆√𝑎 𝜅 𝛽 − 𝜆 𝑎 
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Δραστηριότητες Ενότητας 
 

1. Να υπολογίσετε τις πιο κάτω ρίζες: 

(α) √25 (β) √8 (γ) √625 (δ)  

 
2. Να ερμηνεύσετε λεκτικά τον αριθμό √7. 

 
3. Να εξηγήσετε γιατί δεν έχει νόημα το σύμβολο √−9. 

 
4. Να απλοποιήσετε τις πιο κάτω παραστάσεις: 

(α)  √2 ∙ √8 (β)  √
48
√6

 (γ)  𝑦 ∙ 𝑦 , 𝑦 ≥ 0 

(δ)  𝑥 ,   𝑥 ≥ 0 (ε)  √150 (στ)  √32 

 
5. Να κάνετε τις πράξεις: 

(α)  √2 ⋅ √32 − √18  (β)  3√6 + √24 + √96 :√150 

(γ)  5 + 7 + √16 (δ)  
16
√5

+
9
√5

 

 
6. Να απλοποιήσετε την παράσταση 𝐴 = √200 − 2√18 − 3√32 + 4√50. 

 
7. Να μετατρέψετε τις πιο κάτω παραστάσεις σε ισοδύναμες με ρητό παρονομαστή: 

(α)  
7
√7

 (β)  
4

√5 − √3
 (γ)  

6
3 + √3

 (δ)  1
2 + √3 

 

(ε)  
12

√7 + √5
 (στ)  

5
√4

 (ζ)  
𝑎 − 1
√𝑎 + 1

,   𝑎 ≥ 0 και 𝑎 ≠ 1 

 
8. Να υπολογίσετε το 𝑥 , αν 𝑥 − 4√6 = √6. 

 
9. Αν 𝐴 = √3 + √2 και 𝐵 = √3 − √2, να υπολογίσετε τις τιμές των πιο κάτω 

παραστάσεων: 
(α)  𝐴 − 𝐵 (β)  𝐴 − 𝐵  (γ)  𝐴 + 𝐵  

 
10. Να αποδείξετε ότι ο √𝑎 −

√
 είναι ρητός, αν γνωρίζετε ότι ο αριθμός 𝑎 είναι 

θετικός ρητός. 
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11. Να λύσετε τις πιο κάτω εξισώσεις: 

(α) √𝑥 = 9 (β) √𝑥 − 1 = 1 

(γ) √4 − 𝑥 − 2 = 0 (δ) √𝑥 + 1 = −5 

 
12. Να λύσετε τις πιο κάτω εξισώσεις: 

(α) 𝑥 − 81 = 0 (β) 2𝑥 + 16 = 0 (γ) 𝑥 − 4𝑥 = 0 

 
13. Να υπολογίσετε τις πιο κάτω παραστάσεις, χωρίς τη χρήση υπολογιστικής 

μηχανής: 

(α)   4  (β)   27  (γ)   256  

(δ)   1
4

 (ε)   1  (στ)   0  

(ζ)   8
27

 (η)   64
125

   

 
14. Να απλοποιήσετε τις πιο κάτω παραστάσεις: 

(α) 4 ⋅  (β) (81𝑘 ) ,    𝑘 ≥ 0 

(γ) 3 ∙ 3  (δ) (100𝑥 ) , 𝑥 ≥ 0 

 
15. Να λύσετε τις πιο κάτω εξισώσεις για πραγματικές τιμές του 𝑥: 

(α) 𝑥 = 2, 𝑥 ≥ 0 (β) 𝑥 = , 𝑥 > 0 

(γ) 𝑥 = 0, 𝑥 ≥ 0 (δ) (4𝑥 + 1) = 1, 𝑥 ≥ −  

 

16. Δίνονται οι αριθμοί 𝛢 = √2  και 𝛣 = √2 . Να δείξετε ότι 𝛢 − 𝛣 = 4. 
 

17. Αν √2 + 2 = 2 , τότε να υπολογίσετε την τιμή του 𝜅 ∈ ℝ. 
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Λύση Προβλήματος 
 

ΛΕΙΧΗΝΕΣ 
Ένα από τα επακόλουθα της υπερθέρμανσης του πλανήτη μας είναι το λιώσιμο των 
πάγων. Δώδεκα χρόνια μετά το λιώσιμο των πάγων, αρχίζουν να αναπτύσσονται 
στους βράχους μικροσκοπικά φυτά που ονομάζονται λειχήνες. 
Κάθε λειχήνα αναπτύσσεται σε σχήμα περίπου κυκλικό. 
Ο παρακάτω τύπος χρησιμοποιείται για να υπολογιστεί κατά προσέγγιση η διάμετρος 
(𝛿) της λειχήνας σε σχέση με την ηλικία της. 

𝛿 = 7,0√𝑡 − 12,   𝑡 ≥ 12, 
όπου (𝛿) η διάμετρος της λειχήνας σε mm και 𝑡 ο αριθμός των ετών που έχουν 
περάσει μετά το λιώσιμο των πάγων. 
 
Ερώτηση 1: ΛΕΙΧΗΝΕΣ 
Χρησιμοποιώντας τον παραπάνω τύπο, να υπολογίσετε τη διάμετρο που θα έχει μια 
λειχήνα, 16 έτη μετά το λιώσιμο των πάγων. Να γράψετε την απάντησή σας στον 
χώρο που ακολουθεί. 
 
…………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 
 
Ερώτηση 2: ΛΕΙΧΗΝΕΣ 
Η Άννα μέτρησε τη διάμετρο μιας λειχήνας που βρήκε σε κάποιο μέρος και είδε ότι 
ήταν 35 mm. 
Πόσα χρόνια έχουν περάσει από το λιώσιμο των πάγων σε αυτό το μέρος; 
Να εξηγήσετε πώς βρήκατε την απάντησή σας. 
 
…………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 
 
Ερώτηση 3: ΛΕΙΧΗΝΕΣ 
Σε πόσα χρόνια από σήμερα, μια λειχήνα που τώρα έχει διάμετρο 35 mm θα έχει 
διπλασιάσει τη διάμετρό της; Να εξηγήσετε πώς βρήκατε την απάντησή σας. 
 
…………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 
 

PISA 2000 
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Δραστηριότητες Εμπλουτισμού 
 

1. Να λύσετε τις πιο κάτω εξισώσεις: 
(α)  √𝑥 + 10 = 2 − 𝑥 (β)  √3𝑥 − 𝑥 + 6 = 0 

(γ)  √𝑥 − 4 + √𝑥 − 2 = 0 (δ)  √𝑥 + 3 = √𝑥 + 1 

 
2. Να μετατρέψετε τις πιο κάτω παραστάσεις σε ισοδύναμες με ρητό παρανομαστή: 

𝛢 =
1

1 − 1
1 − 1

√2

   ,     𝐵 =
1

1 − 1
1 − 1

1 − 1
√2

 

 
3. Να αποδείξετε ότι ο αριθμός 2 − √2 είναι η κυβική ρίζα του αριθμού 20 − 14√2. 

 
4. Να λύσετε τις εξισώσεις για πραγματικές τιμές του 𝑥: 

(α)  𝑥 − 𝑥 = 0 (β)  𝑥 − 9𝑥 = 0 (γ)  𝑥 − 4𝑥 = 0 
 

5. Αν ο 𝜈 είναι φυσικός αριθμός, να αποδείξετε ότι: 
1

√𝜈 + √𝜈 + 1 
= √𝜈 + 1 − √𝜈 

Με τη βοήθεια του πιο πάνω, ή με οποιονδήποτε άλλο τρόπο, να δείξετε ότι: 
1

1 + √2
+

1
√2 + √3

+
1

√3 + √4
+ ⋯ +

1
√99 + √100

= 9 

 
6. Αν 𝑎, 𝛽 > 0 και 𝑎 ≠ 𝛽, να αποδείξετε ότι: 

𝑎√𝑎 − 𝛽 𝛽 

√𝑎 − 𝛽 
= 𝑎 + 𝛽 + 𝑎𝛽 

 

7. Με την προϋπόθεση ότι ορίζονται οι παραστάσεις, να υπολογίσετε τις τιμές των 
𝑥, 𝑦, 𝑧 όταν: 

2𝑥 + 4𝑦 + 5𝑧 + 𝑦 − 3 + √𝑧 − 2 = 0 

 



ΕΝΟΤΗΤΑ 02 
ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΑ 

ΠΕΡΙΕΧΟΜΕΝΑ 

2.1 Γωνία σε κανονική θέση 

2.2 Τριγωνομετρικοί αριθμοί γωνίας σε κανονική θέση 

2.3 Τριγωνομετρικός κύκλος 

2.4 Μετατροπή τριγωνομετρικών αριθμών γωνίας σε τριγωνομετρικούς 

αριθμούς οξείας γωνίας 

2.5 Τριγωνομετρικές ταυτότητες 
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2.1  ΓΩΝΙΑ ΣΕ ΚΑΝΟΝΙΚΗ ΘΕΣΗ 

 
Να ανοίξετε το αρχείο «ALyk_En02_Motorcycles.ggb». 
 

 
 
Οι μοτοσικλετιστές 𝛢 και 𝛣 βρίσκονται σε διαφορετικά σημεία στον θετικό ημιάξονα 
𝛰𝑥 και κινούνται κυκλικά γύρω από την αρχή των αξόνων 𝛰. 
Τα κουμπιά ξεκινούν και σταματούν την κίνηση των μοτοσικλετιστών. 
 

 

 
 
x Να επιλέξετε τα πιο πάνω κουμπιά διαδοχικά και να περιγράψετε τη θέση του 

κάθε μοτοσυκλετιστή και τον τρόπο που κινείται. 

 
Στην Τριγωνομετρία, οι γωνίες στο επίπεδο δημιουργούνται από την περιστροφή μίας 
ημιευθείας γύρω από την κορυφή της, ξεκινώντας από την αρχική της θέση. Η αρχική 
θέση της ημιευθείας ονομάζεται αρχική πλευρά της γωνίας και η τελική θέση της 
ημιευθείας ονομάζεται τελική πλευρά. Οι γωνίες αυτές μπορούν να αναφέρονται και 
ως τριγωνομετρικές γωνίες. 
 

 

Διερεύνηση 
ΠαρατήΔρ

ηση 
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Ανάλογα με τη φορά που κινείται η αρχική πλευρά προς την τελική πλευρά η γωνία 
διακρίνεται σε θετική φορά (αριστερόστροφη) ή γωνία με αρνητική φορά 
(δεξιόστροφη). Γωνία με καθορισμένη φορά λέγεται προσανατολισμένη. 
 
Ορισμός – Αλγεβρική τιμή τριγωνομετρικής γωνίας 
Αλγεβρική τιμή μιας τριγωνομετρικής γωνίας είναι ο αριθμός που προκύπτει, όταν 
μετρήσουμε τη γωνία με μια μονάδα μέτρησης (π.χ μοίρα) και βάλουμε στο εξαγόμενο 
πρόσημο θετικό ή αρνητικό, αν η φορά διαγραφής της γωνίας είναι η θετική ή η 
αρνητική, αντίστοιχα. 
 
Για παράδειγμα, η αλγεβρική τιμή της γωνίας 𝑎 είναι +65° και η αλγεβρική τιμή της 
γωνίας 𝛽 είναι −65°. 
 

  
 
Ορισμός 
Μία τριγωνομετρική γωνία είναι σε κανονική θέση, όταν η κορυφή της βρίσκεται 
στην αρχή των αξόνων του ορθοκανονικού συστήματος και η αρχική πλευρά της 
συμπίπτει με τον θετικό ημιάξονα των τετμημένων. 
 
Για παράδειγμα, στα πιο κάτω σχήματα φαίνονται οι γωνίες 𝑎 και 𝛽, οι οποίες είναι 
τοποθετημένες σε κανονική θέση και έχουν αλγεβρική τιμή +65° και −65° αντίστοιχα. 
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Γωνίες μεγαλύτερες μιας πλήρους περιστροφής 
 

  
 
Παράδειγμα 1 
Να γράψετε δύο ζεύγη γωνιών οι οποίες είναι στην κανονική τους θέση και έχουν την 
ίδια τελική πλευρά. Nα αιτιολογήσετε την απάντησή σας. 
 
Λύση 
Η γωνία 120° έχει την ίδια τελική πλευρά με τη γωνία −240°, αφού 
−240° = −360° + 120°. 

 

 
 

Η γωνία 315° έχει την ίδια τελική πλευρά με τη γωνία 675°, αφού 675° = 360° + 315°. 
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Παράδειγμα 2 
Δύο θετικές γωνίες 𝑥, 𝑦 < 720∘ βρίσκονται σε κανονική θέση και έχουν την ίδια τελική 
πλευρά. Αν το μέτρο της μίας είναι τριπλάσιο από το μέτρο της άλλης, να βρείτε τις 
γωνίες 𝑥 και 𝑦. 
 
Λύση 
Το μέτρο της μίας γωνίας είναι τριπλάσιο από το μέτρο της άλλης. Άρα: 

𝑥 = 3𝑦 
 
Οι δύο θετικές γωνίες έχουν την ίδια τελική πλευρά. Αφού 𝑥, 𝑦 < 720∘, τότε: 

𝑥 = 360∘ + 𝑦 
 
Έτσι, από τις πιο πάνω σχέσεις, παίρνουμε ότι: 

3𝑦 = 360∘ + 𝑦 ⇒ 2𝑦 = 360∘ ⇒ 𝑦 = 180∘,   𝑥 = 540∘ 
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Δραστηριότητες 
 
1. Να κατασκευάσετε τις πιο κάτω γωνίες σε κανονική θέση: 

(α) 100° (β) −45° (γ) 450° (δ) −210° 
 

2. Να γράψετε δύο γωνίες που έχουν την ίδια τελική πλευρά με τις πιο κάτω 
γωνίες: 
(α) 135° (β) −20° (γ) 240°  

 
3. Στο πιο κάτω σχήμα, φαίνονται οι γωνίες 휔 και 휑. 

 

 

 

(α) Αν 𝛢𝛰𝛬 =  휔, να εκφράσετε τη γωνία 휑 συναρτήσει της γωνίας 휔. 
(β) Η γωνία 720° + 휔 είναι σε κανονική θέση. Να τοποθετήσετε την αρχική και 

την τελική της πλευρά. 
(γ) Η γωνία −360° + 휔 είναι σε κανονική θέση. Να τοποθετήσετε την αρχική 

και την τελική της πλευρά. 
 

4. Δύο θετικές γωνίες x, y < 720∘ βρίσκονται σε κανονική θέση και έχουν την ίδια 
τελική πλευρά. Αν το μέτρο της μίας είναι τετραπλάσιο από το μέτρο της άλλης, 
να βρείτε τις γωνίες x και y. 
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2.2  ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΚΟΙ ΑΡΙΘΜΟΙ ΓΩΝΙΑΣ ΣΕ ΚΑΝΟΝΙΚΗ ΘΕΣΗ 

Στο πιο κάτω σχήμα, η γωνία 𝜃 είναι σε κανονική θέση και το σημείο 𝛢(𝑥, 𝑦) (το οποίο 
διαφέρει από την αρχή των αξόνων 𝛰(0,0)) βρίσκεται πάνω στην τελική πλευρά της 
γωνίας. 

 

 
 
Η απόσταση του σημείου 𝛢(𝑥, 𝑦) από την αρχή των αξόνων είναι ίση με 휌, όπου 
휌 = 𝑥 + 𝑦  , 휌 > 0. Από το σχήμα, με τη βοήθεια του ορισμού των τριγωνομετρικών 
αριθμών σε ορθογώνιο τρίγωνο, παρατηρούμε ότι οι τριγωνομετρικοί αριθμοί της 
γωνίας 𝜃 είναι:  

ημ𝜃 =
𝑦
휌

,   συν𝜃 =
𝑥
휌

,   εφ𝜃 =
𝑦
𝑥

 

Γενικεύοντας τα πιο πάνω, ορίζουμε τους τριγωνομετρικούς αριθμούς κάθε γωνίας 𝜃, 
η οποία βρίσκεται σε κανονική θέση. 
 

Ορισμός 
Οι τριγωνομετρικοί αριθμοί οποιασδήποτε γωνίας 𝜃, η οποία βρίσκεται σε κανονική 
θέση και 𝛢(𝑥, 𝑦) τυχαίο σημείο της τελικής πλευράς της, ορίζονται ως 

ημ𝜃 =
𝑦
휌

,   συν𝜃 =
𝑥
휌

,   εφ𝜃 =
𝑦
𝑥

   (𝑥 ≠ 0),  

όπου 휌 = 𝑥 + 𝑦 , 휌 > 0. 
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Συνεφαπτομένη της γωνίας 𝜃 ορίζουμε τον τριγωνομετρικό αριθμό  , 𝑦 ≠ 0 και τον 

συμβολίζουμε με σφ𝜃. Δηλαδή: 

σφ𝜃 =
𝑥
𝑦

,   𝑦 ≠ 0 

 
Παρατηρήσεις 
x Με βάση τα πιο πάνω, έχουμε ότι: 

σφ𝜃 =
1

εφ𝜃
=

συν𝜃
ημ𝜃

 

Δηλαδή, οι τριγωνομετρικοί αριθμοί εφ𝜃 και σφ𝜃, όταν αυτοί ορίζονται, είναι 
αντίστροφοι. 

x Υπάρχουν άπειρες γωνίες σε κανονική θέση, οι οποίες έχουν την ίδια τελική 
πλευρά. Επομένως, όλες αυτές οι γωνίες έχουν τους ίδιους τριγωνομετρικούς 
αριθμούς. 
 

Παράδειγμα 1 
Στο πιο κάτω σχήμα, να υπολογίσετε τους τριγωνομετρικούς αριθμούς της γωνίας 𝜃. 

 

 
 
Λύση 
Έχουμε το σημείο (−3, 4) με συντεταγμένες 𝑥 = −3 και  𝑦 =  4. 
 

 

 



52 Ενότητα 02:  Τριγωνομετρία 
 

Για να υπολογίσουμε το ημ𝜃 και το συν𝜃, υπολογίζουμε την απόσταση 휌 του σημείου 

από την αρχή των αξόνων. Έχουμε: 

휌 = 𝑥 + 𝑦 = (−3) + 4 = √25 = 5 μονάδες 

Από τον ορισμό των τριγωνομετρικών αριθμών, έχουμε ότι: 

ημ𝜃 =
𝑦
휌

=
4
5

 ,   συν𝜃 =
𝑥
휌 

=
−3
5

= −
3
5

 ,   εφ𝜃 =
𝑦
𝑥

=
4

−3
= −

4
3

 ,   σφ𝜃 =
1

εφ𝜃
=

1

− 4
3

= −
3
4

 

 

Παράδειγμα 2 

(α) Να αναφέρετε το μέτρο δύο γωνιών, που βρίσκονται σε κανονική θέση και η 
τελική πλευρά να διέρχεται από τα σημεία: 
i. 𝛢(2, 0) ii. 𝛣(0, 3) iii. 𝛤(−5, 0) iv. 𝛥(0, −1) 

(β) Να γράψετε τους τριγωνομετρικούς αριθμούς των πιο πάνω γωνιών. 
 

Λύση 

(α) Για μία γωνιά που βρίσκεται σε κανονική θέση: 

i. Για τελική πλευρά που διέρχεται από το σημείο 𝛢(2, 0), έχουμε: 

𝜃 = 0°,   𝜃 = 360° 

ii. Για τελική πλευρά που διέρχεται από το σημείο 𝛣(0, 3), έχουμε: 

𝜃 = 90°,   𝜃 = −270° 

iii. Για τελική πλευρά που διέρχεται από το σημείο 𝛤(−5, 0), έχουμε: 

𝜃 = 180°,   𝜃 = 540∘ 

iv. Για τελική πλευρά που διέρχεται από το σημείο 𝛥(0, −1), έχουμε: 

𝜃 = 270°,   𝜃 = −90∘ 

(β) Σε κάθε περίπτωση, οι γωνίες 𝜃  και 𝜃  έχουν τους ίδιους τριγωνομετρικούς 
αριθμούς. Έτσι, έχουμε: 

i. Για τελική πλευρά γωνίας που διέρχεται από το σημείο 𝛢(2, 0), έχουμε: 

ημ𝜃 = 0, συν𝜃 = 1, εφ𝜃 = 0, σφ𝜃   (δεν ορίζεται) 

ii. Για τελική πλευρά γωνίας που διέρχεται από το σημείο 𝛣(0, 3), έχουμε: 

ημ𝜃 = 1, συν𝜃 = 0, εφ𝜃  (δεν ορίζεται), σφ𝜃 = 0 

iii. Για τελική πλευρά γωνίας που διέρχεται από το σημείο 𝛤(−5, 0), έχουμε: 

ημ𝜃 = 0, συν𝜃 = −1, εφ𝜃 = 0, σφ𝜃  (δεν ορίζεται) 

iv. Για τελική πλευρά γωνίας που διέρχεται από το σημείο 𝛥(0, −1), έχουμε: 

ημ𝜃 = −1, συν𝜃 = 0, εφ𝜃  (δεν ορίζεται), σφ𝜃 = 0 
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Δραστηριότητες 

 

1. Στο πιο κάτω σχήμα, να υπολογίσετε τους τριγωνομετρικούς αριθμούς της γωνίας 
𝜃. 
 

 

 
2. Μια γωνία 𝜃 σε κανονική θέση έχει τελική πλευρά, η οποία διέρχεται από το 

σημείο 𝛢. Να υπολογίσετε τους τριγωνομετρικούς αριθμούς της γωνίας 𝜃, όταν το 
σημείο 𝛢 έχει συντεταγμένες: 
(α) 𝛢(1, −1) 
(β) 𝛢 −√3 , 1  
(γ) 𝛢(−10, 0) 
 

3. Να αναφέρετε δύο διαφορετικά σημεία με ακέραιες συντεταγμένες, τα οποία να 
βρίσκονται στην τελική πλευρά μιας γωνίας σε κανονική θέση με μέτρο 135°. Στη 
συνέχεια, να υπολογίσετε τους τριγωνομετρικούς αριθμούς της γωνίας αυτής. 
 

4. Να κατασκευάσετε γωνία με μέτρο 45∘, η οποία να βρίσκεται σε κανονική θέση. 
Στη συνέχεια, να υπολογίσετε τις συντεταγμένες του κοινού σημείου της τελικής 
πλευράς της γωνίας και του κύκλου με κέντρο το (0, 0) και ακτίνα ίση με μία 
μονάδα. 
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2.3  ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΚΟΣ ΚΥΚΛΟΣ 

 
Να ανοίξετε το αρχείο «ALyk_En02_TrigKyklos.ggb». 
 

 
 
Δίνεται κύκλος με κέντρο την αρχή των αξόνων και ακτίνα ίση με μία ακέραια 
μονάδα. 

x Να επιλέξετε τον δρομέα «휔», για να δώσετε διάφορες τιμές στη γωνία 휔. 
x Να παρατηρήσετε τις τιμές των «𝛨, 𝛴, 𝛦» και να τις συνδέσετε με τους 

τριγωνομετρικούς αριθμούς ημ휔, συν휔 και εφ휔. 
 

Ορισμός 
Τριγωνομετρικός κύκλος ονομάζεται ο κύκλος που έχει κέντρο την αρχή των 
αξόνων και ακτίνα ίση με μία μονάδα. 
 
Παρατηρήσεις 

x Οι άξονες 𝑥𝑥 , 𝑦𝑦′ χωρίζουν τον κύκλο σε τέσσερα τεταρτημόρια, όπως φαίνεται 
στο πιο κάτω σχήμα. 
 

 
 

Διερεύνηση 
ΠαρατήΔρ

ηση 
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x Τα σημεία, τα οποία βρίσκονται στους άξονες, δεν ανήκουν σε κάποιο 
τεταρτημόριο. Αν η τελική πλευρά μιας γωνίας 휔 τέμνει τον τριγωνομετρικό 
κύκλο στο σημείο 𝛭(𝑥, 𝑦) (𝛰𝛭 = 휌 = 1), τότε από το ορθογώνιο τρίγωνο 𝛰𝛭𝛤 
έχουμε: 

συν휔 =
𝑥
1

= 𝑥 ,     ημ휔 =
𝑦
1

= 𝑦 

Στην Τριγωνομετρία ο άξονας των τετμημένων 𝑥′𝑥 ονομάζεται και άξονας των 
συνημιτόνων, ενώ ο άξονας των τεταγμένων 𝑦′𝑦 ονομάζεται και άξονας των 
ημιτόνων. 
 

 

x Από τα πιο πάνω, προκύπτει ότι: 

Οι τριγωνομετρικοί αριθμοί συν휔 και ημ휔 παίρνουν τιμές μόνο στο διάστημα 
[−1, 1]. Δηλαδή: 

−1 ≤ συν휔 ≤ 1,   − 1 ≤ ημ휔 ≤ 1 

Για παράδειγμα, δεν μπορεί να υπάρξει γωνία 휔, τέτοια ώστε να ισχύει 

συν휔 =
3
2

   ή   ημ휔 = −2, 

αφού οι τιμές    και −2 βρίσκονται εκτός του διαστήματος [−1, 1]. 

x Η προέκταση της τελικής πλευράς μιας γωνίας 휔, η οποία τέμνει τον 
τριγωνομετρικό κύκλο στο σημείο 𝛭(𝑥, 𝑦), τέμνει και την εφαπτομένη του κύκλου 
στο σημείο 𝛫(1, 0) στο σημείο 𝛢. Από το ορθογώνιο τρίγωνο 𝛫𝛰𝛢, έχουμε ότι: 

εφ휔 =
𝛫𝛢
𝛫𝛰

=
𝛫𝛢
1

= 𝛫𝛢 

Η εφαπτομένη του τριγωνομετρικού κύκλου στο σημείο 𝛫(1, 0) ονομάζεται 
άξονας των εφαπτομένων. 

x Η προέκταση της τελικής πλευράς της γωνίας 휔, η οποία τέμνει τον 
τριγωνομετρικό κύκλο στο σημείο 𝛭(𝑥, 𝑦), τέμνει την εφαπτομένη του κύκλου στο 
σημείο Λ(0, 1) στο σημείο 𝛣. Από το ορθογώνιο τρίγωνο 𝛬𝛰𝛣, έχουμε ότι: 

σφ휔 =
𝛬𝛣
𝛬𝛰

=
𝛬𝛣
1

= 𝛬𝛣 

Η εφαπτομένη του κύκλου στο σημείο 𝛬(0, 1) ονομάζεται άξονας των 
συνεφαπτομένων. 

Γ 
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Το πρόσημο του ημιτόνου και συνημιτόνου μπορεί να βρεθεί με την προβολή της 
τελικής πλευράς της γωνίας πάνω στους άξονες των ημιτόνων και συνημιτόνων, 
αντίστοιχα, και το πρόσημο της εφαπτομένης και συνεφαπτομένης με την τομή της 
προέκτασης της τελικής πλευράς της γωνίας με τους άξονες των εφαπτομένων και 
συνεφαπτομένων, αντίστοιχα.  

x Αν η γωνία 휔  έχει τελική πλευρά στο 1ο τεταρτημόριο του τριγωνομετρικού 
κύκλου, τότε το σημείο 𝛭(𝑥, 𝑦) έχει 𝑥 > 0 και 𝑦 > 0. 
Συνεπώς: 

ημ휔 > 0,    συν휔 > 0,    εφ휔 > 0,   σφ휔 > 0 
 

 
 

x Αν η γωνία 휔  έχει τελική πλευρά στο 2ο τεταρτημόριο του τριγωνομετρικού 
κύκλου, τότε το σημείο 𝛭(𝑥, 𝑦) έχει 𝑥 < 0 και 𝑦 > 0. 
Συνεπώς: 

ημ휔 > 0,    συν휔 < 0,    εφ휔 < 0,   σφ휔 < 0 
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x Αν η γωνία 휔  έχει τελική πλευρά στο 3ο τεταρτημόριο του τριγωνομετρικού 
κύκλου, τότε το σημείο 𝛭(𝑥, 𝑦) έχει 𝑥 < 0 και 𝑦 < 0. 
Συνεπώς: 

ημ휔 < 0,    συν휔 < 0,    εφ휔 > 0,   σφ휔 > 0 
 

 
 

x Αν η γωνία 휔  έχει τελική πλευρά στο 4ο τεταρτημόριο του τριγωνομετρικού 
κύκλου, τότε το σημείο 𝛭(𝑥, 𝑦) έχει 𝑥 > 0 και 𝑦 < 0. 
Συνεπώς: 

ημ휔 < 0,    συν휔 > 0,    εφ휔 < 0 
 

 
 

Όλα τα πιο πάνω συνοψίζονται στον πιο κάτω πίνακα. 

 

 1ο τεταρτημόριο 2ο τεταρτημόριο 3ο τεταρτημόριο 4ο τεταρτημόριο 

ημ휔 + + − − 

συν휔 + − − + 

εφ휔 + − + − 
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x Ο τριγωνομετρικός αριθμός σφ휔 έχει το ίδιο πρόσημο με τον τριγωνομετρικό 
αριθμό εφ휔, αφού: 

σφ휔 =
1

εφ휔
 

x Με βάση τα πιο πάνω, η εύρεση του προσήμου των τριγωνομετρικών αριθμών 
συνοψίζεται στον πιο κάτω μνημονικό κανόνα όπου: 

¾ Στο 1ο τεταρτημόριο όλοι οι τριγωνομετρικοί αριθμοί είναι θετικοί. 
¾ Στο 2ο τεταρτημόριο θετικό είναι μόνο το ημίτονο. 
¾ Στο 3ο τεταρτημόριο θετική είναι μόνο η εφαπτομένη. 
¾ Στο 4ο τεταρτημόριο θετικό είναι μόνο το συνημίτονο. 

 

 
 
Σημείωση 
Ο τριγωνομετρικός αριθμός συνεφαπτομένη έχει το ίδιο πρόσημο με τον 
τριγωνομετρικό αριθμό εφαπτομένη. 
 
Παράδειγμα 1 
Να υπολογίσετε το ημίτονο και το συνημίτονο των 0°, 90°, 180°, 270°, 360°. 
 
Λύση 

x Η τελική πλευρά της γωνίας με μέτρο 0° 
τέμνει τον τριγωνομετρικό κύκλο στο σημείο 
(1, 0). Άρα: 
ημ0° = 0 (τεταγμένη του (1, 0)) 
συν0° = 1 (τετμημένη του (1, 0)) 

x Η τελική πλευρά της γωνίας με μέτρο 90° 
τέμνει τον τριγωνομετρικό κύκλο στο σημείο 
(0, 1). Άρα: 
ημ90° = 1 (τεταγμένη του (0, 1)) 
συν90° = 0 (τετμημένη του (0, 1)) 
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x Η τελική πλευρά της γωνίας με μέτρο 180° τέμνει τον τριγωνομετρικό κύκλο στο 
σημείο (−1, 0). Άρα: 
ημ180° = 0 (τεταγμένη του (−1, 0)) 

συν180° = −1 (τετμημένη του (−1, 0)) 

x Η τελική πλευρά της γωνίας με μέτρο 270° τέμνει τον τριγωνομετρικό κύκλο στο 
σημείο (0, −1). Άρα: 
ημ270° = −1 (τεταγμένη του (0, −1)) 
συν270° = 0 (τετμημένη του (0, −1)) 

x Η τελική πλευρά της γωνίας με μέτρο 360° τέμνει τον τριγωνομετρικό κύκλο στο 
σημείο (1, 0). Άρα: 
ημ360° = 0 (τεταγμένη του (1,0)) 
συν360° = 1 (τετμημένη του (1,0)) 

 

 0° 90° 180° 270° 360° 

ημ 0 1 0 −1 0 

συν 1 0 −1 0 1 

 

Παράδειγμα 2 
Να βρείτε το πρόσημο των τριγωνομετρικών αριθμών της γωνίας με μέτρο 117°. 
 
Λύση 
Η τελική πλευρά της γωνίας με μέτρο 117° είναι στο 2ο τεταρτημόριο. Άρα: 

ημ117° > 0,   συν117° < 0,   εφ117° < 0,   σφ117° < 0 
 
Παράδειγμα 3 
Δίνεται το σημείο 𝛢 με συντεταγμένες − , . 

(α) Να αποδείξετε ότι το σημείο 𝛢 ανήκει στον τριγωνομετρικό κύκλο. 
(β) Αν η τελική πλευρά μιας γωνίας 휔 που είναι σε κανονική θέση τέμνει τον 

τριγωνομετρικό κύκλο στο σημείο 𝛢, να υπολογίσετε τους τριγωνομετρικούς 
αριθμούς ημ휔, συν휔, εφ휔 και σφω. 

 
Λύση 

(α) Για να ανήκει το σημείο 𝛢 − ,  στον τριγωνομετρικό κύκλο, πρέπει να ισχύει 

휌 = (𝛰𝛢) = 1. Έχουμε: 

휌 = −
3
5

+
4
5

=
9

25
+

16
25

=
25
25

= √1 = 1 

Συνεπώς, το σημείο 𝛢 ανήκει στον τριγωνομετρικό κύκλο. 
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(β) Οι τριγωνομετρικοί αριθμοί ημ휔 και συν휔 ορίζονται ως η τεταγμένη και η 
τετμημένη του σημείου 𝛢, αντίστοιχα. Συνεπώς: 

ημ휔 = 𝑦 =   και  συν휔 = 𝑥 = −  

Ο τριγωνομετρικός αριθμός εφ휔 ορίζεται ως το πηλίκο της τεταγμένης του 
σημείου 𝛢 ως προς την τετμημένη του. Συνεπώς: 

εφ휔 =
𝑦
𝑥

=
4
5

− 3
5

= −
4
3

 

Ο τριγωνομετρικός αριθμός σφ휔 ορίζεται ως το πηλίκο της τετμημένης του 
σημείου 𝛢 ως προς την τεταγμένη του. Συνεπώς: 

σφ휔 =
𝑥
𝑦

=
− 3

5
4
5

= −
3
4
 

 
Παράδειγμα 4 
Η τελική πλευρά μιας γωνίας 𝜃 που είναι σε κανονική θέση τέμνει τον τριγωνομετρικό 
κύκλο στο σημείο 𝛢 με συντεταγμένες (𝑎, 𝛽), με το 𝛢 να ανήκει στο 2ο τεταρτημόριο. 
Να γράψετε τους τριγωνομετρικούς αριθμούς ημ𝜃, συν𝜃, εφ𝜃 και να αναφέρετε το 
πρόσημό τους σε κάθε περίπτωση. 
 
Λύση 
Οι τριγωνομετρικοί αριθμοί ημ𝜃 και συν𝜃 ορίζονται ως η τεταγμένη και η τετμημένη 
του σημείου 𝛢, αντίστοιχα. Συνεπώς: 

ημ𝜃 =  𝛽 και συν𝜃 = 𝑎 

 
Το σημείο 𝛢 βρίσκεται στο 2ο τεταρτημόριο. Άρα: 

ημ𝜃 = 𝛽 > 0 και συν𝜃 = 𝑎 < 0 
 
Ο τριγωνομετρικός αριθμός εφ𝜃 ορίζεται ως το πηλίκο της τεταγμένης του σημείου 𝛢 
ως προς την τετμημένη του. Συνεπώς: 

εφ𝜃 =
𝑦
𝑥

=
𝛽
𝑎

< 0 
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Δραστηριότητες 

 

1. Να χαρακτηρίσετε με ΣΩΣΤΟ ή ΛΑΘΟΣ τις πιο κάτω προτάσεις, βάζοντας σε κύκλο 
τον αντίστοιχο χαρακτηρισμό, αιτιολογώντας την απάντησή σας. 
(α)  Αν ημ𝜃 και συν𝜃 είναι αρνητικοί αριθμοί, τότε και η 

εφ𝜃 είναι αρνητικός αριθμός. 
ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

(β)  Αν 𝜃 = 200°, τότε ημ𝜃 < 0. ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 
(γ)  Δεν υπάρχει γωνία 𝜃, για την οποία να ισχύει 

εφ𝜃 < 0 και σφ𝜃 > 0. 
ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

(δ)  συν0° > 0 ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 
(ε)  Αν εφ𝜃 > 0 και ημ𝜃 < 0, τότε η τελική πλευρά της 

γωνίας 𝜃 είναι στο 2ο τεταρτημόριο. 
ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

(στ)  Η τελική πλευρά της γωνίας −200° σε κανονική 
θέση είναι στο 2ο τεταρτημόριο. 

ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

(ζ)  Ο τριγωνομετρικός αριθμός σφ(−210°) είναι 
θετικός. 

ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

 
2. Το ημίτονο μιας γωνίας 𝜃 δεν μπορεί να είναι ίσο με: 

(α)  (β) −  (γ) −  (δ) √  
 

3. Να βρείτε το πρόσημο των τριγωνομετρικών αριθμών των γωνιών με μέτρο 
30°, 236°, −52°, 370°, −150°. 
 

4. Η τελική πλευρά μιας γωνίας 휔 που είναι σε κανονική θέση τέμνει τον 

τριγωνομετρικό κύκλο στο σημείο 𝛢 με συντεταγμένες − , − √ . Να βρείτε τους 

τριγωνομετρικούς αριθμούς ημ휔, συν휔, εφ휔 και σφ휔. 
 

5. Η τελική πλευρά μιας γωνίας 휔 που είναι σε κανονική θέση τέμνει τον 
τριγωνομετρικό κύκλο στο σημείο 𝛢 με συντεταγμένες (𝜅, 휆). Να αποδείξετε ότι: 

εφ휔 + σφ휔 =
𝜅 + 휆

𝜅휆
 

 
6. Να βρείτε σε ποιο τεταρτημόριο βρίσκεται η τελική πλευρά της γωνίας 𝜃, αν: 

(α) ημ𝜃 > 0 και συν𝜃 < 0 
(β) εφ𝜃 < 0 και συν𝜃 < 0 
(γ) σφ𝜃 > 0 και ημ𝜃 < 0 

 
7. Αν 180° < 𝑥 < 270°, να δείξετε ότι εφ𝑥 > συν𝑥. 
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2.4  ΜΕΤΑΤΡΟΠΗ ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΚΩΝ ΑΡΙΘΜΩΝ ΓΩΝΙΑΣ ΣΕ 
ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΚΟΥΣ ΑΡΙΘΜΟΥΣ ΟΞΕΙΑΣ ΓΩΝΙΑΣ 

 
Να ανοίξετε το αρχείο «ALyk_En02_Parapliromatikes.ggb». 
 

 
 

x Να μετακινείτε τον δρομέα, ώστε να αλλάζει η γωνία 휔. Τι παρατηρείτε; 
x Ποια σχέση έχουν οι τριγωνομετρικοί αριθμοί δύο παραπληρωματικών γωνιών; 

 
 

 
Να ανοίξετε το αρχείο «ALyk_En02_Simpliromatikes.ggb». 
 

 
 

x Να μετακινείτε τον δρομέα, ώστε να αλλάζει τη γωνία 휔. Τι παρατηρείτε; 
x Ποια σχέση έχουν οι τριγωνομετρικοί αριθμοί δύο συμπληρωματικών γωνιών; 

  

Διερεύνηση 1 
ΠαρατήΔρη

ση 

 

Διερεύνηση 2 
ΠαρατήΔρη

ση 
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Αν έχουμε δύο συμπληρωματικές γωνίες, τότε μπορούμε να τις αναπαραστήσουμε ως 
δύο οξείες γωνίες στον τριγωνομετρικό κύκλο, όπως φαίνεται στο πιο κάτω σχήμα. 
 

 
 
Παρατηρούμε ότι τα ορθογώνια τρίγωνα 𝛢𝛰𝛣 και 𝛢 𝛰𝛤 είναι ίσα, αφού 𝛰𝛢 = 𝛰𝛢 = 1 
και 𝛢𝛰𝛣 = 𝛢 𝛰𝛤 = 𝜃. Άρα, έχουμε ότι 𝐴(𝑥, 𝑦), 𝐴 (𝑦, 𝑥) και: 

ημ(90∘ − 𝜃) = συν𝜃 = 𝑥 
συν(90∘ − 𝜃) = ημ𝜃 = 𝑦 

 
Γενικά, για μια οξεία γωνία 𝜃, η συμπληρωματική της είναι 90∘ − 𝜃 και ισχύουν: 

ημ 90° − 𝜃 = συν𝜃 
συν 90° − 𝜃 = ημ𝜃 
εφ 90° − 𝜃 = σφ𝜃 
σφ 90° − 𝜃 = εφ𝜃 

 
Για παράδειγμα, ισχύει ημ20° = συν70°, αφού οι γωνίες των 70° και 20° είναι 
συμπληρωματικές. 
 
Για τους τριγωνομετρικούς αριθμούς δυο παραπληρωματικών γωνιών 𝜃 και 180∘ − 𝜃, 
παρατηρούμε ότι στον τριγωνομετρικό κύκλο η τελική πλευρά της 𝜃 αντιστοιχεί στο 
σημείο 𝛢(𝑥, 𝑦) και η τελική πλευρά της παραπληρωματικής της γωνίας των 180∘ − 𝜃 
αντιστοιχεί στο σημείο 𝛣(−𝑥, 𝑦), όπως φαίνεται στο πιο κάτω σχήμα. 
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Δηλαδή, έχουμε 𝑦 = 𝑦  και 𝑥 = −𝑥 . Η σχέση μεταξύ των τεταγμένων και των 
τετμημένων των δύο σημείων 𝛢 και 𝛣 μας δίνει ότι: 
 
Γενικά, για μια οξεία γωνία 𝜃, η παραπληρωματική της είναι 180∘ − 𝜃 και ισχύουν: 

ημ(180∘ − 𝜃) = ημ𝜃 
συν(180∘ − 𝜃) = −συν𝜃 
εφ(180∘ − 𝜃) = −εφ𝜃 
σφ(180∘ − 𝜃) = −σφ𝜃 

 
Παράδειγμα 1 
Να δείξετε, χωρίς τη χρήση υπολογιστικής μηχανής, ότι ημ40° = ημ140°. 
 
Λύση 
Οι γωνίες 40° και 140° είναι παραπληρωματικές, αφού 40° + 140° = 180°. Άρα, ισχύει 
ότι ημ40° = ημ140°. 
 
Παράδειγμα 2 
Να μετατρέψετε τους πιο κάτω τριγωνομετρικούς αριθμούς σε τριγωνομετρικούς 
αριθμούς οξείας γωνίας: 

(α) ημ170° (β) συν100° (γ) σφ125° 
 
Λύση 

(α) Η παραπληρωματική γωνία των 170° είναι 180° − 170° = 10°. 
Άρα, ημ170° = ημ10°. 

(β) Η παραπληρωματική γωνία των 100° είναι 180° − 100° = 80°. 
Άρα, συν100° = −συν80°. 

(γ) Η παραπληρωματική γωνία των 125° είναι 180° − 125° = 55°. 
Άρα, σφ125° = −σφ55°. 
 

Παράδειγμα 3 
Να αποδείξετε ότι εφ(180° − 휔) = −εφ휔. 
 
Λύση 
1ος τρόπος 
Οι γωνίες (180° − 휔) και 휔 είναι παραπληρωματικές, γιατί (180° − 휔) + 휔 = 180°. 
Άρα, ισχύει ότι εφ(180° − 휔) = −εφ휔. 
 
2ος τρόπος 

εφ(180° − 휔) =
ημ(180 − 휔)

συν(180 − 휔) =
ημ휔

−συν휔
= −

ημ휔
συν휔

= −εφ휔 
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Παράδειγμα 4 
Να λύσετε την εξίσωση 

ημ𝑥 =
1
2

  , 

αν 0° ≤ 𝑥 ≤ 180°. 
 
Λύση 
Με τη χρήση της υπολογιστικής μηχανής βρίσκουμε ότι 𝑥 = 30°. Γνωρίζουμε ότι αν 
δύο γωνίες 𝑎 και 𝛽 είναι παραπληρωματικές, τότε ημ𝑎 = ημ𝛽. Η παραπληρωματική 
γωνία των 30° είναι 180° − 30° = 150°. 
Επομένως, οι λύσεις της πιο πάνω εξίσωσης είναι 𝑥 = 30° και 𝑥 = 150°. 
 

 
 
Παράδειγμα 5 
Να αποδείξετε, χωρίς τη χρήση υπολογιστικής μηχανής, ότι ημ30° = συν60°. 
 
Λύση 
Οι γωνίες 30° και 60° είναι συμπληρωματικές, γιατί 30° + 60° = 90°. 
Άρα, ισχύει ότι ημ30° = συν60°. 
 

 
 
Παράδειγμα 6 
Να αποδείξετε ότι εφ(90° − 휔) = σφ휔. 
 
Λύση 
Οι γωνίες (90° − 휔) και 휔 είναι συμπληρωματικές, γιατί (90° − 휔) + 휔 = 90°. 
Άρα, ισχύει ότι εφ(90° − 휔) = σφ휔. 
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Δραστηριότητες 

 
1. Να συμπληρώσετε τα κενά στις πιο κάτω ισότητες: 

(α) ημ110° = ημ … (β) συν100° = …80° (γ) ημ85° = συν … 
 

2. Να αποδείξετε, χωρίς τη χρήση υπολογιστικής μηχανής, τις παρακάτω ισότητες: 
(α) ημ155° =  ημ25° (β) εφ100° = −εφ80° (γ) συν45° = ημ45° 
 

3. Να συμπληρώσετε τον πιο κάτω πίνακα, αντιστοιχίζοντας σε κάθε 
τριγωνομετρικό αριθμό της στήλης 𝛢 με ίσο του τριγωνομετρικό αριθμό από τη 
στήλη 𝛣. 

𝛢 𝛣 
  1.  ημ40° 

α. ημ140° 2.  συν40° 
  3.  εφ40° 

β. συν140° 4.  −ημ40° 
  5.  −συν40° 

γ. εφ140° 6.  −εφ40° 
 

α. β. γ. 
   

 
4. Να γράψετε τους πιο κάτω τριγωνομετρικούς αριθμούς ως τριγωνομετρικούς 

αριθμούς οξείας γωνίας: 
(α) ημ175° (β) συν110° (γ) εφ123° (δ) σφ95° 
 

5. Αν για τη γωνία 𝑥 ισχύει 0° ≤ 𝑥 ≤ 180°, να συμπληρώσετε τις πιο κάτω προτάσεις: 
(α) Αν ημ𝑥 = ημ60°, τότε 𝑥 =…………….. 

(β) Αν συν𝑥 = −συν20°, τότε 𝑥 =…………….. 

(γ) Αν εφ𝑥 = −εφ30°, τότε 𝑥 =……………. 

 
6. Να λύσετε τις πιο κάτω εξισώσεις στο διάστημα 0° ≤ 𝑥 ≤ 180°. 

(α) ημ𝑥 =  ημ50° (β) 2ημ𝑥 = √2 (γ) ημ𝑥 =  3 
 

7. Να αποδείξετε ότι σε κάθε τρίγωνο 𝛢𝛣𝛤 ισχύει ημ(𝛣 + 𝛤) = ημ𝛢. 
 

8. Να αποδείξετε ότι ημ(90° − 휔) = συν휔. 
 

9. Δίνεται τρίγωνο 𝛢𝛣𝛤 με γωνία 𝛢 = 30° και ημ𝛣 = √ . 

Να υπολογίσετε το μέτρο των γωνιών 𝛣 και 𝛤 του τριγώνου. 
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2.5  ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΚΕΣ ΤΑΥΤΟΤΗΤΕΣ 

 
Στο πιο κάτω σχήμα δίνεται ο τριγωνομετρικός κύκλος. Η τελική πλευρά της γωνίας 휔 
τέμνει τον κύκλο στο σημείο 𝛭(𝑎, 𝛽). 

 

 
 
(α) Να εκφράσετε τους τριγωνομετρικούς αριθμούς ημ휔 και συν휔, συναρτήσει των 

συντεταγμένων του σημείου 𝛭. 
(β) Να βρείτε τη σχέση που συνδέει τους τριγωνομετρικούς αριθμούς ημ휔 και συν휔. 

 
x Να ανοίξετε το εφαρμογίδιο «ALyk_En02_TrigTaut_ggb». 

 

 
 

Να μετακινήσετε το σημείο 𝛭 και να ελέγξετε κατά πόσο η σχέση που βρήκατε 
στο ερώτημα (β) είναι δυνατόν να γενικευθεί και στις περιπτώσεις κατά τις οποίες 
η γωνία 휔 ανήκει στο 2ο, 3ο και 4ο τεταρτημόριο. 

Διερεύνηση 
ΠαρατήΔρ

ηση 
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Βασικές τριγωνομετρικές ταυτότητες 

Αποδεικνύεται ότι οι τριγωνομετρικοί αριθμοί συνδέονται μεταξύ τους με κάποιες 
σχέσεις τις οποίες ονομάζουμε τριγωνομετρικές ταυτότητες. 
 

εφω =
ημ휔

συν휔
 ,     σφ휔 =

συν휔
ημ휔

 ,     ημ 휔 + συν 휔 = 1 

 
Απόδειξη 

x Αν 𝛰𝛭 είναι η τελική πλευρά μια γωνίας 휔 και 𝛭 είναι η τομή της με τον 
τριγωνομετρικό κύκλο με συντεταγμένες 𝛭(𝑎, 𝛽), έχουμε: 

𝑎 = συν휔,   𝛽 = ημ휔,   
𝛽
𝑎

= εφ휔 

Επομένως, 

εφ휔 =
𝛽
𝑎

=
ημ휔

συν휔
 

 

 
 

x Η συνεφαπτομένη της γωνίας 휔 ορίζεται ως: 

σφ휔 =
1

εφ휔
=

συν휔
ημ휔

 

x Η τελική πλευρά της γωνίας 휔 τέμνει τον τριγωνομετρικό κύκλο στο σημείο 
𝛭(𝑎, 𝛽). 
Έχουμε ότι: 

𝑎 = συν휔,   𝛽 = ημ휔,   𝛰𝛭 = 1,   (𝛰𝛭) = 𝛽 + 𝑎 ⇒ 1 = 𝛽 + 𝑎  

Έτσι: 
 συν 휔 +  ημ 휔 = 1 

 
Παρατηρήσεις 

x Η τριγωνομετρική ταυτότητα εφ휔 =  ισχύει για εκείνες τις γωνίες 휔, για τις 

οποίες το συν휔 ≠ 0. Για παράδειγμα, η ταυτότητα δεν ισχύει, όταν 휔 = 90∘. 
x Η τριγωνομετρική ταυτότητα σφ휔 =  ισχύει για εκείνες τις γωνίες 휔, για τις 

οποίες το ημ휔 ≠ 0. Για παράδειγμα, η ταυτότητα δεν ισχύει, όταν 휔 = 0∘.  
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Τριγωνομετρικές ταυτότητες 

 
 

 
 

 

 
Παράδειγμα 1 
Να αποδείξετε ότι ημ 𝜃 = 1 − συν 𝜃 και συν 𝜃 = 1 − ημ 𝜃. 
 
Λύση 
Γνωρίζουμε ότι ημ 𝜃 + συν 𝜃 = 1. Άρα, ημ 𝜃 = 1 − συν 𝜃 και συν 𝜃 = 1 − ημ 𝜃. 
 
Παράδειγμα 2 
Αν 

συν𝜃 =
5

13
,   0° < 𝜃 < 90°, 

να υπολογίσετε τους άλλους τριγωνομετρικούς αριθμούς της γωνίας 𝜃. 
 
Λύση 
Έχουμε ότι: 

ημ 𝜃 + συν 𝜃 = 1 ⇒ ημ 𝜃 = 1 − συν 𝜃 ⇒ ημ 𝜃 = 1 −
5

13
=

144
169

 ⇒ ημ𝜃 = ±
12
13

 

 
Η τελική πλευρά της γωνίας 𝜃 ανήκει στο 1ο τεταρτημόριο (0° < 𝜃 < 90°). Άρα: 

ημ𝜃 =
12
13

                                                           (ημ𝜃 > 0) 

Ακολούθως, παίρνουμε ότι: 

εφ𝜃 =
ημ𝜃

συν𝜃
=  

12
13
5

13
=

12
5

,    σφ𝜃 =
1

εφ𝜃
=  

1
12
5

=
5

12
 

 

Παράδειγμα 3 
Αν 

ημ𝜃 =
3
5

 ,   90° < 𝜃 < 180°, 

να υπολογίσετε τους άλλους τριγωνομετρικούς αριθμούς της γωνίας 𝜃. 

ημ 휔 + συν 휔 = 1 

εφ휔 =  
ημ휔

συν휔
,   συν휔 ≠ 0 

σφ휔 =  
συν휔
ημ휔

,   ημ휔 ≠ 0 
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Λύση 
Έχουμε ότι: 

ημ 𝜃 + συν 𝜃 = 1 ⇒  συν 𝜃 = 1 −  ημ 𝜃 ⇒  συν 𝜃 = 1 −
3
5

=
16
25

⇒ συν𝜃 = ±
4
5
 

 
Η τελική πλευρά της γωνίας 𝜃 ανήκει στο 2ο τεταρτημόριο (90° < 𝜃 < 180°). Άρα: 

συν𝜃 = −
4
5

                                                          (συν𝜃 < 0) 

 
Ακολούθως, παίρνουμε ότι: 

εφ𝜃 =
ημ𝜃

συν𝜃
=  

3
5

− 4
5

=  −
3
4

,    σφ𝜃 =
1

εφ𝜃
=  

1

− 3
4

=  −
4
3

 

 

Παράδειγμα 4 
Να αποδείξετε την ταυτότητα: 

εφ𝑥 + σφ𝑥 =
1

ημ𝑥 ∙ συν𝑥
 

 

Λύση 
Έχουμε: 

Α΄ μέλος = εφ𝑥 + σφ𝑥 =
ημ𝑥

συν𝑥
+

συν𝑥
ημ𝑥

=  
ημ 𝑥 + συν 𝑥

ημ𝑥 ∙ συν𝑥
=  

1
ημ𝑥 ∙ συν𝑥

= Β΄ μέλος 

 

(Αρχίσαμε από το Α’ μέλος και με κατάλληλους μετασχηματισμούς και πράξεις 
καταλήξαμε στο Β’ μέλος.) 
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Δραστηριότητες 
 
1. Να συμπληρώσετε τα κενά στις πιο κάτω ισότητες: 

(α)  ημ 70° + συν 70° = … (β)  εφ30° =
ημ30°
συν …

 

(γ)  σφ15° εφ15° = … (δ)  
1

εφ20° = σφ … 

(ε)  
1

εφ20° = εφ …   

 
2. Να αποδείξετε ότι: 

(α)  5ημ 𝜃 + 5συν 𝜃 = 5 (β)  5ημ 𝜃 − 7συν 𝜃 = 12ημ 𝜃 − 7 

 

3. Να χαρακτηρίσετε με ΣΩΣΤΟ ή ΛΑΘΟΣ τις πιο κάτω προτάσεις, βάζοντας σε 
κύκλο τον αντίστοιχο χαρακτηρισμό, αιτιολογώντας την απάντησή σας. 

(α)  ημ 15° + συν 15° = 1 ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

(β)  εφ𝑥 σφ𝑥 = −1 ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

(γ)  Αν ημ휔 = 1, τότε συν휔 = 0. ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

(δ)  
ημ10°
ημ80°

= εφ10° ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

(ε)  Αν ημ𝜃 =  και συν𝜃 = √  , τότε σφθ=√3. ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

 

4. Να αποδείξετε τις πιο κάτω ταυτότητες: 

(α)  ημ𝑥 σφ𝑥 = συν𝑥 (β)  
ημ𝑥

συν𝑥 εφ𝑥
= 1 

(γ)  συν 𝜃 + συν 𝜃 εφ 𝜃 = 1 (δ)  ημ 𝜃(1 + σφ 𝜃) = 1 

(ε)  (1 − συν𝜃)(1 + συν𝜃) = ημ 𝜃   

 
5. Να επιλέξετε τη σωστή απάντηση: 

2ημ𝑎
συν𝑎

= 

 

Α.  ημ2𝑎
συν𝑎

 Β.  
2ημ1
συν1

 Γ.  2 Δ.  2εφ𝑎 Ε.  2σφ𝑎 
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6. Να υπολογίσετε τους τριγωνομετρικούς αριθμούς της γωνίας 휑 στις πιο κάτω 
περιπτώσεις: 

(α)  συν휑 =
12
13

,           0° < 휑 < 90° 

(β)  ημ휑 = −
8

17
,    180° < 휑 < 270° 

 

7. Αν συν𝜃 = −  και 180° < 𝜃 < 270°, να υπολογίσετε την αριθμητική τιμή της 

παράστασης: 

𝛢 =  
4σφ𝜃 − 5ημ𝜃

10συν𝜃
 

 
8. Αν 𝑥 = 2συν휔 και 𝑦 = 2ημ휔, να δείξετε ότι 𝑥 + 𝑦 = 4. 

 
9. Να αποδείξετε τις πιο κάτω ταυτότητες: 

(α)  
1 + εφ𝑥
1 + σφ𝑥

= εφ𝑥 

(β)  
εφ𝑥
ημ𝑥

÷ (εφ𝑥 + σφ𝑥) = ημ𝑥 

 

10. Αν 𝑥 = εφ휔 και  = συν휔, να δείξετε ότι 𝑥 + 1 = 𝑦 . 
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Περίληψη 
 

1. Στην Τριγωνομετρία, οι γωνίες στο επίπεδο δημιουργούνται από την 
περιστροφή μίας ημιευθείας γύρω από την κορυφή της, ξεκινώντας από την 
αρχική της θέση. Η αρχική θέση της ημιευθείας ονομάζεται αρχική πλευρά 
της γωνίας και η τελική θέση της ημιευθείας ονομάζεται τελική πλευρά. Οι 
γωνίες αυτές μπορούν να αναφέρονται και ως τριγωνομετρικές γωνίες. 

 

 
 

2. Ανάλογα με τη φορά που κινείται η αρχική πλευρά προς την τελική πλευρά η 
γωνία διακρίνεται σε θετική φορά (αριστερόστροφη) ή γωνία με αρνητική 
φορά (δεξιόστροφη). Γωνία με καθορισμένη φορά λέγεται 
προσανατολισμένη. 

3. Αλγεβρική τιμή μιας τριγωνομετρικής γωνίας είναι ο αριθμός που προκύπτει, 
όταν μετρήσουμε τη γωνία με μια μονάδα μέτρησης (π.χ μοίρα) και βάλουμε 
στο εξαγόμενο πρόσημο θετικό ή αρνητικό, αν η φορά διαγραφής της γωνίας 
είναι η θετική ή η αρνητική, αντίστοιχα. 

4. Μία τριγωνομετρική γωνία είναι σε κανονική θέση, όταν η κορυφή της 
βρίσκεται στην αρχή των αξόνων του ορθοκανονικού συστήματος και η 
αρχική πλευρά της συμπίπτει με τον θετικό ημιάξονα των τετμημένων. 

5. Οι τριγωνομετρικοί αριθμοί οποιασδήποτε γωνίας 𝜃, η οποία βρίσκεται σε 
κανονική θέση και 𝛢(𝑥, 𝑦) τυχαίο σημείο της τελικής πλευράς της, ορίζονται ως 

ημ𝜃 =
𝑦
휌

,   συν𝜃 =
𝑥
휌

,   εφ𝜃 =
𝑦
𝑥

   (𝑥 ≠ 0),  

 όπου 휌 = 𝑥 + 𝑦 , 휌 > 0. 

6. Συνεφαπτομένη της γωνίας 𝜃 ορίζουμε τον τριγωνομετρικό αριθμό  , 𝑦 ≠ 0 

και τον συμβολίζουμε με σφ𝜃. Δηλαδή: 

σφ𝜃 =
𝑥
𝑦

,   𝑦 ≠ 0 

7. Τριγωνομετρικός κύκλος ονομάζεται ο κύκλος που έχει κέντρο την αρχή των 
αξόνων και ακτίνα ίση με μία μονάδα. 
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8. Οι άξονες 𝑥𝑥 , 𝑦𝑦′ χωρίζουν τον κύκλο σε τέσσερα τεταρτημόρια, όπως 
φαίνεται στο πιο κάτω σχήμα. 
 

 
 

9. Οι άξονες των τεταγμένων, των τετμημένων, η εφαπτομένη του 
τριγωνομετρικού κύκλου στο σημείο 𝛫(1, 0) και η εφαπτομένη του 
τριγωνομετρικού κύκλου στο σημείο 𝛬(0, 1) ορίζονται ως οι άξονες των 
ημιτόνων, των συνημιτόνων, των εφαπτομένων και των συνεφαπτομένων, 
αντίστοιχα. 
 

 
 
Από τα πιο πάνω, προκύπτει ότι οι τριγωνομετρικοί αριθμοί συν휔 και ημ휔 
παίρνουν τιμές μόνο στο διάστημα [−1, 1]. Δηλαδή: 

−1 ≤ συν휔 ≤ 1,   − 1 ≤ ημ휔 ≤ 1 

10. Με τη βοήθεια των αξόνων των ημιτόνων, συνημιτόνων και εφαπτομένων, 
βρίσκουμε τα πρόσημα των τριγωνομετρικών αριθμών, τα οποία 
συνοψίζονται στον πιο κάτω πίνακα: 

 

 1ο τεταρτημόριο 2ο τεταρτημόριο 3ο τεταρτημόριο 4ο τεταρτημόριο 

ημ휔 + + − − 

συν휔 + − − + 

εφ휔 + − + − 



 

Ενότητα 02:  Τριγωνομετρία 75 
 

x Ο τριγωνομετρικός αριθμός σφ휔 έχει το ίδιο πρόσημο με τον 
τριγωνομετρικό αριθμό εφ휔. 

x Με βάση τα πιο πάνω, η εύρεση του προσήμου των τριγωνομετρικών 
αριθμών συνοψίζεται στον πιο κάτω μνημονικό κανόνα όπου: 

¾ Στο 1ο τεταρτημόριο όλοι οι τριγωνομετρικοί αριθμοί είναι θετικοί. 
¾ Στο 2ο τεταρτημόριο θετικό είναι μόνο το ημίτονο. 
¾ Στο 3ο τεταρτημόριο θετική είναι μόνο η εφαπτομένη. 
¾ Στο 4ο τεταρτημόριο θετικό είναι μόνο το συνημίτονο. 
 

 
 

11. Γενικά, για μια οξεία γωνία 𝜃, η συμπληρωματική της είναι 90∘ − 𝜃 και ισχύουν: 

ημ 90° − 𝜃 = συν𝜃 
συν 90° − 𝜃 = ημ𝜃 
εφ 90° − 𝜃 = σφ𝜃 
σφ 90° − 𝜃 = εφ𝜃 

12. Γενικά, μια μία οξεία γωνία 𝜃, η παραπληρωματική της είναι 180∘ − 𝜃 και 
ισχύουν: 

ημ(180∘ − 𝜃) = ημ𝜃 
συν(180∘ − 𝜃) = −συν𝜃 
εφ(180∘ − 𝜃) = −εφ𝜃 
σφ(180∘ − 𝜃) = −σφ𝜃 

13. Τριγωνομετρικές ταυτότητες 

 
 

 
 

 

ημ 휔 + συν 휔 = 1 

εφ휔 =  
ημ휔

συν휔
,   συν휔 ≠ 0 

σφ휔 =  
συν휔
ημ휔

,   ημ휔 ≠ 0 
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Δραστηριότητες Ενότητας 
 
1. Να επιλέξετε τη σωστή απάντηση: 

ημ(90° − 𝑎) − συν(90° − 𝑎) + ημ𝑎 − συν𝑎 = 
 
Α.  2ημ𝑎 Β.  −2συν𝑎 Γ.  0 Δ.  ημ𝑎 Ε.  −συν𝑎 

 
2. Να αποδείξετε τις πιο κάτω ταυτότητες: 

(α)  (ημ휑 +  συν휑) + (ημ휑 −  συν휑) = 2 

(β)  1 −
ημ 𝜃
εφ 𝜃

= ημ 𝜃 

(γ)  ημ𝜃 − ημ𝜃 συν 𝜃 = ημ 𝜃 

(δ)  
συν𝑥

1 − ημ𝑥
−

συν𝑥
1 + ημ𝑥

= 2εφ𝑥 

 
3. Αν 270° < 𝑥 < 360°, να δείξετε ότι ημ𝑥 συν 𝑥 + 2ημ𝑥 συν𝑥 + ημ𝑥 + εφ𝑥 < 0. 

 
4. Αν 180° < 𝑥 < 270°, να δείξετε ότι εφ𝑥 − ημ𝑥 > συν𝑥 − σφ𝑥. 

 

5. Να αποδείξετε τις πιο κάτω ταυτότητες: 

(α)  (ημ휑 +  συν휑) = 1 + 2ημ휑 συν휑 

(β)  (ημ𝜃 + συν𝜃)(ημ𝜃 − συν𝜃) = 1 − 2συν 𝜃 

(γ)  
ημ 𝑥 − συν 𝑥 ημ 𝑥 

ημ 𝑥
= ημ 𝑥 

(δ)  
ημ𝑥 συν𝑥 +  ημ𝑥

συν𝑥 +  συν 𝑥
= εφ𝑥 

(ε)  
ημ𝜃 συν𝜃
1 − συν 𝜃

= σφ𝑥 

 

6. Δίνεται ότι συν𝜃 = −  και ημ𝜃 >  0. Να υπολογίσετε την τιμή της παράστασης: 

𝛢 =  
34ημ𝜃 + 17συν𝜃
8εφ𝜃 − 15σφ𝜃

 

 
7. Να βάλετε σε κύκλο την ορθή απάντηση: 

Αν ημ𝑥 = 𝑎 και 0° < 𝑥 < 90°, τότε: 
 
Α.  συν𝑥 = 1 − 𝑎 Β.  συν𝑥 = 1 − 𝑎  
Γ.  συν𝑥 = 1 − 𝑎  Δ.  συν𝑥 = − 1 − 𝑎  
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Λύση Προβλήματος 
 

ΠΑΝΙΑ 
Ενενήντα πέντε τοις εκατό του παγκόσμιου 
εμπορίου διακινείται θαλάσσια από περίπου 
50000 πετρελαιοφόρα, φορτηγά πλοία και 
πλοία μεταφοράς εμπορευματοκιβωτίων. Τα 
περισσότερα από αυτά τα πλοία 
χρησιμοποιούν πετρέλαιο για την κίνησή τους. 
Οι μηχανικοί σχεδιάζουν να αναπτύξουν 
μηχανισμούς αεροδυναμικής υποστήριξης των 
πλοίων. Η εισήγησή τους εστιάζεται στη χρήση πανιών στα πλοία, ώστε να 
αξιοποιείται η δύναμη του ανέμου. Αυτό θα οδηγήσει σε μείωση της κατανάλωσης 
αργού πετρελαίου και της επίδρασης των καυσίμων στο περιβάλλον. 
 
Ερώτηση 1: 
Ένα πλεονέκτημα της χρήσης πανιών ναυσιπλοΐας είναι ότι το πανί υπερίπταται σε 
ύψος 150 m. Σε αυτό το ύψος, η ταχύτητα του ανέμου είναι κατά προσέγγιση 25% 
μεγαλύτερη από την ταχύτητα στο κατάστρωμα του πλοίου. 
Με ποια, κατά προσέγγιση, ταχύτητα πνέει ο άνεμος στο πανί, όταν η ταχύτητα του 
ανέμου στο κατάστρωμα ενός πλοίου μεταφοράς εμπορευματοκιβωτίων είναι 
24 km/h; 
 
Α. 6 km/h 
Β. 18 km/h 
Γ. 25 km/h 
Δ. 30 km/h 
Ε. 49 km/h 
 
…………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 
 
Ερώτηση 2: 
Πόσο περίπου πρέπει να είναι το μήκος 
του σχοινιού του πανιού, για να 
ρυμουλκεί το πλοίο υπό γωνία 45° και να 
βρίσκεται κατακόρυφα σε ύψος 150 m, 
όπως φαίνεται στο διάγραμμα; 
 
Α. 173 m 
Β. 212 m 
Γ. 285 m 
Δ. 300 m  
 

© by skysails 

Σημείωση: Το διάγραμμα δεν 
είναι υπό κλίμακα. 

© by skysails 
 

45° 90° 

150 m 

Σχοινί 
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Ερώτηση 3: 
Λόγω του υψηλού κόστους του αργού πετρελαίου, το οποίο κοστίζει 0,42 ζετς το 
λίτρο, οι ιδιοκτήτες του πλοίου Νέο Κύμα σκέφτονται να εξοπλίσουν το πλοίο τους με 
πανιά ναυσιπλοΐας. 
Υπολογίζεται ότι ένα τέτοιο πανί, μπορεί να περιορίσει την κατανάλωση αργού 
πετρελαίου συνολικά γύρω στο 20%. 
 

 

Το κόστος εξοπλισμού του πλοίου Νέο Κύμα με ένα πανί είναι 2 500 000 ζετς. 

Μετά από πόσα χρόνια η εξοικονόμηση από την κατανάλωση αργού πετρελαίου θα 
καλύψει το κόστος του πανιού; Να υποστηρίξεις την απάντησή σου με τους 
απαραίτητους υπολογισμούς.  

Αριθμός ετών: ....................................................  

 
PISA 2012 

Όνομα: Νέο Κύμα 

 

Είδος:  Μεταφοράς  
 εμπορευματοκιβωτίων 

Μήκος: 117 μέτρα 

Πλάτος: 18 μέτρα 

Χωρητικότητα: 12 000 τόνοι 

Μέγιστη ταχύτητα: 19 κόμβοι 

Ετήσια κατανάλωση πετρελαίου χωρίς τη χρήση πανιού: περίπου 3 500 000 λίτρα  
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Δραστηριότητες Εμπλουτισμού 
 
1. Να εξετάσετε κατά πόσο υπάρχουν τιμές του 𝑥 για τις οποίες: 

(α) να ισχύει συγχρόνως ημ𝑥 = 0 και συν𝑥 = 0 
(β) να ισχύει συγχρόνως ημ𝑥 = 1 και συν𝑥 = 1 

(γ) να ισχύει συγχρόνως ημ𝑥 =  και συν𝑥 =  

(δ) να ισχύει συγχρόνως ημ𝑥 = √  και συν𝑥 = − √  . 

 

2. Να αποδείξετε ότι: 

(α) εφ1° εφ2° εφ3° ∙∙∙  εφ87° εφ88° εφ89° = 1 
(β) (ημ1° − συν1°) + (ημ2° − συν2°) + ⋯ +  (ημ89° − συν89°) = 0 

 
3. Να δείξετε ότι η πιο κάτω παράσταση έχει τιμή ανεξάρτητη του 𝑥: 

𝛢 = ημ (180° − 𝑥) + συν(180° − 𝑥) συν𝑥 + 2ημ (90° − 𝑥) 
 

4. Αν εφ𝑎 = 3εφ𝛽, να αποδείξετε ότι: 
εφ𝑎 + εφ𝛽

1 − εφ𝑎 εφ𝛽
=  

4ημ𝛽 συν𝛽
1 − 4ημ 𝛽

 

 
5. Με τον δέκτη ενός ραδιοφώνου επιλέγεις έναν ραδιοφωνικό σταθμό, ρυθμίζοντας 

τη συχνότητα. Ένας δέκτης περιέχει ένα πηνίο 𝐿 και έναν πυκνωτή 𝐶, όπως 
φαίνεται στο πιο κάτω σχήμα. 
 

 
 
Η ενέργεια που αποθηκεύεται στο πηνίο κατά τον χρόνο 𝑡 δίδεται από τον τύπο 
𝐿(𝑡) = 𝑘 ημ (2휋𝐹𝑡)  και η ενέργεια που αποθηκεύεται στον πυκνωτή κατά τον 
χρόνο 𝑡 δίδεται από τον τύπο 𝐶(𝑡) = 𝑘 συν (2휋𝐹𝑡), όπου 𝐹 είναι η συχνότητα του 
ραδιοφωνικού σταθμού και 𝑘 είναι σταθερός αριθμός. Η συνολική ενέργεια 𝛦 στο 
κύκλωμα δίνεται από τον τύπο 𝛦(𝑡) = 𝐿(𝑡) + 𝐶(𝑡). 
Να αποδείξετε ότι η ενέργεια 𝛦 είναι σταθερή. 
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6. Να εκφράσετε τα μήκη των τμημάτων 𝑎, 𝛽, 𝛾 και 𝛿, όπως φαίνονται στο πιο κάτω 
σχήμα, συναρτήσει των τριγωνομετρικών αριθμών της γωνίας 𝜃. 
 

 
 

7. Αν ημ𝑎 =  και συν𝑎 < 0, να υπολογίσετε την τιμή της παράστασης: 

𝛢 = 10συν(180° − 𝑎) + 3εφ(180° − 𝑎) 

 



ΕΝΟΤΗΤΑ 03 
ΚΥΚΛΟΣ 

ΠΕΡΙΕΧΟΜΕΝΑ 

3.1 Σχετική θέση δύο κύκλων 

3.2 Εγγεγραμμένες – Επίκεντρες γωνίες 

3.3 Θεώρημα Χορδής και Εφαπτομένης 
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Έχουμε μάθει… 

Κύκλος 

� Κύκλος ονομάζεται το σύνολο των 
σημείων του επιπέδου που έχουν 
σταθερή απόσταση από ένα σταθερό 
σημείο του επιπέδου. Η σταθερή 
απόσταση ονομάζεται ακτίνα του 
κύκλου και το σταθερό σημείο κέντρο 
του κύκλου. 
Π.χ. To 𝛫 είναι το κέντρο του κύκλου και 
𝑅 η ακτίνα του. Για συντομία γράφουμε 
κύκλος (𝛫, 𝑅). 

 

Χορδή 

� Χορδή κύκλου ονομάζεται το 
ευθύγραμμο τμήμα που έχει τα άκρα 
του στον κύκλο. 
Π.χ. To 𝛢𝛣 είναι χορδή του κύκλου. 

 

Διάμετρος 

� Διάμετρος κύκλου είναι η χορδή που 
περνά από το κέντρο του κύκλου. Το 
κέντρο του κύκλου είναι το μέσο κάθε 
διαμέτρου. Η διάμετρος του κύκλου είναι 
η μεγαλύτερη χορδή του κύκλου και έχει 
μήκος διπλάσιο από την ακτίνα. 
Π.χ. H χορδή 𝛤𝛥 είναι διάμετρος του 
κύκλου (𝛫, 𝑅) και 𝛤𝛥 = 2𝑅. 

 

Τόξο 

� Τόξο κύκλου ονομάζεται κάθε μέρος 
του κύκλου που περιέχεται μεταξύ δύο 
σημείων του. 
Π.χ. Τα σημεία 𝛢 και 𝛣 χωρίζουν τον 
κύκλο σε δύο τόξα. Τα δύο τόξα 
συμβολίζονται 𝛢𝛭𝛣 και 𝛢𝛮𝛣, όπου 𝛭 και 
𝛮 είναι ενδιάμεσα σημεία των 
αντίστοιχων τόξων. 
Η διάμετρος χωρίζει τον κύκλο σε δύο 
ίσα τόξα που ονομάζονται ημικύκλια. 

 

Κυκλικός 
Δίσκος 

� Κυκλικός δίσκος είναι ο κύκλος μαζί με 
το μέρος του επιπέδου που περικλείει. 
Κάθε σημείο του κυκλικού δίσκου απέχει 
από το κέντρο απόσταση μικρότερη ή 
ίση με την ακτίνα. 
Π.χ. 𝛫𝛢 = 𝑅 και 𝛫𝛣 < 𝑅 
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Έχουμε μάθει… 

Επίκεντρη 
γωνία 

� Επίκεντρη γωνία ονομάζεται 
κάθε γωνία που έχει την 
κορυφή της στο κέντρο του 
κύκλου. 
Π.χ. H γωνία  𝑥𝛰𝑦 είναι 
επίκεντρη γωνία. 

y

x

O

 

Αντίστοιχο 
τόξο της 
επίκεντρης 

� Το τόξο του κύκλου που 
βρίσκεται στο εσωτερικό μιας 
επίκεντρης γωνίας ονομάζεται 
αντίστοιχο τόξο της 
επίκεντρης γωνίας. 
Π.χ. Το τόξο 𝛣𝛤 είναι το 
αντίστοιχο τόξο της γωνίας 
 𝛣𝛰𝛤. 

y

x

OA

B

Γ
 

Μέτρο τόξου 

� Το μέτρο ενός τόξου ορίζεται 
το μέτρο της αντίστοιχης 
επίκεντρης γωνίας.  
Το μέτρο ενός τόξου το 
μετράμε σε μοίρες ή ακτίνια. 
Π.χ. 𝛣𝛤 = 𝑥𝑂𝑦 = 50∘ =

1
 rad 

y

x

OA

B

Γ

50 5050

 

Σχέση 
επίκεντρης 
γωνίας και 
αντίστοιχου 
τόξου 

    ⇔ 𝐸𝑍 =  𝛤𝛥 =  𝛢𝛣 

   ⇔ 𝛦𝛧 = 𝛤𝛥 = 𝛢𝛣 

� Στον ίδιο κύκλο (ή σε ίσους 
κύκλους): 
x σε ίσες επίκεντρες γωνίες 

αντιστοιχούν ίσα τόξα και 
αντίστροφα. 

Π.χ. 𝛦𝛫𝛧 = 𝛤𝛫𝛥 = 𝛢𝛰𝛣 

x σε ίσα τόξα αντιστοιχούν 
ίσες χορδές και αντίστροφα. 

Π.χ. 𝐸𝑍 =  𝛤𝛥 =  𝛢𝛣 

A

B

Γ

Δ

ρ ρ

E

Z

K O

 

Εφαπτομένη 

� Εφαπτομένη του κύκλου 
ονομάζεται η ευθεία που έχει 
μόνο ένα κοινό σημείο με τον 
κύκλο. Η εφαπτομένη είναι 
κάθετη στην ακτίνα στο 
σημείο επαφής. 
Π.χ. Η ευθεία (𝜀) είναι η 
εφαπτομένη του κύκλου (𝛰, 𝑅) 
στο σημείο 𝛢 και η ακτίνα 𝛰𝛢 
είναι κάθετη στην (𝜀). 

ε

O
A
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Έχουμε μάθει… 

Θέση σημείου ως προς κύκλο 

Η θέση σημείου ως προς κύκλο (𝛫, 𝜌) καθορίζεται ως εξής: 

(α) (𝛫𝛢) < 𝜌  ⇔ Το σημείο 𝛢 βρίσκεται μέσα στον κύκλο. 

(β) (𝛫𝛣) = 𝜌 ⇔ Το σημείο 𝛣 ανήκει στον κύκλο. 

(γ)  (𝛫𝛤) > 𝜌 ⇔ Το σημείο 𝛤 βρίσκεται εκτός κύκλου. 

K
B

A

Γ

ρ

 

Θέση ευθείας ως προς κύκλο 
Η θέση της ευθείας (𝜀) που βρίσκεται σε απόσταση 𝑑 από το 
κέντρο του κύκλου (𝛫, 𝜌) καθορίζεται ως εξής: 
(α) 𝑑 < 𝜌 ⇔  Η ευθεία (𝜀) τέμνει τον κύκλο σε δύο σημεία. 

 
 
 
 
 

(β) 𝑑 = 𝜌  ⇔ Η ευθεία (𝜀) εφάπτεται του κύκλου. 
               Έχουν μόνο ένα κοινό σημείο. 

 
 
 
 
(γ) 𝑑 > 𝜌  ⇔ Η ευθεία (𝜀) είναι ξένη με τον κύκλο. 

                 Δεν έχουν κανένα κοινό σημείο. 

 
 
 

K

ε
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K
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K
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Απόστημα χορδής 
Απόστημα χορδής κύκλου λέγεται το κάθετο ευθύγραμμο τμήμα 
που άγεται από το κέντρο του προς τη χορδή. 
Π.χ. Το ευθύγραμμο τμήμα 𝛫𝛤 είναι το απόστημα (𝛫𝛤 ⊥ 𝛢𝛣). 

 

   

K
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B
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3.1  ΣΧΕΤΙΚΗ ΘΕΣΗ ΔΥΟ ΚΥΚΛΩΝ 

 
Στη διπλανή εικόνα φαίνεται το μεσαιωνικό 
αστρονομικό ρολόι που βρίσκεται στην Πράγα της 
Τσεχίας. Το σημερινό ρολόι είναι ένα πιστό αντίγραφο 
του αρχικού, το οποίο καταστράφηκε στον Β΄ 
Παγκόσμιο Πόλεμο. 
Να περιγράψετε τη θέση δύο οποιονδήποτε κύκλων, 
όπως αυτοί εμφανίζονται στο μεσαιωνικό αστρονομικό 
ρολόι. 
 

 
Να ανοίξετε το αρχείο «ALyk_En03_Thesis2Kyklon.ggb». 
 

 
 

x Να μετακινήσετε τον δρομέα «𝑑», για να μεταβάλετε την απόσταση μεταξύ των 
κέντρων των δύο κύκλων, έτσι ώστε οι κύκλοι: 
(α) να έχουν δύο κοινά σημεία 
(β) να έχουν ένα κοινό σημείο 
(γ) να μην έχουν σημεία τομής. 

x Ποια είναι η σχέση που συνδέει την απόσταση των δύο κέντρων με το άθροισμα 
και τη διαφορά των δύο ακτίνων σε κάθε περίπτωση; 

 
Για τη σχετική θέση δύο κύκλων συγκρίνουμε το μηκος της διακέντρου των δύο 
κύκλων με το άθροισμα ή τη διαφορά των ακτίνων τους. 
 

Εξερεύνηση 
ΠαρατήΔρ

ηση 

 

Διερεύνηση 
ΠαρατήΔρ

ηση 
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Ορισμός 
Διάκεντρος δύο κύκλων (𝛫, 𝑅) και (𝛬, 𝜌) ονομάζεται το ευθύγραμμο τμήμα που 
ενώνει τα κέντρα των δύο κύκλων. Το μήκος της συμβολίζεται με 𝛿. 
Για παράδειγμα, στους κύκλους (𝐾, 𝑅) και (𝛬, 𝜌) ισχύει ότι 𝛿 = 𝛫𝛬. 
 

 
 

Αν έχουμε δύο κύκλους (𝛫, 𝑅) και (𝛬, 𝜌) με 𝑅 ≥ 𝜌, τότε οι πιθανές σχετικές θέσεις των 
δύο κύκλων είναι: 

x Αν δύο κύκλοι έχουν δύο κοινά σημεία, τότε οι κύκλοι τέμνονται. 
 

 

 

Η σχέση των ακτίνων των δύο κύκλων (𝐾, 𝑅) και (𝛬, 𝜌) σε σχέση με τη διάκεντρο 
𝛿 είναι: 

𝑅 − 𝜌 < 𝛿 < 𝑅 + 𝜌 

x Αν δύο κύκλοι έχουν ένα μόνο κοινό σημείο και το μήκος της διακέντρου είναι ίσο 
με το άθροισμα των ακτίνων τους, τότε εφάπτονται εξωτερικά. Το κοινό σημείο 
λέγεται σημείο επαφής των δύο κύκλων. 
 

 
 

Η σχέση των ακτίνων των δύο κύκλων (𝐾, 𝑅) και (𝛬, 𝜌) σε σχέση με τη διάκεντρο 
𝛿 είναι: 

𝑅 + 𝜌 = 𝛿 
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x Αν δύο κύκλοι έχουν ένα μόνο κοινό σημείο (σημείο επαφής) και το μήκος της 
διακέντρου είναι ίσο με τη διαφορά των ακτίνων τους, τότε εφάπτονται 
εσωτερικά. 
 

 
 

Η σχέση των ακτίνων των δύο κύκλων (𝐾, 𝑅) και (𝛬, 𝜌) σε σχέση με τη διάκεντρο 
𝛿 είναι: 

𝑅 − 𝜌 = 𝛿 
 
Παρατήρηση:  Αν 𝑅 = 𝜌 και 𝛿 = 0, τότε οι κύκλοι ταυτίζονται. 

x Αν δύο κύκλοι δεν έχουν κανένα κοινό σημείο και το μήκος της διακέντρου είναι 
μεγαλύτερο από το άθροισμα των ακτίνων τους, τότε είναι ξένοι εξωτερικά. 
Δηλαδή, ο ένας κύκλος βρίσκεται έξω από τον άλλο. 
 

 
 

Η σχέση των ακτίνων των δύο κύκλων (𝐾, 𝑅) και (𝛬, 𝜌) σε σχέση με τη διάκεντρο 
𝛿 είναι: 

𝑅 + 𝜌 < 𝛿 
x Αν δύο κύκλοι δεν έχουν κανένα κοινό σημείο και το μήκος της διακέντρου είναι 

μικρότερο από τη διαφορά των ακτίνων τους, τότε είναι ξένοι εσωτερικά. 
Δηλαδή, ο ένας κύκλος βρίσκεται μέσα στον άλλο. 
 

 
 

Η σχέση των ακτίνων των δύο κύκλων (𝐾, 𝑅) και (𝛬, 𝜌) σε σχέση με τη διάκεντρο 
𝛿 είναι: 

𝑅 − 𝜌 > 𝛿 
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Σχέση 
διακέντρου – ακτινών 

(𝑹 ≥ 𝝆) 
Σχετική θέση δύο κύκλων Σχήμα 

𝑅 − 𝜌 < 𝛿 < 𝑅 + 𝜌 
Οι κύκλοι (𝛫, 𝑅) και (𝛬, 𝜌) 
τέμνονται. 

 

𝛿 = 𝑅 + 𝜌 
Οι κύκλοι (𝛫, 𝑅) και (𝛬, 𝜌) 
εφάπτονται εξωτερικά. 

 

𝛿 = 𝑅 − 𝜌 
Οι κύκλοι (𝛫, 𝑅) και (𝛬, 𝜌) 
εφάπτονται εσωτερικά. 

 

𝛿 > 𝑅 + 𝜌 
Οι κύκλοι (𝛫, 𝑅) και (𝛬, 𝜌) είναι 
ξένοι εξωτερικά. 

 

𝛿 < 𝑅 − 𝜌 
Οι κύκλοι (𝛫, 𝑅) και (𝛬, 𝜌) είναι 
ξένοι εσωτερικά. 

 
 

Παράδειγμα 1 
Να βρείτε τη σχετική θέση των δύο κύκλων σε καθεμιά από τις πιο κάτω περιπτώσεις: 

(α) Κύκλοι (𝛫, 𝑅 = 4 cm) και (𝛬, 𝜌 = 6 cm) με απόσταση 𝛫𝛬 = 7 cm. 
(β) Κύκλοι (𝛫, 𝑅 = 4 cm) και (𝛬, 𝜌 = 6 cm) με απόσταση 𝛫𝛬 = 10 cm. 
 
Λύση 
(α) Αφού 𝑅 + 𝜌 = 6 + 4 = 10 cm, |𝑅 − 𝜌| = 2 cm και 𝛿 = 7 cm, έχουμε: 

|𝑅 − 𝜌| < 𝛿 < 𝑅 + 𝜌 
Επομένως, οι κύκλοι τέμνονται σε δύο σημεία. 

(β) Αφού 𝛿 = 10 cm και 𝑅 + 𝜌 = 10 cm, έχουμε: 
𝑅 + 𝜌 = 𝛿 

Επομένως, οι κύκλοι εφάπτονται εξωτερικά.  
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Δραστηριότητες 
 
1. Να βρείτε τη σχετική θέση των δύο κύκλων σε καθεμιά από τις πιο κάτω 

περιπτώσεις: 
(α) Κύκλοι (𝛫, 3 cm) και (𝛬, 5 cm) με απόσταση 𝛫𝛬 = 8 cm. 
(β) Κύκλοι (𝛫, 3 cm) και (𝛬, 5 cm) με απόσταση 𝛫𝛬 = 10 cm. 
(γ) Κύκλοι (𝛫, 3 cm) και (𝛬, 5 cm) με απόσταση 𝛫𝛬 = 1 cm. 
(δ) Κύκλοι (𝛭, 5 cm) και (𝛮, 8 cm) με απόσταση 𝛭𝛮 = 3 cm. 
(ε) Κύκλοι (𝛭, 2 cm) και (𝛮, 3 cm) με απόσταση 𝛭𝛮 = 4 cm. 
(στ) Κύκλοι (𝛭, 4 cm) και (𝛮, 7 cm) με απόσταση 𝛭𝛮 = 12 cm. 
(ζ) Κύκλοι (𝛭, 4 cm) και (𝛮, 7 cm) με απόσταση 𝛭𝛮 = 3 cm. 
(η) Κύκλοι (𝛭, 4 cm) και (𝛮, 6 cm) με απόσταση 𝛭𝛮 = 10 cm. 
 

2. Να υπολογίσετε το μήκος της διακέντρου των κύκλων (𝛫, 4 cm) και (𝛬, 5 cm), 
ώστε: 
(α) οι κύκλοι να εφάπτονται εξωτερικά 
(β) οι κύκλοι να εφάπτονται εσωτερικά. 
 

3. Δίνεται κύκλος με κέντρο (𝛬, 10 km) και κύκλος (𝛭, 18 km). Αν οι δύο κύκλοι έχουν 
δύο κοινά σημεία, να βρείτε το διάστημα στο οποίο ανήκουν οι τιμές του μήκους 
𝛭𝛬. 
 

4. Να κατασκευάσετε τους κύκλους σε καθεμιά από τις πιο κάτω περιπτώσεις. Στη 
συνέχεια, να βρείτε τη σχετική θέση των δύο κύκλων: 
(α) Κύκλοι (𝛫, 3 cm) και (𝛬, 4 cm) με απόσταση 𝛫𝛬 = 7 cm. 
(β) Κύκλοι (𝛫, 3 cm) και (𝛬, 4 cm) με απόσταση 𝛫𝛬 = 8 cm. 
(γ) Κύκλοι (𝛫, 3 cm) και (𝛬, 4 cm) με απόσταση 𝛫𝛬 = 6 cm. 
(δ) Κύκλοι (𝛫, 3 cm) και (𝛬, 4 cm) με απόσταση 𝛫𝛬 = 1 cm. 
(ε) Κύκλοι (𝛫, 3 cm) και (𝛬, 4 cm) με απόσταση 𝛫𝛬 = 2 cm. 

 
5. Στο διπλανό σχήμα, να γράψετε τη 

σχετική θέση μεταξύ των κύκλων: 
(α) (𝛢, 𝛢𝛫) και (𝛪, 𝛪𝛫) 
(β) (𝛢, 𝛢𝛫) και (𝛦, 𝛦𝛭) 
(γ) (𝛢, 𝛢𝛫) και (𝛨, 𝛨𝛬) 
(δ) (𝛦, 𝛦𝛬) και (𝛨, 𝛨𝛬) 
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3.2  ΕΓΓΕΓΡΑΜΜΕΝΕΣ – ΕΠΙΚΕΝΤΡΕΣ ΓΩΝΙΕΣ 

 
Στο πιο κάτω σχήμα, φαίνεται η κάτοψη μιας αίθουσας κινηματογράφου. 
 

 
 
Ένας φωτογράφος τοποθέτησε μια φωτογραφική μηχανή (𝛢), που έχει άνοιγμα 
φακού 36°, στο μέσο της τελευταίας σειράς έτσι ώστε να βλέπει όλη την οθόνη, όπως 
φαίνεται στο σχήμα. Στη συνέχεια, θα τοποθετήσει ακόμα μια φωτογραφική μηχανή 
(𝛣) με φακό ανοίγματος 72°. 

(α) Σε ποιες άλλες θέσεις θα μπορούσε να τοποθετήσει τη φωτογραφική μηχανή (𝛢), 
ώστε να καλύπτει ολόκληρη την οθόνη; 

(β) Σε ποια θέση πρέπει να τοποθετήσει τη φωτογραφική μηχανή (𝛣), ώστε να 
καλύπτει ολόκληρη την οθόνη; 

 

 
Να ανοίξετε το αρχείο «ALyk_En03_DGeoorthi.ggb». 
 

 
 

x Να μετακινήσετε την κορυφή 𝛤 σε διάφορες θέσεις. 
x Πότε νομίζετε ότι η γωνία 𝛤 γίνεται ορθή; 

Εξερεύνηση 
ΠαρατήΔρ

ηση 

 

Διερεύνηση 1 
ΠαρατήΔρηση 
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Να ανοίξετε το αρχείο «ALyk_En03_DGeoEggegrammeniEpikentri.ggb». 
 

 
 

x Να βρείτε τη σχέση που συνδέει το μέτρο της εγγεγραμμένης γωνίας με το μέτρο 
της αντίστοιχης επίκεντρης γωνίας. 

 
Να ανοίξετε το αρχείο «AlykEn03_DGeoEggegrameniIdioToxo.ggb». 
 

 
 

x Να βρείτε τη σχέση που συνδέει το μέτρο των εγγεγραμμένων γωνιών που 
βαίνουν στο ίδιο τόξο. 

  

Διερεύνηση 2 
ΠαρατήΔρησ

η 
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Να ανοίξετε το αρχείο «ALyk_En03_IsaToxa.ggb». 
 

 
 

x Να συγκρίνετε τα τόξα που περιέχονται μεταξύ δύο παράλληλων ευθειών. 

 

 
Να ανοίξετε το αρχείο «ALyk_En03_Tetrapleyro.ggb». 
 

 
 
x Να μετακινήσετε την κορυφή 𝛢 του τετραπλεύρου 𝛢𝛣𝛤𝛥 σε διάφορες θέσεις στον 

κύκλο. 
x  Να συγκρίνετε τις απέναντι γωνίες του τετραπλεύρου 𝛢𝛣𝛤𝛥. 
  

Διερεύνηση 3 
ΠαρατήΔρησ

η 

 

Διερεύνηση 4 
ΠαρατήΔρησ

η 
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Ορισμός 
Εγγεγραμμένη γωνία κύκλου ονομάζεται η γωνία που η κορυφή της είναι σημείο του 
κύκλου και οι πλευρές της είναι τέμνουσες του κύκλου. 
 

 
 
 

Παρατηρήσεις 

x Αν 𝛣 και 𝛤 είναι τα σημεία τομής 
της 𝑥𝐴𝑦 με τον κύκλο, τότε θα 
λέμε ότι η εγγεγραμμένη γωνία 
𝛣𝛢𝛤 βαίνει στο τόξο 𝛣𝛤. 

 

x Σε κάθε τόξο αντιστοιχούν άπειρες 
εγγεγραμμένες γωνίες. 

 

x Σε κάθε τόξο αντιστοιχεί μόνο μία 
επίκεντρη γωνία. 

 



94 Ενότητα 03:  Κύκλος 
 

Θεώρημα 
Κάθε εγγεγραμμένη γωνία κύκλου είναι ίση με το μισό της επίκεντρης γωνίας που 
βαίνει στο ίδιο τόξο. 
 
Απόδειξη 
Έστω κύκλος (𝛰, 𝑅) και ένα τόξο του 𝛢𝛣. Ας θεωρήσουμε την αντίστοιχη επίκεντρη 
γωνία 𝛢𝛰𝛣 και σημείο 𝛤 του κύκλου που δεν ανήκει στο τόξο 𝛢𝛣. Τότε, θα 
αποδείξουμε ότι 𝛢𝛰𝛣 = 2𝛢𝛤𝛣. 
 
Διακρίνουμε τις πιο κάτω περιπτώσεις: 
x Μελετούμε πρώτα την περίπτωση όπου το κέντρο 𝛰 

του κύκλου (𝛰, 𝑅) ανήκει σε μιαν πλευρά της 
εγγεγραμμένης γωνίας 𝛢𝛤𝛣, όπως φαίνεται στο 
διπλανό σχήμα. 
 
Το τρίγωνο 𝛣𝛰𝛤 είναι ισοσκελές, με 𝛣𝛰 = 𝛤𝛰. Άρα: 

𝛣𝛤𝛰 = 𝛤𝛣𝛰 
 
Η επίκεντρη γωνία 𝛢𝛰𝛣 είναι εξωτερική του 
ισοσκελούς τριγώνου 𝛣𝛰𝛤. Επομένως, ισχύει ότι: 

𝛢𝛰𝛣 = 𝛣𝛤𝛰 + 𝛤𝛣𝛰 
 
Από τις δύο πιο πάνω σχέσεις, παίρνουμε ότι: 

𝛢𝛰𝛣 = 𝛣𝛤𝛰 + 𝛤𝛣𝛰 = 2𝛣𝛤𝛰 = 2𝛢𝛤𝛣 
 

x Μελετούμε την περίπτωση όπου το κέντρο 𝛰 του 
κύκλου (𝛰, 𝑅) βρίσκεται στο εσωτερικό της 
εγγεγραμμένης γωνίας 𝛢𝛤𝛣. Φέρουμε την ευθεία 𝛤𝛰, 
όπως φαίνεται στο διπλανό σχήμα. Παρατηρούμε ότι 
δημιουργούνται δύο ισοσκελή τρίγωνα, τα 𝛢𝛰𝛤 και 
𝛣𝛰𝛤. Η επίκεντρη γωνία 𝐴𝛰𝐵 χωρίζεται σε δύο γωνίες, 
τις 𝑥1 και 𝑥2, οι οποίες είναι εξωτερικές γωνίες των 
ισοσκελών τριγώνων 𝛢𝛰𝛤 και 𝛣𝛰𝛤, αντίστοιχα. 
Έχουμε: 

𝑥1 = 𝛤1 + 𝛢 = 2𝛤1 
𝑥2 = 𝛤2 + 𝛣 = 2𝛤2 

 
Προσθέτοντας κατά μέλη τις δύο πιο πάνω εξισώσεις, έχουμε: 

𝑥1 + 𝑥2 = 2𝛤1 + 2𝛤2 = 2 𝛤1 + 𝛤2 ⇒ 𝛢𝑂𝛣 = 2𝛢𝛤𝛣 
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x Τέλος, μελετούμε την περίπτωση όπου το κέντρο 𝛰 του 
κύκλου (𝛰, 𝑅) βρίσκεται στο εξωτερικό της 
εγγεγραμμένης γωνίας 𝛢𝛤𝛣, όπως φαίνεται στο 
διπλανό σχήμα. 
 
Φέρουμε την ευθεία 𝛤𝛰, η οποία τέμνει ξανά τον κύκλο 
(𝛰, 𝑅) στο σημείο 𝛤 . Το τρίγωνο 𝛣𝛰𝛤 είναι ισοσκελές, 
με 𝛣𝛰 = 𝛤𝛰. Άρα: 

𝛣𝛤𝛰 = 𝛤𝛣𝛰 
 
Η επίκεντρη γωνία 𝛣𝛰𝛤  είναι εξωτερική του ισοσκελούς τριγώνου 𝛣𝛰𝛤. 
Επομένως, ισχύει ότι: 

𝛣𝛰𝛤 = 𝛣𝛤𝛰 + 𝛤𝛣𝛰 
 
Επιπλέον, ισχύει ότι: 

𝛢𝛰𝛤 = 2𝛢𝛤𝛤  
 
Από τις πιο πάνω σχέσεις, παίρνουμε ότι: 

𝛣𝛰𝛤 = 𝛣𝛤𝛰 + 𝛤𝛣𝛰 = 2𝛣𝛤𝛰 = 2𝐵𝛤𝐴 + 2𝐴𝛤𝛤 = 2𝐵𝛤𝐴 + 𝛢𝛰𝛤  
⇒ 𝛣𝛰𝛤 − 𝛢𝛰𝛤 = 2𝐵𝛤𝐴 ⇒ 𝐴𝛰𝐵 = 2𝐴𝛤𝐵 

 
 
Από το πιο πάνω Θεώρημα, προκύπτουν άμεσα κάποια πορίσματα. 
 
Πορίσματα 
x Κάθε εγγεγραμμένη γωνία κύκλου που βαίνει σε ημικύκλιο είναι ορθή. 
 

 
 
 Για παράδειγμα, η γωνία 𝛣𝛢𝛤 είναι ορθή, αφού η αντίστοιχη επίκεντρη γωνία 𝛣𝛰𝛤 

είναι ευθεία γωνία. 
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x Εγγεγραμμένες γωνίες κύκλου που βαίνουν στο ίδιο τόξο είναι ίσες μεταξύ τους. 
 

 
 
 Για παράδειγμα, οι εγγεγραμμένες γωνίες 𝛥𝛢𝛦, 𝛥𝛣𝛦 και 𝛥𝛤𝛦 που βαίνουν στο ίδιο 

τόξο 𝛥𝛦 είναι ίσες, διότι: 

𝛥𝛢𝛦 =
𝛥𝛰𝛦

2
,   𝛥𝛣𝛦 =

𝛥𝛰𝛦
2

 ,   𝛥𝛤𝛦 =
𝛥𝛰𝛦

2
 

x Εγγεγραμμένες γωνίες που βαίνουν σε ίσα τόξα ίσων κύκλων ή του ίδιου κύκλου 
είναι ίσες μεταξύ τους και αντίστροφα. 

 

 
 

 Για παράδειγμα, 𝛣𝛢𝛤 = 𝛣 𝛢 𝛤 ⇔ 𝛣𝛤 = 𝐵 𝛤 . 
x Τόξα που περιέχονται μεταξύ δύο παράλληλων χορδών είναι ίσα. 
 

 
 

 Για παράδειγμα, 𝛢𝛣 ∥ 𝛤𝛥 ⇒ 𝛣𝛤 = 𝛢𝛥. 
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Ορισμός 
Ένα τετράπλευρο λέγεται εγγεγραμμένο σε κύκλο, όταν οι κορυφές του είναι σημεία 
του κύκλου. 
 

 
 
Θεώρημα 
Κάθε τετράπλευρο εγγεγραμμένο σε κύκλο έχει τις απέναντι γωνίες 
παραπληρωματικές. 
 
Απόδειξη 
Η εγγεγραμμένη γωνία 𝛢 βαίνει στο τόξο 𝛣𝛤𝛥. Άρα, 

𝛢 =
 𝛣𝛤𝛥

2
 , 

αφού το μέτρο κάθε εγγεγραμμένης γωνίας ισούται με το 
μισό του μέτρου του αντίστοιχου τόξου. 
 
Με τον ίδιο τρόπο, προκύπτει ότι: 

 𝛤 =
 𝛣𝛢𝛥

2
 

Επομένως, έχουμε ότι: 

𝛢 + 𝛤 =
 𝛣𝛤𝛥

2
+

 𝛣𝛢𝛥
2

=
360°

2
= 180° 

 
Ομοίως, αποδεικνύεται ότι 𝛣 + 𝛥 = 180°. 
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Παράδειγμα 1 
Να υπολογίσετε τη γωνία 𝑥 στο πιο κάτω σχήμα. 
 

 
 
Λύση 

Η εγγεγραμμένη γωνία 𝛣𝛢𝛤 βαίνει στο μικρό τόξο 𝛣𝛤. Επίσης, η επίκεντρη γωνία 𝛣𝛰𝛤 
βαίνει στο μικρό τόξο 𝛣𝛤. Επομένως: 

𝛣𝛢𝛤 =
2

                                 (Θεώρημα εγγεγραμμένης και  

αντίστοιχης επίκεντρης γωνίας) 

⇒ 62° =
𝑥
2

⇒ 𝑥 = 124° 

 

Παράδειγμα 2 
Να υπολογίσετε τις γωνίες 𝑥 και 𝑦 στο πιο κάτω σχήμα. 
 

 
 
Λύση 
Οι γωνίες 𝛤 και 𝛥 είναι ίσες, γιατί βαίνουν στο ίδιο τόξο, το μικρό τόξο 𝛢𝛣. 
Άρα, 𝑥 = 31°. 
 
Οι γωνίες 𝛢 και 𝛣 είναι ίσες, γιατί βαίνουν στο ίδιο τόξο, το μικρό τόξο 𝛤𝛥. 
Άρα, 𝑦 = 52°. 
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Παράδειγμα 3 
Να υπολογίσετε τη γωνία 𝑥 στο πιο κάτω σχήμα. 
 

 
 

Λύση 
Οι γωνίες 𝛢 και 𝛤 είναι παραπληρωματικές, ως απέναντι γωνίες στο εγγεγραμμένο 
τετράπλευρο 𝛢𝛣𝛤𝛥. 
Επομένως: 

𝛢 + 𝛤 = 180° ⇒ 𝑥 + 2𝑥 = 180° ⇒ 3𝑥 = 180° ⇒ 𝑥 = 60° 
 
Παράδειγμα 4 
Ένα τετράπλευρο 𝛢𝛣𝛤𝛥 είναι εγγεγραμμένο σε κύκλο με 𝐴𝐵 = 90°, 𝐵𝛤 = 130° και 
𝛤𝛥 = 60°, όπως φαίνεται στο πιο κάτω σχήμα. Να υπολογίσετε τις γωνίες του 
τετραπλεύρου 𝛢𝛣𝛤𝛥. 
 

 

 
Λύση 
Αρχικά, έχουμε ότι: 

𝐴𝐵 + 𝐵𝛤 + 𝛤𝛥 + 𝛥𝛢 = 360∘ ⇒ 90∘ + 130∘ + 60∘ + 𝛥𝛢 = 360∘ ⇒ 𝛥𝛢 = 80∘ 
 
Η γωνία 𝛣𝛢𝛥 είναι εγγεγραμμένη στον κύκλο και αντιστοιχεί στο τόξο 𝛣𝛤𝛥 = 190∘. 
Άρα, 𝛣𝛢𝛥 = 95∘, αφού το μέτρο μίας εγγεγραμμένης σε κύκλο γωνίας είναι ίσο με το 
μισό μέτρο του αντίστοιχου τόξου του κύκλου. 
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Με ανάλογο τρόπο, παίρνουμε ότι 𝛢𝛣𝛤 = 70∘, 𝛣𝛤𝛥 = 85∘ και 𝛤𝛥𝛢 = 110∘, εφόσον 
𝛢𝛥𝛤 = 140∘, 𝛥𝛢𝛣 = 170∘ και 𝛢𝛣𝛤 = 220∘. 
 
Εναλλακτικά, βρίσκουμε αρχικά ότι 𝛣𝛢𝛥 = 95∘ και 𝛢𝛥𝛤 = 110∘. Ακολούθως, 
συμπεραίνουμε άμεσα ότι 𝛣𝛤𝛥 = 85∘ και 𝛢𝛣𝛤 = 70∘, χρησιμοποιώντας το θεώρημα 
«Ένα κυρτό τετράπλευρο που είναι εγγεγραμμένο σε κύκλο έχει τις απέναντι γωνίες 
παραπληρωματικές». Έτσι, με αυτόν τον τρόπο αποφεύγουμε τον υπολογισμό του 
μέτρου του μικρού τόξου 𝛥𝛢. 
  



 

Ενότητα 03:  Κύκλος 101 
 

Δραστηριότητες 
 
1. Να υπολογίσετε τις γωνίες 𝑥 και 𝑦 σε καθεμιά από τις πιο κάτω περιπτώσεις: 

 
(α) 

 

(β) 

 

(γ) 

 

(δ) 

 
(ε) 

 

(στ) 

 
(ζ) 

 

(η 
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2. Να χαρακτηρίσετε με ΣΩΣΤΟ ή ΛΑΘΟΣ καθεμιά από τις πιο κάτω προτάσεις και να 
δικαιολογήσετε την απάντησή σας. 
(α)  Δύο εγγεγραμμένες γωνίες που βαίνουν στο ίδιο τόξο 

είναι ίσες. ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

(β)  Δύο εγγεγραμμένες γωνίες που είναι ίσες βαίνουν 
σίγουρα στο ίδιο τόξο. ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

(γ)  Αν μία εγγεγραμμένη γωνία είναι ορθή, τότε βαίνει σε 
ημικύκλιο. ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

(δ)  Σε κύκλους (𝛫, 4) και (𝛬, 8) αν οι επίκεντρες γωνίες τους 
𝛢𝛫𝛣  και 𝛤𝛬𝛥 είναι αντίστοιχα ίσες, τότε και οι 
επίκεντρες βαίνουν σε ίσα τόξα. 

ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

 
3. Στο πιο κάτω σχήμα, το σημείο 𝛫 είναι το κέντρο του κύκλου και η γωνία 𝛢𝛣𝛤 έχει 

μέτρο 60°. Να υπολογίσετε το μέτρο της γωνίας 𝛢𝛫𝛤 και το μέτρο του μικρότερου 
τόξου 𝛢𝛤. 
 

 
 

4. Στο πιο κάτω σχήμα, το μέτρο του μικρότερου τόξου 𝛢𝛤 του κύκλου (𝛫, 𝜌) είναι 
140°. Να βρείτε τα μέτρα των γωνιών 𝛢𝛫𝛤 και 𝛢𝛣𝛤 
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5. Να χαρακτηρίσετε με ΣΩΣΤΟ ή ΛΑΘΟΣ καθεμιά από τις πιο κάτω προτάσεις και να 
δικαιολογήσετε την απάντησή σας. 
(α)  Αν το τρίγωνο 𝛢𝛣𝛤 είναι εγγεγραμμένο σε κύκλο και 

ισχύει ότι 𝛢 = 70° και 𝛣 = 60°, τότε το μέτρο του τόξου 
𝛢𝛣 είναι 100°. 

ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

(β)  Αν 𝜑 και 𝜔 είναι η εγγεγραμμένη και η επίκεντρη γωνία 
αντίστοιχα που βαίνουν στο ίδιο τόξο ενός κύκλου, 
τότε ισχύει 𝜑 = 2𝜔. 

ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

(γ)  Τα σημεία 𝛢, 𝛣 και 𝛤 είναι διαδοχικά πάνω σε κύκλο, 
έτσι ώστε τα τόξα 𝛢𝛣, 𝛣𝛤 και 𝛤𝛢 να είναι ίσα μεταξύ 
τους. Το μέτρο του τόξου 𝛢𝛣𝛤 είναι 240°. 

ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

(δ)  Αν ένα παραλληλόγραμμο είναι εγγεγραμμένο σε κύκλο, 
τότε είναι ορθογώνιο. ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

(ε)  Αν το τετράπλευρο 𝛢𝛣𝛤𝛥 είναι εγγεγραμμένο σε κύκλο 
και ισχύει ότι 𝛢 = 2𝛣, τότε 𝛢 = 60°. ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

(στ)  Αν 𝛴 είναι σημείο εκτός ενός κύκλου και οι τέμνουσες 
𝛴𝛢𝛣, 𝛴𝛤𝛥 του κύκλου σχηματίζουν τόξα 𝛢𝛣 = 30° και 
𝛤𝛥 = 70°, τότε ισχύει ότι 𝛴 = 20°. 

ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

 
6. Στο πιο κάτω σχήμα, το σημείο 𝛫 είναι το κέντρο του κύκλου και η γωνία 𝛢𝛫𝛤 έχει 

μέτρο 150°. Να υπολογίσετε το μέτρο της γωνίας 𝛢𝛣𝛤 και το μέτρο του 
μεγαλύτερου τόξου 𝛢𝛤. 
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7. Στο πιο κάτω σχήμα, το σημείο 𝛫 είναι το κέντρο του κύκλου και η γωνία 𝛢𝛣𝛤 έχει 
μέτρο 60°. Να υπολογίσετε τα μέτρα των γωνιών του τριγώνου 𝛢𝛫𝛤. 
 

 
 

8. Το ισοσκελές τρίγωνο 𝛢𝛣𝛤 (𝛢𝛣 = 𝛢𝛤 = 4 cm) είναι εγγεγραμμένο σε κύκλο (𝛫, 𝜌). 
Αν η πλευρά 𝛣𝛤 του τριγώνου είναι διάμετρος του κύκλου, τότε να υπολογίσετε 
την ακτίνα 𝜌 του κύκλου. 
 

 
 

9. Στο πιο κάτω σχήμα, δίνεται κύκλος (𝛫, 𝑅) και 𝛢𝛤 = 𝛥𝛤. Να αποδείξετε ότι οι 
γωνίες 𝛤𝛦𝛥 και 𝛢𝛣𝛤 είναι ίσες. 
 

 

  



 

Ενότητα 03:  Κύκλος 105 
 

2.3  ΘΕΩΡΗΜΑ ΧΟΡΔΗΣ ΚΑΙ ΕΦΑΠΤΟΜΕΝΗΣ 

 
Να ανοίξετε το αρχείο «ALyk_En03_DGeoXordiEfaptomeni.ggb» ή να κατασκευάσετε σε 
χαρτί έναν κύκλο (𝛫, 𝑅). 
 

 
 

x Να εγγράψετε στον κύκλο (𝛫, 𝑅) τρίγωνο 𝛢𝛣𝛤 (𝛢, 𝛣, 𝛤 σημεία του κύκλου). 
x Να φέρετε την εφαπτομένη 𝛣𝛥 του κύκλου (𝛫, 𝑅) στο σημείο 𝛣. 
x Να μετρήσετε τις γωνίες 𝛤𝛣𝛥 και 𝛤𝛢𝛣. 
x Ποια είναι η σχέση μεταξύ των γωνιών 𝛤𝛣𝛥 και 𝛤𝛢𝛣; 
x Να μετακινήσετε τις κορυφές του τριγώνου σε διάφορες θέσεις. 
x Να αλλάξετε το μέγεθος του κύκλου. 
 

Θεώρημα 
Η γωνία που σχηματίζεται από μια χορδή ενός κύκλου και την εφαπτομένη στο ένα 
άκρο της είναι ίση με κάθε εγγεγραμμένη γωνία του κύκλου που βαίνει στο τόξο, το 
οποίο βρίσκεται μεταξύ των πλευρών της γωνίας. 
 

 
 
Για παράδειγμα, στο πιο πάνω σχήμα, έχουμε ότι 𝜔 = 𝜑. 

Διερεύνηση 
ΠαρατήΔρ

ηση 
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Παράδειγμα 1 
Στο πιο κάτω σχήμα, η ευθεία (𝜀) είναι η εφαπτομένη του κύκλου στο σημείο 𝛢. Να 
υπολογίσετε το μέτρο της γωνίας 𝑥. 
 

 
 

Λύση 
Η οξεία γωνία 𝑥 σχηματίζεται από τη χορδή 𝛢𝛤 του κύκλου και την εφαπτομένη (𝜀) 
του κύκλου στο άκρο 𝛢 της χορδής 𝛢𝛤. 
Άρα, από το Θεώρημα Χορδής και Εφαπτομένης, η γωνία 𝑥 είναι ίση με την 
εγγεγραμμένη γωνία 𝛢𝐵𝛤 = 45∘, η οποία βαίνει στο μικρότερο τόξο της χορδής 𝛢𝛤. 
Δηλαδή, 𝑥 = 45∘. 
 

Παράδειγμα 2 
Στο πιο κάτω σχήμα, η γωνία 𝛢 βαίνει σε ημικύκλιο και η ευθεία (𝜀) είναι η 
εφαπτομένη του κύκλου στο σημείο 𝛤. Να υπολογίσετε τις τιμές των 𝑥, 𝑦 και 𝑧. 
 

 
 

Λύση 
Η γωνία 𝛢 βαίνει σε ημικύκλιο. Επομένως, 𝑦 = 90°. 
Έχουμε ότι: 

4𝑥 + 𝑥 + 90° = 180°                        (Άθροισμα γωνιών τριγώνου) 
⇒ 5𝑥 = 90° ⇒ 𝑥 = 18° 
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1ος τρόπος 
Από το Θεώρημα Χορδής και Εφαπτομένης, προκύπτει ότι: 

𝑧 = 𝛣 = 4𝑥 ⇒ 𝑧 = 72° 
 
2ος τρόπος 
Οι γωνίες 𝑥 και 𝑧 είναι συμπληρωματικές, εφόσον γνωρίζουμε ότι η 𝛫𝛤 είναι κάθετη 
στην εφαπτομένη. 
Επομένως: 

𝑧 = 90° − 𝑥 ⇒ 𝑧 = 90° − 18° ⇒ 𝑧 = 72° 
 

Παράδειγμα 3 
Από σημείο 𝛦 εκτός του κύκλου (𝛫, 𝜌) φέρουμε εφαπτόμενα τμήματα 𝛦𝛢 και 𝛦𝛣 προς 
τον κύκλο. Να αποδείξετε ότι 𝛦𝛢 = 𝛦𝛣. 

 
Λύση 
Τα 𝛦𝛢 και 𝛦𝛣 είναι εφαπτόμενα τμήματα του κύκλου και οι 𝛤𝛢 και 𝛤𝛣 είναι χορδές 
κύκλου με το σημείο 𝛤 να είναι τυχαίο και να ανήκει στον κύκλο, όπως φαίνεται στο 
πιο κάτω σχήμα. 
 

 

 
Από το Θεώρημα Χορδής και Εφαπτομένης, προκύπτει ότι: 

𝛦𝛢𝛣 = 𝛢𝛤𝛣
𝛦𝛣𝛢 = 𝛢𝛤𝛣

⇒ 𝛦𝛢𝛣 = 𝛦𝛣𝛢 

Άρα, το τρίγωνο 𝛦𝛢𝛣 είναι ισοσκελές με 𝛦𝛢 = 𝛦𝛣. 
 
Παρατήρηση 
Τα εφαπτόμενα τμήματα που άγονται από σημείο έξω από τον κύκλο είναι ίσα μεταξύ 
τους. 
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Δραστηριότητες 
 
1. Να υπολογίσετε την τιμή του 𝑥 για καθεμιά από τις πιο κάτω περιπτώσεις, αν η 

ευθεία (𝜀) είναι εφαπτομένη του κύκλου. 
(α) 

 

(β) 

 
(γ) 

 

(δ) 

 
 
 

2. Στο πιο κάτω σχήμα, η ευθεία (𝜀) είναι εφαπτομένη του κύκλου (𝛫, 𝜌) και η γωνία 
𝛢𝛫𝛤 έχει μέτρο 𝛢𝛫𝛤 = 140°. Να υπολογίσετε τα μέτρα των γωνιών 𝛢𝛣𝛤 και 𝛥𝛢𝛤. 
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3. Στο πιο κάτω σχήμα, η ευθεία (𝜀) είναι εφαπτομένη του κύκλου (𝛫, 𝜌) και το 
μικρότερο τόξο 𝛢𝛤 έχει μέτρο 𝛢𝛤 = 120°. Να υπολογίσετε τα μέτρα των γωνιών 
𝛢𝛣𝛤 και 𝛥𝛢𝛤. 
 

 
 

4. Να υπολογίσετε τις τιμές των 𝑥 και του 𝑦, για καθεμιά από τις πιο κάτω 
περιπτώσεις, αν (𝜀) είναι εφαπτομένη του κύκλου. 
(α)   

 

(β)   

 
(γ)   

 

  

 
 

5. Δίνεται κύκλος (𝛫, 4 cm) και η χορδή του 𝛢𝛣. Στο σημείο 𝛣 φέρουμε 
την εφαπτομένη του 𝛣𝛦. Η οξεία γωνία που σχηματίζει η χορδή 𝛢𝛣 με την 𝛣𝛦 
είναι 𝛦𝐵𝐴 = 70°. Να υπολογίσετε τη γωνία 𝛢𝛫𝛣. 
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6. Από σημείο 𝛢  που βρίσκεται εκτός του κύκλου (𝛫, 𝛲) φέρουμε τα εφαπτόμενα 
τμήματα 𝛢𝛣 και 𝛢𝛤.  Αν η γωνία 𝛣𝛢𝛤 = 58°, να υπολογίσετε το μέτρο του τόξου 
𝛣𝛤 που αντιστοιχεί στην κυρτή γωνία 𝛣𝛫𝛤. 
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Περίληψη 
 

1. Διάκεντρος δύο κύκλων (𝛫, 𝑅) και (𝛬, 𝜌) ονομάζεται το ευθύγραμμο τμήμα 
που ενώνει τα κέντρα των δύο κύκλων. Το μήκος της συμβολίζεται με 𝛿. 
Για παράδειγμα, στους κύκλους (𝐾, 𝑅) και (𝛬, 𝜌) ισχύει ότι 𝛿 = 𝛫𝛬. 
 

 
 

2. Σχετική θέση δύο κύκλων 
Σχέση 

διακέντρου – 
ακτινών 
(𝑹 ≥ 𝝆) 

Σχετική θέση δύο κύκλων Σχήμα 

𝑅 − 𝜌 < 𝛿 < 𝑅 + 𝜌 
Οι κύκλοι (𝛫, 𝑅) και (𝛬, 𝜌) 
τέμνονται. 

 

𝛿 = 𝑅 + 𝜌 
Οι κύκλοι (𝛫, 𝑅) και (𝛬, 𝜌) 
εφάπτονται εξωτερικά. 

 

𝛿 = 𝑅 − 𝜌 
Οι κύκλοι (𝛫, 𝑅) και (𝛬, 𝜌) 
εφάπτονται εσωτερικά. 

 

𝛿 > 𝑅 + 𝜌 
Οι κύκλοι (𝛫, 𝑅) και (𝛬, 𝜌) 
είναι ξένοι εξωτερικά. 

 

𝛿 < 𝑅 − 𝜌 
Οι κύκλοι (𝛫, 𝑅) και (𝛬, 𝜌) 
είναι ξένοι εσωτερικά. 
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3. Εγγεγραμμένη γωνία κύκλου ονομάζεται η γωνία που η κορυφή της είναι 
σημείο του κύκλου και οι πλευρές της είναι τέμνουσες του κύκλου. 

 

Παρατηρήσεις 

x Αν 𝛣 και 𝛤 είναι τα σημεία 
τομής της 𝑥𝐴𝑦 με τον κύκλο, 
τότε θα λέμε ότι η 
εγγεγραμμένη γωνία 𝛣𝛢𝛤 βαίνει 
στο τόξο 𝛣𝛤. 

 

x Σε κάθε τόξο αντιστοιχούν 
άπειρες εγγεγραμμένες γωνίες. 

 

x Σε κάθε τόξο αντιστοιχεί μόνο 
μία επίκεντρη γωνία. 

 

4. Θεώρημα 
Κάθε εγγεγραμμένη γωνία κύκλου είναι ίση με το μισό της επίκεντρης γωνίας 
που βαίνει στο ίδιο τόξο. 
 

 
Για παράδειγμα, 𝛣𝛢𝛤 = 1

2
𝛣𝛰𝛤. 
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5. Πορίσματα 
x Κάθε εγγεγραμμένη γωνία κύκλου που βαίνει σε ημικύκλιο είναι ορθή. 

 

 
 

x Εγγεγραμμένες γωνίες κύκλου που βαίνουν στο ίδιο τόξο είναι ίσες μεταξύ 
τους. 

 

 
 

x Εγγεγραμμένες γωνίες που βαίνουν σε ίσα τόξα ίσων κύκλων ή του ίδιου 
κύκλου είναι ίσες μεταξύ τους και αντίστροφα. 

 

 
 

x Τόξα που περιέχονται μεταξύ δύο παράλληλων χορδών είναι ίσα. 
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6. Ορισμός 
Ένα τετράπλευρο λέγεται εγγεγραμμένο σε κύκλο, όταν οι κορυφές του είναι 
σημεία του κύκλου. 

 

 
 

7. Θεώρημα 
Κάθε τετράπλευρο εγγεγραμμένο σε κύκλο έχει τις απέναντι γωνίες 
παραπληρωματικές. 
 

8. Θεώρημα Χορδής και Εφαπτομένης 
Η γωνία που σχηματίζεται από μια χορδή ενός κύκλου και την εφαπτομένη 
στο ένα άκρο της είναι ίση με κάθε εγγεγραμμένη γωνία του κύκλου που 
αντιστοιχεί στο τόξο, το οποίο βρίσκεται μεταξύ των πλευρών της γωνίας. 
 

 
 

Για παράδειγμα, στο πιο πάνω σχήμα, έχουμε ότι 𝜔 = 𝜑. 
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Δραστηριότητες Ενότητας 
 
1. Να υπολογίσετε τις τιμές των 𝑥 και 𝑦 σε καθεμιά από τις πιο κάτω περιπτώσεις: 

(α)  

 

(β)  

 
(γ)  

 

(δ)  

 
(ε)  

 

(στ)  

 
 

2. Ένα τετράπλευρο 𝛢𝛣𝛤𝛥 είναι εγγεγραμμένο σε κύκλο με 𝐴𝐵 = 120°, 𝐵𝛤 = 30° και 
𝛤𝛥 = 80°, όπως φαίνεται στο πιο κάτω σχήμα. Να υπολογίσετε τις γωνίες του 
τετραπλεύρου 𝛢𝛣𝛤𝛥. 
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3. Στο πιο κάτω σχήμα, να υπολογίσετε τις γωνίες του τριγώνου 𝛢𝛣𝛤. 
 

 
 

4. Στο πιο κάτω σχήμα παρουσιάζεται η κάτοψη του αγγλικού μνημείου Stonehedge, 
που είναι φτιαγμένο από βράχους. Τμήματα του μνημείου δημιουργούν δύο 
ομόκεντρους κύκλους. 
 

 
 
Να αποδείξετε ότι οι γωνίες 𝑥 και 𝑦 είναι ίσες. 
 

5. Στο πιο κάτω σχήμα, η επίκεντρη γωνία 𝛣𝛰𝛥 είναι 120∘ και η γωνία 𝛤𝛣𝛢 είναι 15∘. 
Να υπολογίσετε τις γωνίες 𝛣𝛤𝛥 και 𝛣𝛭𝛥. 
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6. Στο διπλανό σχήμα, η 𝛢𝑥 είναι εφαπτομένη του κύκλου (𝛰, 𝜌) στο σημείο του 𝛢. Αν 
δίνεται ότι 𝛤𝛢𝑥 =  85° και ∆𝛣𝛢 =  40°, τότε: 
(α) να αποδείξετε ότι 𝛣1   =  45° και 
(β) να υπολογίσετε τη γωνία 𝜑. 
 

 
 

7. Στο πιο κάτω σχήμα, δίνονται δύο ίσοι κύκλοι (𝛰, 𝜌) και (𝛫, 𝜌), με 𝛰𝛫 = 𝜌, οι 
οποίοι τέμνονται στα σημεία 𝛢 και 𝛥. 
(α) Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο 𝛰𝛢𝛫 είναι ισόπλευρο. 
(β) Να υπολογίσετε τις γωνίες του τριγώνου 𝛣𝛢𝛫. 
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Λύση Προβλήματος 
 

ΠΕΡΙΣΤΡΕΦΟΜΕΝΗ ΠΟΡΤΑ 
Μια περιστρεφόμενη πόρτα περιλαμβάνει τρία φύλλα που περιστρέφονται σε έναν 
κυκλικό χώρο. Η εσωτερική διάμετρος αυτού του χώρου είναι 2 μέτρα (200 
εκατοστόμετρα). Τα τρία φύλλα της πόρτας χωρίζουν τον χώρο σε τρεις ίσους τομείς. 
Οι πιο κάτω τρεις κατόψεις δείχνουν τα φύλλα της πόρτας σε τρεις διαφορετικές 
θέσεις. 

 
 

 
 
 
 
Ερώτηση 1: 
Ποιο είναι το άνοιγμα της γωνίας, σε μοίρες, που σχηματίζεται από δύο φύλλα της 
πόρτας; 
…………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 
Ερώτηση 2: 
Τα δύο ανοίγματα της πόρτας (τα διακεκομμένα τόξα στο 
διάγραμμα) έχουν το ίδιο μέγεθος. Στην περίπτωση που αυτά 
τα ανοίγματα είναι πολύ μεγάλα, τα περιστρεφόμενα φύλλα δεν 
μπορούν να σφραγίσουν τον χώρο και έτσι μπορεί να υπάρξει 
ελεύθερη ροή αέρα μεταξύ της εισόδου και της εξόδου, 
προκαλώντας ανεπιθύμητη απώλεια ή συσσώρευση 
θερμότητας. Αυτό φαίνεται στο διπλανό διάγραμμα.  
Ποιο είναι το μέγιστο μήκος του τόξου, σε εκατοστόμετρα (cm), 
που μπορεί να έχει κάθε άνοιγμα της πόρτας, ώστε να μην μπορεί να υπάρξει 
ελεύθερη ροή αέρα μεταξύ της εισόδου και της εξόδου; 
…………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 
Ερώτηση 3: 
Η πόρτα κάνει 4 περιστροφές σε ένα λεπτό. Υπάρχει χώρος για δύο άτομα σε καθένα 
από τους τρεις τομείς. Ποιος είναι ο μέγιστος αριθμός ατόμων που μπορούν να 
εισέλθουν από την πόρτα στο κτήριο σε 30 λεπτά; 
 

PISA 2012 

Πιθανή ροή του αέρα 
σε αυτή τη θέση. 

Έξοδος 

Είσοδος 

200 cm 

Φύλλα 
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Δραστηριότητες Εμπλουτισμού 
 
1. Να δείξετε ότι αν δύο κύκλοι εφάπτονται εσωτερικά, τότε το μήκος της 

διακέντρου είναι ίσο με τη διαφορά των ακτίνων τους. 
 

2. Να αποδείξετε ότι αν δύο κύκλοι εφάπτονται εξωτερικά, τότε το μήκος της 
διακέντρου είναι ίσο με το άθροισμα των ακτίνων τους. 
 

3. Δύο κύκλοι με κέντρα 𝛫 και 𝛬 και εφάπτονται εξωτερικά. Μια ευθεία (𝜀) 
εφάπτεται στους κύκλους στα σημεία 𝛢 και 𝛣, αντίστοιχα. Να δείξετε ότι το 
τετράπλευρο 𝛫𝛢𝛣𝛬 είναι: 
(α) τραπέζιο, όταν οι κύκλοι είναι άνισοι 
(β) ορθογώνιο, όταν οι κύκλοι είναι ίσοι. 
 

4. Να αποδείξετε ότι η διάκεντρος δύο ίσων τεμνόμενων κύκλων είναι η μεσοκάθετη 
της κοινής χορδής τους. 
 

5. Κατασκευάζουμε κύκλο (𝛫, 5 cm) και μια χορδή του 𝛢𝛣. Στην προέκταση της 𝛢𝛣 
προς το 𝛣, παίρνουμε τμήμα 𝛣𝛤 = 5 cm. H προέκταση του ευθυγράμμου τμήματος 
𝛤𝛫 προς το 𝛫 τέμνει τον κύκλο στο 𝛦. Να δείξετε ότι 𝛦𝛫𝛢 = 3 ⋅ 𝛣𝛫𝛤. 
 

 
 

6. Να υπολογίσετε την οξεία γωνία που δημιουργείται από τη χορδή 𝛢𝛣 και την 
εφαπτομένη (𝜀) του κύκλου (𝛬, 𝜌) στο σημείο 𝛢, αν ισχύει ότι 𝐴𝐾𝐵 = 5 ⋅ 𝐴𝑀𝐵. Τα 
𝛭 και 𝛫 είναι σημεία του κύκλου, όπως φαίνεται στο πιο κάτω σχήμα. 
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7. Να κατασκευάσετε κύκλο με κέντρο 𝛫 και διάμετρο 𝛢𝛣 = 7 cm. Να γράψετε ένα 
σημείο 𝛤 στην περιφέρεια του κύκλου, τέτοιο ώστε η γωνία 𝛣𝛢𝛤 = 30°. Να φέρετε 
την εφαπτομένη του κύκλου στο 𝛤 και να σημειώσετε με 𝛥 την τομή της 
εφαπτομένης με την προέκταση της 𝛢𝛣. Να δείξετε ότι το 𝛢𝛤𝛥 είναι ισοσκελές 
τρίγωνο. 
 

8. Από σημείο 𝛦 εκτός κύκλου (𝐾, 𝜌) φέρουμε την εφαπτομένη 𝛦𝛢, όπου 𝛢 είναι το 
σημείο επαφής και την τέμνουσα 𝛦𝛤𝛣. Αν 𝛢𝛣 = 𝛦𝛢, να δείξετε ότι το τρίγωνο 𝛢𝛤𝛦 
είναι ισοσκελές. 

 

 

 



ΕΝΟΤΗΤΑ 04 
ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΑ 

ΠΕΡΙΕΧΟΜΕΝΑ 

4.1 Η έννοια του διανύσματος 

4.2 Πράξεις με διανύσματα 
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4.1  Η ΕΝΝΟΙΑ ΤΟΥ ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΟΣ 

 
Το παιχνίδι του σκακιού παίζεται μεταξύ δύο αντιπάλων που κινούν εναλλάξ τα 
κομμάτια τους πάνω σε µια τετράγωνη επιφάνεια που λέγεται «σκακιέρα». Ο παίκτης 
µε τα λευκά κομμάτια αρχίζει το παιχνίδι. 
 
Ο αντικειμενικός σκοπός (στόχος) κάθε παίκτη είναι να «επιτεθεί» στον Βασιλιά του 
αντιπάλου του µε τέτοιο τρόπο, ώστε ο αντίπαλος να µην έχει κίνηση. 
 
Στο ξεκίνημα του παιχνιδιού ο ένας παίκτης έχει 16 ανοιχτόχρωμα κομμάτια (τα 
«λευκά κομμάτια») και ο άλλος έχει 16 σκουρόχρωμα κομμάτια (τα «µαύρα 
κομμάτια»). 
 

Κομμάτια Σύμβολο 
Αρχική διάταξη 
στη σκακιέρα 

Βασιλιάς 
 

 

Βασίλισσα 
 

Πύργος 
 

Αξιωματικός 
 

Άλογο 
 

Πιόνι 
 

 
Το κάθε κομμάτι μπορεί να κινηθεί σε μια νέα θέση, σύμφωνα με συγκεκριμένους 
κανόνες (κανονικές κινήσεις) που διέπουν το σκάκι. Στα πιο κάτω σχήματα φαίνονται 
ο τρόπος που κινούνται η βασίλισσα, ο πύργος, το άλογο και ο αξιωματικός.  
 

Διερεύνηση 1 
ΠαρατήΔρη

ση 
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Η βασίλισσα κινείται σε οποιοδήποτε τετράγωνο οριζόντια, κατακόρυφα και 
διαγώνια, ο πύργος κινείται σε οποιοδήποτε τετράγωνο οριζόντια και κατακόρυφα, ο 
αξιωματικός κινείται σε οποιοδήποτε τετράγωνο διαγώνια και το άλογο κινείται σε 
ένα από τα πλησιέστερα τετράγωνα από αυτό που βρίσκεται, αλλά όχι στην ίδια 
οριζόντια ή κατακόρυφη ή διαγώνιο. 

x Στη σκακιέρα 𝛢 να τοποθετήσετε μια βασίλισσα στη θέση (𝑓, 7) και να 
περιγράψετε την κίνηση της βασίλισσας σε τρεις διαφορετικές θέσεις. 

x Στη σκακιέρα 𝛣 να τοποθετήσετε ένα άλογο στη θέση (𝑑, 4) και να περιγράψετε 
την κίνηση του πύργου σε τρεις διαφορετικές θέσεις. 

x Στη σκακιέρα 𝛤 να τοποθετήσετε έναν πύργο στη θέση (𝑐, 3) και να περιγράψετε 
την κίνηση του πύργου σε τρεις διαφορετικές θέσεις. 

x Στη σκακιέρα 𝛥 να τοποθετήσετε έναν αξιωματικό στη θέση (𝑒, 6) και να 
περιγράψετε την κίνηση του αξιωματικού σε τρεις διαφορετικές θέσεις. 

 
  

𝜜 𝜝 

𝜞 𝜟 
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Να χρησιμοποιήσετε το ψηφιακό εκπαιδευτικό περιεχόμενο 
«ΛΤ_ΜΑΘ_Β_ΨΕΠ13_Έννοιες διανυσμάτων και πράξεις με διανύσματα_1.1». 
 

 
 

x Να επιλέξετε το εικονίδιο «Εκκίνηση», για να αρχίσει το αυτοκίνητο να κινείται με 
ορισμένη ταχύτητα και προς ορισμένη κατεύθυνση. Με το εικονίδιο «Εκκίνηση» 
μπορείτε να σταματήσετε το αυτοκίνητο. 

x Με τον δρομέα «Μέτρο» μεταβάλλεται η ταχύτητα με την οποία κινείται το 
αυτοκίνητο και με τον δρομέα «Διεύθυνση» περιστρέφεται το αυτοκίνητο και 
καθορίζεται η πορεία που θα ακολουθήσει. 

x Να επιλέξετε τα εικονίδια «Τοίχος» και «Βαρέλι» και να οδηγήσετε το αυτοκίνητο 
ώστε να συγκρουστεί με το βαρέλι, αποφεύγοντας τους τοίχους. 

x Να περιγράψετε την κίνηση του αυτοκινήτου σε κάθε περίπτωση. 

 
Τα μεγέθη χωρίζονται σε δύο κύριες κατηγορίες: 

Α. Μονόμετρο μέγεθος λέγεται κάθε μέγεθος που χαρακτηρίζεται μόνο από το 
μέτρο του. 
 
Για παράδειγμα, το μήκος, η μάζα, ο όγκος, η θερμοκρασία είναι μονόμετρα 
μεγέθη. 
 
Η πλήρης περιγραφή ενός μονόμετρου μεγέθους απαιτεί: 
(α) μια μονάδα μέτρησης και 
(β) έναν αριθμό που δηλώνει πόσες φορές η μονάδα περιέχεται στο μέγεθος 

αυτό. 
 
Για παράδειγμα, για να εκφράσουμε τη μάζα ενός ανθρώπου, χρησιμοποιούμε ως 
μονάδα μέτρησης το χιλιόγραμμο (Άνθρωπος μάζας 80 kg). 

Διερεύνηση 2 
ΠαρατήΔρη

ση 
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Β. Διανυσματικό μέγεθος ή διάνυσμα λέγεται κάθε μέγεθος που χαρακτηρίζεται 
από το μέτρο, τη διεύθυνση και τη φορά του. 
 
Για παράδειγμα, η ταχύτητα, η επιτάχυνση, η μετατόπιση, η δύναμη είναι 
διανυσματικά μεγέθη. 
 
Η πλήρης περιγραφή ενός διανυσματικού μεγέθους απαιτεί: 

(α) μέτρο, 
(β) διεύθυνση και 
(γ) φορά. 

 
Για παράδειγμα, η ταχύτητα ενός αυτοκινήτου έχει μέτρο 100 km/h, διεύθυνση 
τον αυτοκινητόδρομο Λευκωσίας – Λεμεσού και φορά από Λεμεσό προς Λευκωσία. 

 
Ορισμός 
Αν 𝛢 και 𝛣 είναι δύο διαφορετικά σημεία του επιπέδου, τότε το προσανατολισμένο 
ευθύγραμμο τμήμα με αρχή το 𝛢 και πέρας το 𝛣 λέγεται εφαρμοστό διάνυσμα με 
σημείο εφαρμογής το 𝛢 και συμβολίζεται με 𝛢𝛣  
 

 
 
Σχόλια 

x Ένα διάνυσμα 𝛢𝛣  έχει τα εξής στοιχεία: 
¾ Διεύθυνση: Η ευθεία (휀) που ορίζεται από τα άκρα 𝛢, 𝛣 (φορέας του 

διανύσματος). 
¾ Φορά: Καθορίζεται από την αρχή και το τέλος ενός διανύσματος. Το 

διάνυσμα  𝛢𝛣  έχει αρχή το 𝛢 και τέλος το 𝛣, ενώ το διάνυσμα αρχή 𝛣𝛢  έχει 
αρχή το 𝛣 και τέλος το 𝛢. 

¾ Μέτρο: Tο μήκος του ευθύγραμμου τμήματος 𝛢𝛣, το οποίο συμβολίζουμε με 
𝛢𝛣 . Το μέτρο είναι πάντοτε ένας θετικός αριθμός ή μηδέν. 

x Ένα διάνυσμα λέγεται μηδενικό, όταν η αρχή και το τέλος του συμπίπτουν. Το 
συμβολίζουμε με ퟎ  και έχει μέτρο μηδέν. Δηλαδή, 0 = 0. 

x Μοναδιαίο λέγεται το διάνυσμα που έχει μέτρο ίσο με τη μονάδα. 
 
Για παράδειγμα, το διάνυσμα 𝛢𝛣  είναι μοναδιαίο αν 𝛢𝛣 = 1. 
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Ορισμός 
Παράλληλα ή συγγραμμικά ονομάζονται τα μη-μηδενικά διανύσματα, τα οποία 
έχουν την ίδια διεύθυνση. 
 
Αν τα διανύσματα 𝛢𝛣  και 𝛤𝛥  είναι παράλληλα, γράφουμε 𝛢𝛣 ∥ 𝛤𝛥 . 
 
Τα παράλληλα διανύσματα διακρίνονται σε δύο κατηγορίες: 

x Τα ομόρροπα, τα οποία έχουν την ίδια φορά. 
Για παράδειγμα, τα παράλληλα διανύσματα 𝛢𝛣  και 𝛤𝛥  είναι ομόρροπα, γιατί έχουν 
την ίδια φορά. Γράφουμε 𝛢𝛣 ↑↑ 𝛤𝛥 . 
 

 
 

x Τα αντίρροπα, τα οποία έχουν αντίθετη φορά. 
Για παράδειγμα, τα παράλληλα διανύσματα 𝛢𝛣  και 𝛥𝛤  είναι αντίρροπα, γιατί 
έχουν αντίθετη φορά. Γράφουμε 𝛢𝛣 ↑↓ 𝛥𝛤 . 
 

 
 

Ορισμοί 

(α) Ίσα είναι τα διανύσματα, τα οποία έχουν την ίδια διεύθυνση, την ίδια φορά και το 
ίδιο μέτρο. 

(β) Αντίθετα είναι δύο διανύσματα, τα οποία έχουν την ίδια διεύθυνση, το ίδιο 
μέτρο, αλλά αντίθετη φορά.  
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Για παράδειγμα: 
x Στο πιο κάτω σχήμα, τα παράλληλα διανύσματα 𝛢𝛣 , 𝛤𝛥  και 𝛩𝛨  είναι ίσα, ενώ το 

διάνυσμα 𝛦𝛧  είναι αντίθετο με τα υπόλοιπα τρία διανύσματα. 
Γράφουμε 𝛢𝛣 = 𝛤𝛥 = 𝛩𝛨 = − 𝛦𝛧 . 
 

 
 

x Στο πιο κάτω παραλληλόγραμμο 𝛥𝛦𝛧𝛨 τα διανύσματα 𝛥𝛦  και 𝛨𝛧  είναι ίσα, ενώ τα 
διανύσματα 𝛥𝛨  και 𝛧𝛦  είναι αντίθετα. 
Γράφουμε 𝛥𝛦 = 𝛨𝛧 , 𝛥𝛨 = − 𝛧𝛦 . 
 

 
 

Επίσης, ισχύει 𝛥𝛰 = 𝛰𝛧 , 𝛦𝛰 = 𝛰𝛨  , 𝛦𝛰 = −𝛨𝛰  κλπ. 
 

Ορισμός 
Κάθε εφαρμοστό διάνυσμα 𝛢𝛣  του επιπέδου έχει άπειρα διανύσματα ίσα με αυτό. Το 
σύνολο των διανυσμάτων του επιπέδου που είναι ίσα με το 𝛢𝛣  λέγεται ελεύθερο 
διάνυσμα και μπορεί να συμβολιστεί με 𝑎 . Το διάνυσμα 𝛢𝛣  (ή οποιοδήποτε άλλο 
διάνυσμα ίσο με αυτό) θεωρείται αντιπρόσωπος του ελεύθερου διανύσματος. 
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Παράδειγμα 1 
Δίνεται το τετράγωνο 𝛢𝛣𝛤𝛥, όπως φαίνεται στο πιο κάτω σχήμα. 

 

(α) Να γράψετε δύο διανύσματα, τα οποία έχουν ως αρχή το σημείο 𝛣. 
(β) Να γράψετε ένα διάνυσμα, που να είναι ίσο με το διάνυσμα 𝛥𝛤  και να 

δικαιολογήσετε την απάντησή σας. 
(γ) Να γράψετε τις σχέσεις που συνδέουν τα διανύσματα 𝛤𝛣  και 𝛢𝛥 . 

 
Λύση 

(α) Τα διανύσματα 𝛣𝛢  και 𝛣𝛤  έχουν ως αρχή το σημείο 𝛣. 
(β) Το διάνυσμα 𝛢𝛣  είναι ίσο με το 𝛥𝛤 , γιατί έχουν την ίδια διεύθυνση (ως απέναντι 

πλευρές τετραγώνου), την ίδια φορά και το ίδιο μέτρο (ως πλευρές τετραγώνου). 
(γ) Τα διανύσματα 𝛤𝛣  και 𝛢𝛥  είναι αντίθετα. Έχουν την ίδια διεύθυνση, αντίθετη 

φορά και το ίδιο μέτρο (𝛤𝛣 ∥ 𝛢𝛥 ως απέναντι πλευρές παραλληλογράμμου, 
𝛤𝛣 ↑↓ 𝛢𝛥 , 𝛤𝛣 = 𝛢𝛥 ). 

 

Παράδειγμα 2 
Το πιο κάτω σχήμα αποτελείται από ισόπλευρα τρίγωνα πλευράς 2 cm. Τα σημεία 
𝛢, 𝛣, 𝛤, 𝛥, 𝛦, 𝛧, 𝛨, 𝛩, 𝛫, 𝛬 και 𝛭 είναι οι κορυφές των τριγώνων. 

 

(α) Να βρείτε ένα ζεύγος ομόρροπων διανυσμάτων και ένα ζεύγος αντίρροπων 
διανυσμάτων. 

(β) Να βρείτε ένα ζεύγος ίσων διανυσμάτων και ένα ζεύγος αντίθετων διανυσμάτων. 
(γ) Να υπολογίσετε το μέτρο των διανυσμάτων 𝛢𝛤 , 𝛣𝛫  και 𝛩𝛦 . 
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Λύση 

(α) Τα ευθύγραμμα τμήματα 𝛢𝛥 και 𝛦𝛩 είναι παράλληλα. Έτσι, τα διανύσματα 𝛢𝛤  και 
𝛧𝛨  είναι ομόρροπα, γιατί είναι παράλληλα και έχουν την ίδια φορά. 
Ομοίως, τα διανύσματα 𝛢𝛤  και  𝛨𝛧  είναι αντίρροπα, γιατί είναι παράλληλα και 
έχουν αντίθετη φορά. 

(β) Τα διανύσματα 𝛢𝛤  και 𝛧𝛩  είναι ίσα, γιατί είναι παράλληλα, έχουν την ίδια φορά 
και το ίδιο μέτρο ( 𝛢𝛤 = 𝛧𝛩 = 4 cm). 
Τα διανύσματα 𝛫𝛣  και 𝛥𝛭  είναι αντίθετα, γιατί είναι παράλληλα, έχουν την 
αντίθετη φορά και το ίδιο μέτρο ( 𝛫𝛣 = 𝛥𝛭 = 4 cm). 
Δηλαδή, ισχύει 𝛫𝛣 = −𝛥𝛭 . 

(γ) Το μήκος του 𝛢𝛤 είναι ίσο με 4 cm. Άρα, έχουμε ότι 𝛢𝛤 = 4. 

Το μήκος του 𝛣𝛫 είναι ίσο με 4 cm. Άρα, έχουμε ότι 𝛣𝛫 = 4. 

Το μήκος του 𝛩𝛦 είναι ίσο με 6 cm. Άρα, έχουμε ότι 𝛩𝛦 = 6. 
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Δραστηριότητες 
 

1. Ποια από τις πιο κάτω προτάσεις περιγράφει μονόμετρο και ποια διανυσματικό 
μέγεθος; 
(α) Ένα καρπούζι ζυγίζει 8 kg. 
(β) Ένα πλοίο κινείται με ταχύτητα 80 ναυτικά μίλια την ώρα νοτιοανατολικά του 

λιμανιού. 
(γ) Ο πυρετός μου έφθασε τους 39∘𝐶. 
(δ) Το σπίτι του Ανδρέα βρίσκεται 1,5 km μακριά από το δικό μου. 
(ε) Το σπίτι του Ανδρέα βρίσκεται 1,5 km δυτικά από το δικό μου. 
(στ) Κοιμήθηκα μόνο 4 ώρες χθες. 
 

2. Δίνεται το παραλληλόγραμμο 𝛦𝛧𝛨𝛩, όπως φαίνεται στο πιο κάτω σχήμα. 
 

 
 
Να χαρακτηρίσετε με ΣΩΣΤΟ ή ΛΑΘΟΣ τις πιο κάτω ισότητες, βάζοντας σε κύκλο 
τον αντίστοιχο χαρακτηρισμό, αιτιολογώντας την απάντησή σας. 

(α)  𝛦𝛧 =  𝛩𝛨  ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

(β)  𝛧𝛫 =  𝛩𝛫  ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

(γ)  𝛧𝛨 =  𝛩𝛦  ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

(δ)  𝛦𝛫 =  𝛫𝛨  ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

 
3. Στο πιο κάτω σχήμα οι αποστάσεις μεταξύ όλων των διαδοχικών σημείων είναι 

ίσες με 1 cm. 
 

 
 

(α) Να υπολογίσετε το μέτρο των διανυσμάτων: 
𝛥𝛦 ,   𝛥𝛧 ,   𝛥𝛩 ,   𝛣𝛢 ,   𝛣𝛤 ,   𝛣𝛥 ,   𝛣𝛧 ,   𝛫𝛩 ,   𝛮𝛪  

(β) Ποια από τα πιο πάνω διανύσματα είναι μεταξύ τους ίσα και ποια αντίθετα; 
(γ) Να γράψετε ένα διάνυσμα που είναι αντίρροπο του 𝛤𝛦  και έχει μέτρο 

τριπλάσιο από το μέτρο του 𝛤𝛦 . 
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4. Στο πιο κάτω σχήμα όλα τα τρίγωνα είναι ισόπλευρα με πλευρά μήκους 1 cm. 
(α) Να βρείτε όλα τα ίσα και τα αντίθετα διανύσματα που σχηματίζονται από τις 

κορυφές των τριγώνων. 
(β) Να σχεδιάσετε, με βάση το σχήμα, τα διανύσματα: 

i. −𝛫𝛭  ii. 𝛫𝛥 = 𝛤𝛣  

iii. 𝛫𝛮 = 𝛭𝛤  iv. −𝛭𝛣  

 

 
 

5. Με βάση το πιο κάτω σχήμα: 
(α) Να βρείτε διανύσματα που είναι ίσα με το διάνυσμα 𝛢𝛣 . 
(β) Να βρείτε διανύσματα που είναι αντίθετα με το διάνυσμα 𝛢𝛣 . 
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6. Να σχεδιάσετε στο πιο κάτω σχήμα ένα διάνυσμα, το οποίο να: 
(α) είναι ίσο με το 𝑢  και να αρχίζει από το σημείο 𝛢 
(β) είναι αντίθετο του 𝑣  και να αρχίζει από το σημείο 𝐵 
(γ) έχει μέτρο ίσο με το μέτρο του 𝑤 , χωρίς να είναι ίσο με το 𝑤 , και να έχει 

αρχίζει από το σημείο 𝛤. 

 

 
 

7. Στο πιο κάτω σχήμα, δίνεται το εξάγωνο 𝛢𝛣𝛤𝛥𝛦𝛧 με όλες τις πλευρές του ίσες με 
2 cm και τις απέναντι πλευρές του παράλληλες. 
 

 
 
Αν 𝛧𝛤 ∥ 𝛦𝛥, 𝛢𝛥 ∥ 𝛧𝛦, 𝛦𝛣 ∥ 𝛥𝛤, να γράψετε δύο διανύσματα, τα οποία να: 
(α) είναι ίσα 
(β) είναι αντίθετα 
(γ) είναι παράλληλα με το 𝛣𝛤  
(δ) είναι αντίρροπα με το 𝛦𝛧  
(ε) έχουν μέτρο 4. 
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4.2  ΠΡΑΞΕΙΣ ΜΕ ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΑ 

 
Δύο παιδιά έχουν δέσει ένα καροτσάκι με δύο σχοινιά, όπως φαίνεται στην πιο κάτω 
εικόνα. Θα τραβήξουν ταυτόχρονα τα σχοινιά, για να το μετακινήσουν. Προς ποια 
κατεύθυνση θα κινηθεί το καροτσάκι; 
 

 
 
Να χρησιμοποιήσετε το ψηφιακό εκπαιδευτικό περιεχόμενο 
«ΛΤ_ΜΑΘ_Β_ΨΕΠ13_Έννοιες διανυσμάτων και πράξεις με διανύσματα_3.1». 
 
Αφού επιλέξετε το εικονίδιο , να παρακολουθήσετε την κίνηση του καροτσιού σε 
διαδοχικά βήματα. Να περιγράψετε την κίνηση του καροτσιού. 
 
Ορισμός 
Δύο διανύσματα λέγονται διαδοχικά, όταν το τέλος του ενός διανύσματος είναι η 
αρχή του άλλου. 
 
Για παράδειγμα, τα διανύσματα 𝛢𝛣  και 𝛣𝛤  στο πιο κάτω σχήμα είναι διαδοχικά, αφού 
το τέλος του διανύσματος 𝛢𝛣  είναι η αρχή του διανύσματος 𝛣𝛤 . 
 

 

Διερεύνηση 
ΠαρατήΔρ

ηση 
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x Άθροισμα διανυσμάτων 
Άθροισμα δύο διαδοχικών διανυσμάτων είναι το διάνυσμα που έχει αρχή την 
αρχή του πρώτου διανύσματος και τέλος το τέλος του δεύτερου διανύσματος. 
 
Για παράδειγμα, το άθροισμα των διανυσμάτων 𝛢𝛣  και 𝛣𝛤  στο πιο κάτω σχήμα 
είναι το διάνυσμα 𝛢𝛤  και γράφεται 𝛢𝛣 + 𝛣𝛤 = 𝛢𝛤 . 
 

 
 
Αν έχουμε να προσθέσουμε περισσότερα από δύο διαδοχικά διανύσματα, όπως 
φαίνεται στο πιο κάτω σχήμα, τότε το άθροισμά τους έχει αρχή την αρχή του 
πρώτου διανύσματος και τέλος το τέλος του τελευταίου διανύσματος. 
 

 
 
Το άθροισμα των διανυσμάτων 𝛢𝛣 , 𝛣𝛤  και 𝛤𝛥  είναι το διάνυσμα 𝛢𝛥  και γράφεται 
𝛢𝛣 + 𝛣𝛤 + 𝛤𝛥 = 𝛢𝛥 . 
 
Για να προσθέσουμε δύο διανύσματα 𝛼  και 𝛽 , σχεδιάζουμε τα διανύσματα 𝛢𝛣 =  𝛼  
και 𝛣𝛤 =  𝛽 , ώστε να είναι διαδοχικά. Το άθροισμα των διανυσμάτων 𝛼  και 𝛽  
είναι: 

𝛼 + 𝛽 =  𝛢𝛣 + 𝛣𝛤 =  𝛢𝛤  
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Για να προσθέσουμε δύο διανύσματα 𝛼  και 𝛽 , μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε και τη 
μέθοδο του παραλληλογράμμου: 

¾ Σχεδιάζουμε τα διανύσματα 𝛢𝛣 =  𝛼  και 𝛢𝛤 =  𝛽 , ώστε να έχουν κοινή αρχή. 
¾ Σχηματίζουμε το παραλληλόγραμμο 𝛢𝛣𝛤𝛥 που έχει πλευρές τα ευθύγραμμα 

τμήματα 𝛢𝛣 και 𝛢𝛤. 
¾ Το διάνυσμα το οποίο έχει ως αρχή την κοινή αρχή των δύο διανυσμάτων και 

τέλος την απέναντι κορυφή του παραλληλογράμμου είναι το άθροισμα των 
δύο διανυσμάτων. 
 

 
 

x Διαφορά δύο διανυσμάτων 
Η διαφορά του διανύσματος 𝛽  από το διάνυσμα 𝛼  συμβολίζεται με 𝛼 − 𝛽  και 
ορίζεται ως το άθροισμα του 𝛼  με το αντίθετο διάνυσμα του 𝛽 . Δηλαδή: 

𝛼 − 𝛽 = 𝛼 + (−𝛽 ) 
 
Για παράδειγμα, στο πιο κάτω σχήμα σχεδιάζουμε το διάνυσμα 𝛣𝛤 =  𝛽 , ώστε τα 
διανύσματα 𝛼  και 𝛽  να είναι διαδοχικά. Ακολούθως, σχεδιάζουμε το διάνυσμα 
𝛣𝛥 =  −𝛽 , το οποίο είναι αντίθετο με το διάνυσμα 𝛣𝛤 . Η διαφορά του διανύσματος 
𝛽  από το διάνυσμα 𝛼  είναι το διάνυσμα 𝛢𝛥 . Δηλαδή, έχουμε ότι: 

𝛢𝛥 = 𝛢𝐵 + 𝐵𝛥 = 𝛼 + −𝛽 = 𝛼 − 𝛽  
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x Πολλαπλασιασμός αριθμού με διάνυσμα 
Αν 휆 είναι ένας πραγματικός μη μηδενικός αριθμός (휆 ≠ 0) και 𝛼  ένα διάνυσμα, 
τότε ονομάζουμε γινόμενο του 흀 επί το 휶  και το συμβολίζουμε 흀 ∙ 휶  το διάνυσμα, 
το οποίο: 
¾ είναι ομόρροπο του 𝛼 , αν 휆 > 0 και αντίρροπο του 𝛼 , αν 휆 < 0, (𝛼 ≠ 0 ) και 
¾ έχει μέτρο |휆| ∙ |𝛼 |. 

 
Παρατηρήσεις 

x Από τον ορισμό του γινομένου αριθμού επί διάνυσμα, προκύπτει ότι αν 
𝛽 = 휆 ∙ 𝛼 , 휆 ≠ 0, τότε τα διανύσματα 𝛼  και 𝛽  είναι παράλληλα. 

x Το διάνυσμα 휆 ⋅ 𝛼  είναι παράλληλο με το διάνυσμα 𝛼 . 
x Αν 휆 = 0 ή 𝛼 = 0 , τότε το 휆 ⋅ 𝛼  είναι το μηδενικό διάνυσμα 0 . 

 
x Ιδιότητες των πράξεων διανυσμάτων 

9 Ιδιότητες πρόσθεσης 
¾ 𝛼 + 𝛽 = 𝛽 + 𝛼  (Μεταθετική) 
¾ 𝛼 + 𝛽 + 훾 = 𝛼 + 𝛽 + 훾  (Προσεταιριστική) 

¾ 𝛼 + 0 = 𝛼  (Ουδέτερο στοιχείο) 
¾ 𝛼 + (−𝛼 ) = 0  (Αντίθετο στοιχείο) 

9 Ιδιότητες πολλαπλασιασμού πραγματικού αριθμού επί διάνυσμα 
¾ (휆 + 휇)𝛼 = 휆𝛼 + 휇𝛼  
¾ 휆 𝛼 + 𝛽 = 휆𝛼 + 휆𝛽  
¾ 휆(휇𝛼 ) = (휆휇)𝛼  

 
Παράδειγμα 1 
Στο πιο κάτω σχήμα δίνεται το ορθογώνιο παραλληλόγραμμο 𝛢𝛣𝛤𝛥. 
 

 
 

Να βρείτε το διάνυσμα που αντιστοιχεί στα πιο κάτω: 

(α) 𝛢𝛣 + 𝛣𝛤  
(β) 𝛢𝛤 + 𝛥𝛢  
(γ) 𝛣𝛢 + 𝛣𝛤  
(δ) 𝛢𝛰 − 𝛰𝛥  
(ε) 𝛢𝛣 − 𝛢𝛤  
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Λύση 

(α) 𝛢𝛣 + 𝛣𝛤 = 𝛢𝛤  
(β) 𝛢𝛤 + 𝛥𝛢 = 𝛥𝛢 + 𝛢𝛤 = 𝛥𝛤  
(γ) 𝛣𝛢 + 𝛣𝛤 = 𝛣𝛢 + 𝛢𝛥 = 𝛣𝛥  
(δ) 𝛢𝛰 − 𝛰𝛥 = 𝛢𝛰 + −𝛰𝛥 =  𝛢𝛰 + 𝛰𝛣 = 𝛢𝛣  
(ε) 𝛢𝛣 − 𝛢𝛤 = 𝛢𝛣 + −𝛢𝛤 = 𝛢𝛣 + 𝛤𝛢 =  𝛤𝛣  

 
Παράδειγμα 2 
Στο πιο κάτω σχήμα δίνονται τα διανύσματα 𝛼  , 𝛽  και 훾 . 
 

 
 

Να σχεδιάσετε τα διανύσματα: 

(α) 𝛼 + 𝛽  
(β) 𝛽 − 훾  
 

Λύση 

(α) Έχουμε ότι: 

 
(β) Έχουμε ότι: 
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Παράδειγμα 3 
Το πιο κάτω σχήμα αποτελείται από ισόπλευρα τρίγωνα πλευράς 2 cm. Τα σημεία 
𝛢, 𝛣, 𝛤, 𝛥, 𝛦, 𝛧, 𝛨, 𝛩, 𝛫, 𝛬 και 𝛭 είναι οι κορυφές των τριγώνων. 
 

 

 
Να συμπληρώσετε τις ισότητες: 

(α) 𝛦𝛢 + 𝛦𝛨 = 𝛦 …  (β) 𝛬𝛨 + 𝛨𝛦 = 𝛬 …  

(γ) 𝛦𝛧 − 𝛧𝛬 = ……  (δ) 𝛦𝛩 + 𝛬𝛨 = 𝛦 …  

 
Λύση 

(α) Το 𝛦𝛢𝛤𝛨 είναι παραλληλόγραμμο. Άρα, σύμφωνα με τη μέθοδο του 
παραλληλογράμμου, ισχύει ότι: 

𝛦𝛢 + 𝛦𝛨 = 𝛦𝛤  
(β) Ισχύει ότι 

𝛬𝛨 + 𝛨𝛦 = 𝛬𝐸 , 
γιατί τα διανύσματα 𝛬𝛨  και 𝛨𝛦  είναι διαδοχικά. 

(γ) Έχουμε ότι: 
𝛦𝛧 − 𝛧𝛬 = 𝛦𝛧 + 𝛬𝛧                          (προσθέτουμε το αντίστροφο του 𝛧𝛬 ) 

= 𝛦𝛧 + 𝛧𝐴 = 𝛦𝛢  
(δ) Από τα δεδομένα έχουμε ότι 𝛬𝛨 = 𝛦𝛢 . Άρα, σύμφωνα με τη μέθοδο του 

παραλληλογράμμου, ισχύει ότι: 
𝛦𝛩 + 𝛬𝛨 = 𝛦𝛩 + 𝐸𝐴 = 𝐸𝛥  
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Παράδειγμα 4 
Στο διπλανό σχήμα δίνεται το τετράπλευρο 𝛢𝛣𝛤𝛥 με 𝛫, 𝛬,𝛭 
και 𝛮 τα μέσα των πλευρών 𝛢𝛣, 𝛣𝛤, 𝛤𝛥 και 𝛢𝛥, αντίστοιχα. 
Αν 𝛢𝛣 = 2𝛼 , 𝛢𝛥 = 2𝛽  και 𝛥𝛤 = 2훾 : 

(α) Να αποδείξετε ότι 𝛣𝛤 = −2𝛼 + 2𝛽 + 2훾 . 
(β) Να εκφράσετε τα διανύσματα 𝛫𝛬  και 𝛮𝛭  συναρτήσει 

των 𝛼 , 𝛽  και 훾 . 
(γ) Τι παρατηρείτε για τα 𝛫𝛬  και 𝛮𝛭 ; 

 
Λύση 

(α) Έχουμε ότι: 
𝛣𝛤 =  𝛣𝛢 + 𝛢𝛥 + 𝛥𝛤 = −2𝛼 + 2𝛽 + 2훾   

(β) Έχουμε ότι: 

𝛫𝛬 =  𝛫𝛣 + 𝛣𝛬 =
𝛢𝛣 
2

+
𝛣𝛤 
2

=
2𝛼 
2

+ 
−2𝛼 + 2𝛽 + 2훾 

2
  

 =  𝛼 − 𝛼 + 𝛽 + 훾 = 𝛽 + 훾  
 

𝛮𝛭 =  𝛮𝛥 + 𝛥𝛭 =
𝛢𝛥 
2

+
𝛥𝛤 
2

=
2𝛽 
2

+
2훾 
2

= 𝛽 + 훾   

(γ) Τα διανύσματα 𝛫𝛬  και 𝛮𝛭  είναι ίσα. 
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Δραστηριότητες 
 

1. Στο πιο κάτω σχήμα δίνεται το πολύγωνο 𝛢𝛣𝛤𝛥𝛦. 
 

 
 
Να χαρακτηρίσετε με ΣΩΣΤΟ ή ΛΑΘΟΣ τις πιο κάτω ισότητες, βάζοντας σε κύκλο 
τον αντίστοιχο χαρακτηρισμό. 

(α)  𝛢𝛣 + 𝛣𝛤  =  𝛤𝛢  ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

(β)  𝛢𝛣 + 𝛣𝛥 =  𝛢𝛥  ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

(γ)  𝛢𝛣 + 𝛣𝛤 + 𝛤𝛥 =  𝛢𝛥  ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

(δ)  𝛢𝛦 + 𝛢𝛥 =  𝛦𝛥  ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

(ε)  𝛢𝛦 + 𝛦𝛥 + 𝛥𝛤  + 𝛤𝛣 =  𝛢𝛣  ΣΩΣΤΟ / ΛΑΘΟΣ 

 
2. Στο πιο κάτω πλέγμα να σχεδιάσετε ένα διάνυσμα που είναι ίσο με: 

(α)  𝛢𝛣 + 𝛣𝛤  (β)  𝛢𝛣 + 𝛤𝛢  (γ)  𝛢𝛣 + 𝛣𝛤 + 𝛤𝛥  

(δ)  𝛤𝛥 + 𝛥𝛢  (ε)  𝛢𝛥 − 𝛥𝛤  (στ)  𝛢𝛥 + 𝛥𝛤 + 𝛤𝛣  
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3. Για καθένα από τα πιο κάτω σχήματα, να εκφράσετε το διάνυσμα 𝑥  ως άθροισμα 
ή διαφορά των άλλων διανυσμάτων που δίνονται: 
(α)  

 

(β)  

 

(γ)  

 

  

 

4. Στο διπλανό σχήμα δίνεται το εξάγωνο 𝛢𝛣𝛤𝛥𝛦𝛧 με 
όλες τις πλευρές ίσες και τις απέναντι πλευρές 
παράλληλες. Αν 𝛧𝛤 ∥ 𝛦𝛥, 𝛢𝛥 ∥ 𝛧𝛦, 𝛦𝛣 ∥ 𝛥𝛤 και 𝛦𝛥 =  𝛽  
και 𝛧𝛦 =  𝛼 , να εκφράσετε τα πιο κάτω διανύσματα 
ως άθροισμα ή διαφορά των 𝛼 , 𝛽 . 

 

(α) 𝛣𝛢  (β) 𝛧𝛤  (γ) 𝛨𝛥  (δ) 𝛦𝛨  

(ε) 𝛥𝛤  (στ) 𝛣𝛦  (ζ) 𝛧𝛥  (η) 𝛤𝛢  
 

5. Στο διπλανό σχήμα δίνεται το 
παραλληλόγραμμο 𝛢𝛣𝛤𝛥. Αν 
𝛢𝛣 = 6휅 , 𝛣𝛤 = 6휆 , 𝛦𝛥 = 2𝛢𝛦  και 
𝛧𝛥 = 2𝛤𝛧 , να εκφράσετε τα πιο κάτω 
διανύσματα συναρτήσει των 휅  και 휆 : 
 

(α) 𝛢𝛤  (β) 𝛢𝛥  (γ) 𝛥𝛤  

(δ) 𝛦𝛥  (ε) 𝛥𝛧  (στ) 𝛦𝛧  

Στη συνέχεια, να αποδείξετε ότι τα διανύσματα  𝛢𝛤   και  𝛦𝛧   είναι παράλληλα. 
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Περίληψη 
 

1. Μονόμετρο μέγεθος λέγεται κάθε μέγεθος που χαρακτηρίζεται μόνο από το 
μέτρο του. 

2. Διανυσματικό μέγεθος ή διάνυσμα λέγεται κάθε μέγεθος που χαρακτηρίζεται 
από το μέτρο, τη διεύθυνση και τη φορά του. 

3. Αν 𝛢 και 𝛣 είναι δύο διαφορετικά σημεία του επιπέδου, τότε το 
προσανατολισμένο ευθύγραμμο τμήμα με αρχή το 𝛢 και πέρας το 𝛣 λέγεται 
εφαρμοστό διάνυσμα με σημείο εφαρμογής το 𝛢 και συμβολίζεται με 𝛢𝛣 . 

 

4. Ένα διάνυσμα 𝛢𝛣  έχει διεύθυνση την ευθεία (휀) που ορίζεται από τα άκρα 𝛢, 𝛣 
(φορέας του διανύσματος), φορά που καθορίζεται από την αρχή και το τέλος του 
διανύσματος και μέτρο που είναι το μήκος του ευθύγραμμου τμήματος 𝛢𝛣. Το 
μήκος του διανύσματος 𝛢𝛣  συμβολίζεται με 𝛢𝛣  και είναι πάντοτε ένας θετικός 
αριθμός ή μηδέν. 

5. Μηδενικό διάνυσμα λέγεται το διάνυσμα, του οποίου η αρχή και το τέλος του 
συμπίπτουν. Το συμβολίζουμε με ퟎ  και έχει μέτρο μηδέν. Δηλαδή, 0 = 0. 

6. Μοναδιαίο λέγεται το διάνυσμα που έχει μέτρο ίσο με τη μονάδα. 
7. Παράλληλα ή συγγραμμικά ονομάζονται τα μη-μηδενικά διανύσματα, τα οποία 

έχουν την ίδια διεύθυνση. 
8. Τα παράλληλα διανύσματα διακρίνονται σε δύο κατηγορίες: 

x Τα ομόρροπα, τα οποία έχουν την ίδια φορά. 
x Τα αντίρροπα, τα οποία έχουν αντίθετη φορά. 

9. Ίσα είναι τα διανύσματα, τα οποία έχουν την ίδια διεύθυνση, την ίδια φορά και το 
ίδιο μέτρο. 

10. Αντίθετα είναι δύο διανύσματα, τα οποία έχουν την ίδια διεύθυνση, το ίδιο 
μέτρο, αλλά αντίθετη φορά. 

11. Κάθε εφαρμοστό διάνυσμα 𝛢𝛣  του επιπέδου έχει άπειρα διανύσματα ίσα με αυτό. 
Το σύνολο των διανυσμάτων του επιπέδου που είναι ίσα με το 𝛢𝛣  λέγεται 
ελεύθερο διάνυσμα και μπορεί να συμβολιστεί με 𝑎 . Το διάνυσμα 𝛢𝛣  (ή 
οποιοδήποτε άλλο διάνυσμα ίσο με αυτό) θεωρείται αντιπρόσωπος του 
ελεύθερου διανύσματος. 

12. Δύο διανύσματα λέγονται διαδοχικά, όταν το τέλος του ενός διανύσματος είναι η 
αρχή του άλλου. 

13. Άθροισμα δύο διαδοχικών διανυσμάτων είναι το διάνυσμα που έχει αρχή την 
αρχή του πρώτου διανύσματος και τέλος το τέλος του δεύτερου διανύσματος. 
Μπορεί να επεκταθεί και για περισσότερα από δύο διανύσματα. 
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14. Για να προσθέσουμε δύο διανύσματα 𝛼  και 𝛽 , μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε και 
τη μέθοδο του παραλληλογράμμου. 

15. Διαφορά δύο διανυσμάτων 
Η διαφορά του διανύσματος 𝛽  από το διάνυσμα 𝛼  συμβολίζεται με 𝛼 − 𝛽  και 
ορίζεται ως το άθροισμα του 𝛼  με το αντίθετο διάνυσμα του 𝛽 . 

16. Πολλαπλασιασμός αριθμού με διάνυσμα 
Αν 휆 είναι ένας πραγματικός μη μηδενικός αριθμός (휆 ≠ 0) και 𝛼  ένα διάνυσμα, 
τότε ονομάζουμε γινόμενο του 흀 επί το 휶  και το συμβολίζουμε 흀 ∙ 휶  το διάνυσμα, 
το οποίο: 
¾ είναι ομόρροπο του 𝛼 , αν 휆 > 0 και αντίρροπο του 𝛼 , αν 휆 < 0, (𝛼 ≠ 0 ) και 
¾ έχει μέτρο |휆| ∙ |𝛼 |. 

Παρατηρήσεις 

x Aν 𝛽 = 휆 ∙ 𝛼 , 휆 ≠ 0, τότε τα διανύσματα 𝛼  και 𝛽  είναι παράλληλα. 
x Το διάνυσμα 휆 ⋅ 𝛼  είναι παράλληλο με το διάνυσμα 𝛼 . 
x Αν 휆 = 0 ή 𝛼 = 0 , τότε το 휆 ⋅ 𝛼  είναι το μηδενικό διάνυσμα 0 . 

17. Ιδιότητες των πράξεων διανυσμάτων 
9 Ιδιότητες πρόσθεσης 

¾ 𝛼 + 𝛽 = 𝛽 + 𝛼  (Μεταθετική) 
¾ 𝛼 + 𝛽 + 훾 = 𝛼 + 𝛽 + 훾  (Προσεταιριστική) 

¾ 𝛼 + 0 = 𝛼  (Ουδέτερο στοιχείο) 
¾ 𝛼 + (−𝛼 ) = 0  (Αντίθετο στοιχείο) 

9 Ιδιότητες πολλαπλασιασμού πραγματικού αριθμού επί διάνυσμα 
¾ (휆 + 휇)𝛼 = 휆𝛼 + 휇𝛼  
¾ 휆 𝛼 + 𝛽 = 휆𝛼 + 휆𝛽  
¾ 휆(휇𝛼 ) = (휆휇)𝛼  
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Δραστηριότητες Ενότητας 
 

1. Να γράψετε ομοιότητες και διαφορές για τα διανύσματα 𝛼 , 2𝛼  και −3𝛼 . 
 

 

 

2. Στο πιο κάτω σχήμα δίνεται τυχαίο τετράπλευρο 𝛢𝛣𝛤𝛥. Να αποδείξετε ότι: 
𝛢𝛣 + 𝛣𝛤 =  𝛢𝛥 + 𝛥𝛤  

 

 
 

3. Στο πιο κάτω σχήμα δίνονται τα διανύσματα 𝛼  , 𝛽, 훾 . Να σχεδιάσετε τα πιο κάτω 
διανύσματα σε τετραγωνισμένο χαρτί, επεξηγώντας τη μέθοδο που 
ακολουθήσατε. 

(α) 𝛼 + 𝛽  (β) 𝛽 + 훾  (γ) 𝛼 + 𝛼 + 𝛼  

(δ) 𝛼 + 𝛽 + 훾  (ε) 𝛼 − 𝛽  (στ) 𝛽 − 훾  

(ζ) 𝛼 − 𝛽 + 훾    
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4. Στο διπλανό σχήμα δίνεται το τρίγωνο 𝛢𝛣𝛤 με 𝛥 και 𝛦 τα μέσα των πλευρών 𝛢𝛣 
και 𝛣𝛤, αντίστοιχα. 
 

 
 
Αν 𝛢𝛣 = 𝛼  και 𝛢𝛤 = 𝛽 : 
(α) Να εκφράσετε τα διανύσματα 𝛤𝛣 , 𝛢𝛦  και 𝛥𝛦   συναρτήσει των 𝛼  και 𝛽 . 
(β) Τι είδους τετράπλευρο είναι το 𝛢𝛥𝛦𝛤; Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας. 

 

5. Δίνεται ένα ευθύγραμμο τμήμα 𝛢𝛣 και ένα σημείο 𝛰, το οποίο δεν ανήκει στο 𝛢𝛣. 
Αν το σημείο 𝛭 είναι το μέσο του 𝛢𝛣, να αποδείξετε ότι: 

𝛰𝛭 =  
𝛰𝛢 + 𝛰𝛣 

2
 

 

6. Στο πιο κάτω σχήμα δίνονται δύο τετράγωνα τα 𝛢𝛣𝛤𝛥 και 𝛫𝛬𝛭𝛮, όπου 𝛫, 𝛬,𝛭,𝛮 
είναι τα μέσα των 𝛢𝛣, 𝛣𝛤, 𝛤𝛥, 𝛢𝛥, αντίστοιχα. Αν 𝛢𝛫 =  𝛼  και 𝛢𝛮 =  𝛽 , να 
εκφράσετε τα διανύσματα 𝛢𝛥 , 𝛤𝛭 , 𝛮𝛭 ,𝛭𝛬  σε συνάρτηση με τα 𝛼  και 𝛽 . 
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Λύση Προβλήματος 
 

ΔΥΝΑΜΗ ΤΟΥ ΑΝΕΜΟΥ 
Στην πόλη Ζετάουν σκέφτονται να εγκαταστήσουν ανεμογεννήτριες 
για την παραγωγή ηλεκτρισμού. Το συμβούλιο της Ζετάουν συνέλεξε 
πληροφορίες σχετικά με το ακόλουθο μοντέλο ανεμογεννήτριας: 
 
 

Μοντέλο:  𝐸 − 82 
Ύψος του πύργου: 138 μέτρα 
Αριθμός ελίκων: 3 
Μήκος έλικα: 40 μέτρα 
Μέγιστη ταχύτητα 
περιστροφής: 

20 στροφές ανά λεπτό 

Κόστος κατασκευής: 3 200 000 ζετς 

Έσοδα: 0,10 ζετς ανά 𝑘𝑊ℎ που παράγεται 

Κόστος συντήρησης: 0,01 ζετς ανά 𝑘𝑊ℎ που παράγεται 

Αποδοτικότητα: 97% του χρόνου σε λειτουργία  

Σημείωση: H κιλοβατώρα (𝑘𝑊ℎ) είναι μονάδα μέτρησης της 
ηλεκτρικής ενέργειας. 

Ερώτηση 1 
Να αποφασίσετε κατά πόσο οι πιο κάτω δηλώσεις για τις ανεμογεννήτριες 𝐸 − 82 
προκύπτουν από τις πληροφορίες που παρέχονται. Να βάλετε σε κύκλο “Ναι” ή 
“Όχι” για κάθε δήλωση. 
 

Δήλωση 
Η δήλωση προκύπτει από τις 
πληροφορίες που παρέχονται; 

Το κόστος κατασκευής τριών ανεμογεννητριών θα 
είναι συνολικά μεγαλύτερο από  8 000 000 ζετς. 

Ναι / Όχι 

Το κόστος συντήρησης της ανεμογεννήτριας 
αντιστοιχεί περίπου στο 5% των εσόδων που 
αποφέρει η ανεμογεννήτρια.  

Ναι / Όχι 

Το κόστος συντήρησης της ανεμογεννήτριας 
εξαρτάται από τον αριθμό των 𝑘𝑊ℎ που 
παράγονται. 

Ναι / Όχι 

Ακριβώς 97 μέρες τον χρόνο, η ανεμογεννήτρια 
είναι εκτός λειτουργίας. 

Ναι / Όχι 
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Ερώτηση 2 
Η Ζετάουν θέλει να υπολογίσει το κόστος και το κέρδος που θα δημιουργηθεί από 
την εγκατάσταση ανεμογεννητριών. Ο δήμαρχος της πόλης προτείνει τον ακόλουθο 
τύπο για τον υπολογισμό του οικονομικού οφέλους, 𝛫 σε ζετς, για μια περίοδο 𝑦 
χρόνων, αν εγκατασταθεί το μοντέλο ανεμογεννήτριας 𝐸 − 82. 
 
           𝛫 =  400 000 𝑦 –  3 200 000 
 
 
 
 
Με βάση τον τύπο που προτείνει ο δήμαρχος, ποιος είναι ο ελάχιστος χρόνος 
λειτουργίας της ανεμογεννήτριας, ώστε να καλυφθεί το κόστος εγκατάστασής της; 
 

Α. 6 χρόνια Β. 8 χρόνια 

Γ. 10 χρόνια Δ. 12 χρόνια 
 
Ερώτηση 3 
Η Ζετάουν αποφάσισε να αναγείρει μερικές 
ανεμογεννήτριες 𝐸 − 82 σε ένα τετράγωνο οικόπεδο 
(μήκος=πλάτος= 500 𝑚). 
Σύμφωνα με τους κανονισμούς κατασκευής, η 
ελάχιστη απόσταση ανάμεσα στους πύργους δύο 
ανεμογεννητριών αυτού του μοντέλου πρέπει να 
είναι πέντε φορές το μήκος του περιστρεφόμενου 
έλικα. 
Η πρόταση του δημάρχου της πόλης για τον τρόπο 
τοποθέτησης των ανεμογεννητριών παρουσιάζεται 
στο διάγραμμα. 
Να εξηγήσετε για ποιον λόγο η εισήγηση του 
δημάρχου δεν πληροί τις προδιαγραφές. Να υποστηρίξετε τα επιχειρήματά σας με 
υπολογισμούς.  
 
Ερώτηση 4 
Ποια είναι η μέγιστη ταχύτητα με την οποία κινούνται τα άκρα των 
περιστρεφόμενων ελίκων των ανεμογεννητριών; Να περιγράψετε την πορεία 
εργασίας σας και να δώσετε την απάντησή σας σε χιλιόμετρα ανά ώρα (𝑘𝑚/ℎ). Να 
αξιοποιήσετε τις πληροφορίες για το μοντέλο 𝐸 − 82. 
 

PISA 2012 
  

Κόστος 
εγκατάστασης της 
ανεμογεννήτριας 

 

Κέρδος από την 
ετήσια παραγωγή 

ηλεκτρισμού 

 

z = πύργος ανεμογεννήτριας 
Σημείωση: Το διάγραμμα δεν 
είναι υπό κλίμακα.  

25
0 

m
 

250 m 
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Δραστηριότητες Εμπλουτισμού 
 

1. Δίνονται δύο ίσα διανύσματα 𝛢𝛣 = 𝛤𝛥 . Να δείξετε ότι 𝛢𝛤 = 𝛣𝛥 . 
 

2. Στο πιο κάτω σχήμα δίνονται τρία διανύσματα 𝛼 , 𝛽  και 훾 . Να σχεδιάσετε το 
διάνυσμα 𝛼 + 𝛽 + 훾  και στη συνέχεια το διάνυσμα 𝛼 + (𝛽 + 훾 ). Τι παρατηρείτε; 
 

 
 

3. Στο διπλανό σχήμα δίνεται το τετράπλευρο 𝛢𝛣𝛤𝛥 
και τα σημεία 𝛫, 𝛬,𝛭 και 𝛮 είναι τα μέσα των 
πλευρών 𝛢𝛣, 𝛣𝛤, 𝛤𝛥 και 𝛥𝛢, αντίστοιχα. Αν 𝛢𝛣 =  𝛼 , 
𝛢𝛤 =  𝛽  και 𝛢𝛥 =  훾 : 
 
(α) Να εκφράσετε τα διανύσματα 𝛥𝛤 , 𝛥𝛭  και 𝛢𝛭  

συναρτήσει των 𝛼 , 𝛽  και 훾 . 
(β) Να εκφράσετε το διάνυσμα 𝛢𝛬  συναρτήσει των 𝛼  και 𝛽  και στη συνέχεια το 

διάνυσμα 𝛭𝛬  συναρτήσει των 𝛼  και 훾 . 
(γ) Να εκφράσετε το διάνυσμα 𝛮𝛫  συναρτήσει των 𝛼  και 훾 . Να γράψετε τη σχέση 

που συνδέει τα διανύσματα 𝛭𝛬  και 𝛮𝛫 . Να χαρακτηρίσετε το τετράπλευρο 
𝛫𝛬𝛭𝛮. 

(δ) Να αποδείξετε ότι 𝛥𝛣 = 2 𝛮𝛫 . 
 

4. Δίνεται τραπέζιο 𝛢𝛣𝛤𝛥 (𝛢𝛣 ∥ 𝛤𝛥). Αν 𝛭 είναι το 
μέσο της 𝛣𝛤 και 𝛮 το μέσο της 𝛢𝛥. Να δείξετε ότι: 

𝛮𝛭 =
𝛢𝛣 + 𝛣𝛤

2
 

 



  

Απαντήσεις Δραστηριοτήτων 

Α΄ τεύχους 
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Επανάληψη:  Από το Γυμνάσιο στο Λύκειο 

Σελίδα 𝟖 
Δραστηριότητα Απαντήσεις 

1.  𝛢𝛣 = 5, 𝛢𝛤 = 5, 𝛣𝛤 = 5√2 

2.  √53 , √83 , √5, √293 , √29 

3.  30 καθίσματα 

4.  10𝜋 m, 25𝜋 m2 

5.  (α) 𝑥 = −2 
(β) 𝑥 = 7 

(γ) Αδύνατη 
(δ) Αόριστη 

6.  (α) 𝜆 = 3 (β) 𝜆 = −9 

7.  (α) 𝑎 = −3 (β) 𝑎 = 6 

8.  𝛢: 𝑥 ≥
2
3
 

𝐵: 𝑥 ≤ 4 

9.  
(α) 𝑥 ≥ 1,  𝑥 < 5 
(β) 1 ≤ 𝑥 < 5 
(γ) 𝑥 = 1 

(δ) π.χ. 1, 7
3
, 3, 4, 98 

(ε) 𝑥 = 4 

10.  

(α)  (β)   
 

 
(γ)   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(δ)   
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(ε)   

 

 

(στ)   
 

 

 

11.  (α) 𝑎 = −3 (β) π.χ. (−2, 6), (0,0) 

12.  𝛽 = 2 

13.  (α) 𝑦 = 3𝑥
2

+ 1 (β) 𝑦 = 4 

14.  (α) 𝑥 = 0, 𝑦 = 3 (β) 𝑥 = 3
4
, 𝑦 = 3

2
 

15.  (−1,−2) 

16.  
(α) 𝑥2 + 4𝑥 + 4 
(β) 4𝑥2 − 12𝑥𝑦 + 9𝑦2 
(γ) 𝑥2

4
− 2𝑥 + 4 

(δ) 𝑥2 − 9 
(ε) 𝑥3 + 12𝑥2 + 48𝑥 + 64 
(στ) 4𝑥2 − 1 

19.  

(α) 2𝑥(𝑥 + 1)(𝑥 − 1) 
(β) (𝑦 − 5 − 𝑥)(𝑦 − 5 + 𝑥) 
(γ) (𝛼 − 𝛽)(𝛼2 + 𝛼𝛽 + 𝛽2)(𝑥 + 1)(𝑥2 − 𝑥 + 1) 
(δ) −5𝑦(2𝑥 + 𝑦) 

20.  
(α) 𝑥 = 0 ή  𝑥 = 5 
(β) 𝑥 = −3 ή  𝑥 = 2 

(γ) 𝑎 = −3 ή  𝑎 = 1 
(δ) 𝑥 = 1 ή  𝑥 = 2

3
 

21.  (α) 𝑥
𝑥+1

 (β) 𝑎−4
𝑎

 

22.  
(α) 𝑥 = 1, απορρίπτεται 
(β) 𝑥 = −3 απορρίπτεται,  𝑥 = −2 
(γ) 𝑥 = −3 απορρίπτεται,  𝑥 = 3 

23.  8, 9 

26.  (α) συν𝛢 = 4
5
 (β) ημ𝛤 = 4

5
 

27.  συν𝜃 = 4
5
,  εφ𝜃 = 3

4
 

28.  12,30 m 

29.  (α) 𝑥 = 12,99 cm, 𝑦 = 10,24 cm 
(β) 𝑥 = 79,67 cm,  𝑦 = 46 cm 
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Ενότητα 01:  Πραγματικοί Αριθμοί 

Σελίδα  𝟐𝟏  Η έννοια της νιοστής ρίζας 
Δραστηριότητα Απαντήσεις 

1.  (α) 4 
(β) 3 

(γ) 2 
(δ) 1

10
 

2.  (α) 𝑥3 = 4 
(β) 𝑦7 = 2 

(γ) 𝑧3 = 14 
 

 
 

3.  (α) √105  
(β) 1,585 

  

4.  (α) √504 > √505  
(β) √103 > √154  

  

5.  (α) 36 
(β) 620 

(γ) 2
𝑥4 

(δ) 𝛽3

10
 

6.  (α) 𝑥 = 10  
(β) 𝑥 = −2  

(δ) 𝑥 = 2 
 

7.  
(α) 𝑥 = ±10 
(β) Δεν υπάρχουν πραγματικές λύσεις. 
(γ) 𝑥 = ±2 

8.  (α) 𝑥 = √55 ≈ 1,38 
(β) 𝑥 = ±√1104 ≈ 3,24 

(γ) 𝑥 = ±2 

9.  (α) 𝑥 = 1, 𝑥 = −5 
(β) 𝑥 = 5 
(γ) 𝑥 = 4 

10.  (α) 𝑥 = 11 
(β) 𝑥 = 72 
(γ) 𝑥 = 81 

11.  𝑥 =
5
2

  

12.  𝜏 = 5  

Σελίδα  𝟐𝟔  Ιδιότητες νιοστής ρίζας 
Δραστηριότητα Απαντήσεις 

1.  (α) 5 (β) 6 
(γ) 10 
(δ) 3 

2.  (α) 3𝑥 
(β) 𝑥𝑦3 

(γ) 2𝑦 
(δ) 𝑦 

 

3.  (α) 2 
(β) 3 

(γ) 4 
(δ) 𝑎 

(ε) 𝑥2 
(στ) 10√2 

4.  

(α) ΣΩΣΤΟ 
(β) ΛΑΘΟΣ 
(γ) ΣΩΣΤΟ 
(δ) ΛΑΘΟΣ 

(ε) ΣΩΣΤΟ 
(στ) ΛΑΘΟΣ 
(ζ) ΛΑΘΟΣ 
(η) ΣΩΣΤΟ 
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5.  
(α) 3 ∙ √23  
(β) 2𝛼 ∙ √2𝑎 
(γ) 𝑥 ∙ √𝑥4  

(δ) 2𝑎 ∙ √2𝑎3  
(ε) 𝑎𝛽𝛾2 ∙ √𝛽𝛾 
(στ) 2

𝑥2 ∙ √23  

6.  
(α) 2 
(β) 16

3
 

(γ) 5 
(δ) 2 ∙ √2 

7.  74 = 2401 

8.  

(α) 2 
(β) 4 ∙ √2 
(γ) −1 
(δ) 6 

9.  (α) 9 ∙ √53  
(β) 3645 

12.  Μήκος υποτείνουσας: 6 

Σελίδα  𝟑𝟏  Δυνάμεις με ρητό εκθέτη 

Δραστηριότητα Απαντήσεις 

1.  (α) 5
2
3 

(β) 3
1
2 

(γ) 1000
1
5 

 

2.  
(α) 4 
(β) 2 
(γ) 3 

(δ) 8 
(ε) 1

3
 

(στ) 1 

(ζ) 729
512

 

(η) 4
9
 

(θ) 32 
3.  𝛼 = 𝛽 = 𝛾 = 𝛿 = 8 = 4

3
2 

4.  
(α) ΣΩΣΤΟ 
(β) ΣΩΣΤΟ 
(γ) ΛΑΘΟΣ 

(δ) ΣΩΣΤΟ 
(ε) ΛΑΘΟΣ 
(στ) ΛΑΘΟΣ 
(ζ) ΛΑΘΟΣ 

5.  

(α) 3
4
 

(β) 2𝜅2 
(γ) 1 
(δ) 1

16𝑥4 

6.  (α) 25 
(β) 8 

 (γ) 1 
(δ) 7 

7.  
(α) 1

16
 

(β) 9 
 

8.  (α) 16 sec   

Σελίδα  𝟑𝟔  Μετατροπή άρρητου παρονομαστή σε ρητό 

Δραστηριότητα Απαντήσεις 

1.  (α) 12 (β) 2√3 (γ) 33 

2.  (α) √7 (β) √15
5

 (γ) √6
15
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 (δ) 5√2   

3.  (α) √7+1
2

 (β) √2
2

 
(γ) 2(5 − √6) 
(δ) (√5 − √2)  

4.  𝐴 = 7√2 , ( 𝑘 = 7)   

5.  (α) 3
2
 (β) 2√2  

Σελίδα  𝟑𝟗  Δραστηριότητες Ενότητας 

Δραστηριότητα Απαντήσεις 

1.  (α) 5 (β) 2 (γ) 5 

 (δ) 1
2
   

4.  (α) 4 (β) 2 (γ) 𝑦 

 (δ) 𝑥2 ∙ √𝑥 (ε) 5√6 (στ) 2 ∙ √43  

5.  (α) 2 (β) 9
5
 (γ) 2 

 (δ) 5√5   

6.  𝐴 = 12√2 

7.  (α) √7 (β) 2(√5 + √3) (γ) 3 − √3 

 (δ) 2 − √3 (ε) 6(√7 − √5) (στ) 5∙ √23

2
 

 (ζ) √𝑎 − 1   

8.  150  

9.  (α) 2√2 (β) 4√6 (γ) 10 

11.  (α) 𝑥 = 81 (β) 𝑥 = 2 
(γ) 𝑥 = 0 
(δ) Δεν έχει πραγματικές 

λύσεις 
12.  (α) 𝑥 = ±3 (β) 𝑥 = −2 (γ) 𝑥 = 0, 𝑥 = −2, 𝑥 = 2 

13.  (α) 2 (β) 3 (γ) 4 

 (δ) 1
8
 (ε) 1 (στ) 0 

 (ζ) 4
9
 (η) 25

16
  

14.  (α) 1 (β) 3𝑘2 (γ) 3 

 (δ) 10𝑥2   

15.  (α) 𝑥 = 4 (β) 𝑥 = 49 (γ) 𝑥 = 0 

 (δ) 𝑥 = 0   

17.  𝑘 = 7 
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Σελίδα  𝟒𝟐  Δραστηριότητες Εμπλουτισμού 

Δραστηριότητα Απαντήσεις 

1.  

(α) 𝑥 = −1 
(β) 𝑥 = 12 
(γ) 𝑥 = 2 
(δ) 𝑥 = 1 

2.  𝛢 = 1 − √2,  𝛣 = √2
2

 

4.  
(α) 𝑥 = 0, 𝑥 = 19 
(β) 𝑥 = 0  ή   𝑥 = 243 
(γ) 𝑥 = 0  ή   𝑥 = 16 

7.  𝑥 = −11, 𝑦 = 3, 𝑧 = 2 
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Ενότητα 02:  Τριγωνομετρία 

Σελίδα  𝟒𝟗  Γωνία σε Κανονική Θέση 
Δραστηριότητα Απαντήσεις 

2.  
(α) 495°,−585° 
(β) −380°, 340° 
(γ) −120∘, 600∘ 

3.  
(α) 𝜑  = 360° + 𝜔 
(β) Αρχική πλευρά: 𝛰𝛢, Τελική πλευρά: 𝛰𝛬 
(γ) Αρχική πλευρά: 𝛰𝛢,  Τελική πλευρά: 𝛰𝛬 

4.  120°,   480°   

Σελίδα  𝟓𝟑  Τριγωνομετρικοί αριθμοί γωνίας σε κανονική θέση 
Δραστηριότητα Απαντήσεις 

1.  ημ𝜃 = −
√2
2

 ,   συν𝜃 = −
√2
2

,   εφ𝜃 = 1,   σφ𝜃 = 1 

2.  
(α) ημ𝜃 = − √2

2
 , συν𝜃 = √2

2
,   εφ𝜃 = −1,   σφ𝜃 = −1 

(β) ημ𝜃 = 1
2
 ,   συν𝜃 = − √3

2
,   εφ𝜃 = −√3

3
,   σφ𝜃 = −√3 

(γ) ημ𝜃 = 0,   συν𝜃 = −1,   εφ𝜃 = 0,   σφ𝜃 ∶δεν ορίζεται 

3.  
ημ135° =

√2
2

 ,   συν135° = −
√2
2

,   εφ𝜃 = −1,   σφ𝜃 = −1 

𝛢(−1, 1) και 𝛣(−2,2) 

4.  (
√2
2

,
√2
2 ) 

Σελίδα  𝟔𝟏  Τριγωνομετρικός κύκλος 

Δραστηριότητα Απαντήσεις 

1.  
(α) ΛΑΘΟΣ 
(β) ΣΩΣΤΟ 
(γ) ΣΩΣΤΟ 

(δ) ΣΩΣΤΟ 
(ε) ΛΑΘΟΣ 

(στ) ΣΩΣΤΟ 
(ζ) ΛΑΘΟΣ 

2.  −
3
2

 

3.  

ημ30° > 0,   συν30° > 0,   εφ30° > 0,   σφ30° > 0 

ημ236° < 0,   συν326° < 0,   εφ236° > 0,   σφ236° > 0 

ημ(−52°) < 0,   συν(−52°) > 0,   εφ(−52°) < 0,   σφ(−52°) < 0 

ημ370° > 0,   συν370° > 0,   εφ370° > 0,   σφ370° > 0 

ημ(−150°) < 0,   συν(−150°) < 0,   εφ(−52°) > 0,   σφ(−150°) > 0 

4.  ημ𝜔 = −
√3
2

,   συν𝜔 = −
1
2
,   εφ𝜔 = √3,   σφ𝜔 =

√3
3

 

6.  
(α) 2ο τεταρτημόριο 
(β) 2ο τεταρτημόριο 
(γ) 3ο τεταρτημόριο 
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Σελίδα  𝟔𝟔  Μετατροπή τριγωνομετρικών αριθμών γωνίας σε 
τριγωνομετρικούς αριθμούς οξείας γωνίας 

Δραστηριότητα Απαντήσεις 

1.  
(α) ημ110∘ = ημ70∘ 
(β) συν100∘ = −συν80∘ 
(γ) ημ85∘ = συν5∘ 

3.  
 α. β. γ. 

1 5 6 

 

4.  (α) ημ5∘ 
(β) −συν70∘ 

(γ) −εφ57∘ 
(δ) −σφ85∘ 

5.   
(α) 𝑥 = 60°  ή  𝑥 = 120° 
(β) 𝑥 = 160° 
(γ) 𝑥 = 150° 

6.  
(α) 𝑥 = 50°  ή   𝑥 = 130° 
(β) 𝑥 = 45°  ή 𝑥 = 135° 
(γ) Αδύνατη στο ℝ 

9.  𝐵 = 60∘, 𝛤 = 90∘  ή  𝛣 = 120∘, 𝛤 = 30∘ 

Σελίδα  𝟕𝟏  Τριγωνομετρικές ταυτότητες 
Δραστηριότητα Απαντήσεις 

1.  (α) 1 
(β) συν30° (γ) 1 (δ) 20° 

3.  
(α) ΣΩΣΤΟ 
(β) ΛΑΘΟΣ 

(γ) ΣΩΣΤΟ 
(δ) ΣΩΣΤΟ 

(ε) ΣΩΣΤΟ 

5.  𝛥 

6.  

ημ𝜑 =
5
13

 

εφ𝜑 =
5
12

 

σφ𝜑 =
12
5

 

συν𝜑 = −
15
17

 

εφ𝜑 =
8
15

 

σφ𝜑 =
15
8

 

7.  𝛢 = −
25
24

 

Σελίδα  𝟕𝟔  Δραστηριότητες Ενότητας 
Δραστηριότητα Απαντήσεις 

1.  𝛤 

6.  𝛢 = −
22
7

 

7.  𝛤 

PISA2012 Ερώτηση 1: 𝛥 Ερώτηση 2: 𝛣 
Ερώτηση 3: 8,5 
χρόνια 
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Σελίδα 𝟕𝟗   Δραστηριότητες Εμπλουτισμού 

Δραστηριότητα Απαντήσεις 

1.  

(α) Δεν υπάρχουν 
(β) Δεν υπάρχουν 
(γ) Δεν υπάρχουν 
(δ) Υπάρχουν 

6.  𝛼 = ημ𝜃,   𝛽 = εφ𝜃,   𝛾 =
1

συν𝜃
,   𝛿 = συν𝜃 

7.  𝛢 = 10 
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Ενότητα 03:  Κύκλος 

Σελίδα  8𝟗  Σχετική θέση δύο κύκλων 
Δραστηριότητα Απαντήσεις 

1.  

(α) Οι κύκλοι εφάπτονται εξωτερικά. 
(β) Οι κύκλοι είναι ξένοι εξωτερικά. 
(γ) Οι κύκλοι είναι ξένοι εσωτερικά, με τον (𝛫, 3 cm) να είναι 

εσωτερικός στον (𝛬, 5 cm). 
(δ) Οι κύκλοι εφάπτονται εσωτερικά, με τον (𝛭, 5 cm) να είναι 

εσωτερικός στον (𝛮, 8 cm). 
(ε) Οι κύκλοι είναι τεμνόμενοι. 
(στ) Οι κύκλοι είναι ξένοι εξωτερικά. 
(ζ) Οι κύκλοι εφάπτονται εσωτερικά, με τον (𝛭, 4 cm) να είναι 

εσωτερικός στον (𝛮, 7 cm). 
(η) Οι κύκλοι εφάπτονται εξωτερικά. 

2.  (α) (𝛫𝛬) = 9 cm 
(β) (𝛫𝛬) = 1 cm 

3.  8 km < (𝑀𝛬) < 28 km 

4.  

(α) Οι κύκλοι εφάπτονται εξωτερικά. 
(β) Οι κύκλοι είναι ξένοι εξωτερικά. 
(γ) Οι κύκλοι είναι τεμνόμενοι. 
(δ) Οι κύκλοι εφάπτονται εσωτερικά, με τον (𝛫, 3 cm) να είναι 

εσωτερικός στον (𝛬, 4 cm). 
(ε) Οι κύκλοι είναι τεμνόμενοι. 

5.  

(α) Οι κύκλοι εφάπτονται εξωτερικά. 
(β) Οι κύκλοι είναι τεμνόμενοι. 
(γ) Οι κύκλοι είναι ξένοι εξωτερικά. 
(δ) Οι κύκλοι εφάπτονται εσωτερικά, με τον (𝛨, 𝛨𝛬) να είναι 

εσωτερικός στον (𝛦, 𝛦𝛬). 

Σελίδα  𝟏𝟎𝟏  Εγγεγραμμένες – Επίκεντρες γωνίες 
Δραστηριότητα Απαντήσεις 

1.  
(α) 𝑥 = 40∘ 
(β) 𝑥 = 43∘ 
(γ) 𝑥 = 90∘ 

(δ) 𝑥 = 34∘ 
(ε) 𝑥 = 40∘, 𝑦 = 60∘ 
(ζ) 𝑥 = 150∘ 

(η) 𝑥 = 100∘, 𝑦 = 120∘ 

2.  
(α) ΣΩΣΤΟ 
(β) ΛΑΘΟΣ 

(γ) ΣΩΣΤΟ 
(δ) ΛΑΘΟΣ 

3.  𝐴𝐾𝛤 = 120∘,  Μέτρο μικρότερου τόξου 𝛢𝛤: 120∘ 

4.  𝐴𝐾𝛤 = 140∘,   𝐴𝛣𝛤 = 70∘   

5.  
(α) ΣΩΣΤΟ 
(β) ΛΑΘΟΣ 
(γ) ΣΩΣΤΟ 

(δ) ΣΩΣΤΟ 
(ε) ΛΑΘΟΣ 
(στ) ΣΩΣΤΟ 
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6.  𝐴𝛣𝛤 = 75∘,  Μέτρο μεγαλύτερου τόξου 𝛢𝛤: 210∘ 

7.  𝐾 = 120°,   𝐴 = 30°,   𝛤 = 30° 

8.  𝑅 = 2√2 cm 

Σελίδα  𝟏𝟎𝟖  Θεώρημα Χορδής και Εφαπτομένης 
Δραστηριότητα Απαντήσεις 

1.  (α) 𝑥 = 40° (β) 𝑥 = 50° (γ) 𝑥 = 85° (δ) 𝑥 = 35° 

2.  𝐴𝐵𝛤 = 70∘,   𝛥𝛢𝛤 = 70∘   

3.  𝐴𝐵𝛤 = 60∘,   𝛥𝛢𝛤 = 60∘   

4.  (α) 𝑥 = 54∘, 𝑦 = 56∘ (β) 𝑥 = 117∘ (γ) 𝑥 = 51∘, 𝑦 = 102∘ 

5.  𝐴𝐾𝐵 = 140∘ 

6.  Το τόξο 𝛣𝛤 που αντιστοιχεί στην 𝛣𝛫𝛤 είναι 122∘. 

Σελίδα  𝟏𝟏𝟓  Δραστηριότητες Ενότητας 
Δραστηριότητα Απαντήσεις 

1.  (α) 𝑥 = 172∘ 
(β) 𝑥 = 180∘ 

(γ) 𝑥 = 66∘, 𝑦 = 72∘ 
(δ) 𝑥 = 300∘ 

(ε) 𝑥 = 30∘ 
(στ) 𝑥 = 147∘ 

2.  𝐴 = 55∘,  𝐵 = 105∘, 𝛤 = 125∘,  𝛥 = 75∘ 

3.  𝛢 = 80∘, 𝛣 = 60∘, 𝛤 = 40∘ 

5.  𝛣𝛤𝛥 = 60∘,  𝛣𝛭𝛥 = 45∘ 

6.  𝜑 = 95∘ 

Σελίδα  𝟏𝟏𝟗   Δραστηριότητες Εμπλουτισμού 

Δραστηριότητα Απαντήσεις 

6.  30∘ 
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Ενότητα 04:  Διανύσματα 

Σελίδα  𝟏𝟑𝟎  Η έννοια του διανύσματος 
Δραστηριότητα Απαντήσεις 

17.  (α) Μονόμετρο 
(β) Διανυσματικό 

(γ) Μονόμετρο 
(δ) Μονόμετρο 

(ε) Διανυσματικό 
(στ) Μονόμετρο 

18.  (α) ΣΩΣΤΟ 
(β) ΛΑΘΟΣ 

(γ) ΣΩΣΤΟ 
(δ) ΣΩΣΤΟ 

19.  

𝛣𝛥⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 2, 𝛣𝛧⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 4, 𝛫𝛩⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 2, 𝛮𝛪⃗⃗⃗⃗ = 4  

𝛣𝛥⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝛥𝛧⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝛣𝛥⃗⃗⃗⃗  ⃗ = −𝛫𝛩⃗⃗⃗⃗⃗⃗ , 𝛥𝛧⃗⃗⃗⃗  ⃗ =  −𝛫𝛩⃗⃗⃗⃗⃗⃗  
𝛣𝛧⃗⃗⃗⃗  ⃗ =  𝛥𝛩⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝛣𝛧⃗⃗⃗⃗  ⃗ =  −𝛮𝛪⃗⃗⃗⃗ , 𝛥𝛩⃗⃗⃗⃗  ⃗ =  −𝛮𝛪⃗⃗⃗⃗  

(α) 𝛥𝛦⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 1, 𝛥𝛧⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 2, 𝛥𝛩⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 4, 𝛣𝛢⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 1, 𝛣𝛤⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 1,   

(β) 𝛥𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝛣𝛤⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝛥𝛦⃗⃗⃗⃗  ⃗ = −𝛣𝛢⃗⃗⃗⃗  ⃗ , 𝛣𝛤⃗⃗⃗⃗  ⃗ = −𝛣𝛢⃗⃗⃗⃗  ⃗  

(γ) Π.χ. 𝛮𝛨⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ή 𝛬𝛦⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

20.  
𝛢𝛫⃗⃗ ⃗⃗  ⃗, 𝛤𝛫⃗⃗ ⃗⃗  ⃗, 𝛬𝛭⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  , 𝛫𝛢⃗⃗ ⃗⃗  ⃗, 𝛤𝛭⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ , 𝛬𝛫⃗⃗ ⃗⃗  ⃗, 𝛬𝛣⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝛭𝛫⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

(α) 𝛢𝛫⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝛫𝛤⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝛬𝛭⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ,       𝛢𝛬⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝛬𝛣⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝛫𝛭⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗,        𝛣𝛭⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  = 𝛣𝛤⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝛬𝛫⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

21.  (α) 𝜅 , 𝜃  
(β) 𝜂 , 𝜆  

22.  

 

 
 

23.  

(α) Π.χ. 𝛦𝛰⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝛥𝛤⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
(β) Π. χ. 𝛰𝛧⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝛦𝛥⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
(γ) Π. χ. 𝛢𝛰⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝛧𝛦⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
(δ) Π. χ. 𝛢𝛥⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝛣𝛤⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
(ε) Π. χ. 𝛧𝛤⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝛣𝛦⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
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Σελίδα  𝟏𝟒𝟎  Πράξεις με διανύσματα 

Δραστηριότητα Απαντήσεις 

1.  (α) ΛΑΘΟΣ 
(β) ΣΩΣΤΟ 

(γ) ΣΩΣΤΟ 
(δ) ΛΑΘΟΣ 

(ε) ΣΩΣΤΟ 

2.  

 

 
 

3.  
(α) 𝑥 =  𝛼 − 𝛽  
(β) 𝑥 =  −𝛽 + 𝛼 − 𝛾  
(γ) 𝑥 =  −𝛼 + 𝛽  ή 𝑥 =  𝛽 + 𝛾  ή 𝑥 = −𝛼 + 𝛿  

4.  

(α) 𝛣𝛢⃗⃗⃗⃗  ⃗ = −𝛽  
(β) 𝛧𝛤⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 2𝛽  
(γ) 𝛨𝛥⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝛼  
(δ) 𝛦𝛨⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = −𝛼 + 𝛽  

(ε) 𝛥𝛤⃗⃗⃗⃗  ⃗ = −𝛼 + 𝛽  
(στ) 𝛣𝛦⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 2𝛼 − 2𝛽  
(ζ) 𝛧𝛥⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝛼 + 𝛽  
(η) 𝛤𝛢⃗⃗⃗⃗  ⃗ = −𝛼 − 𝛽  

5.  
(α) 𝛢𝛤⃗⃗⃗⃗  ⃗ =  6(𝜅 + 𝜆 ) 
(β) 𝛢𝛥⃗⃗⃗⃗  ⃗ =  6𝜆  
(γ) 𝛥𝛤⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 6𝜅  

(δ) 𝛦𝛥⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 4𝜆  
(ε) 𝛥𝛧⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 4𝜅  
(στ) 𝛦𝛧⃗⃗⃗⃗  ⃗ =  4(𝜅 + 𝜆 ) 

Σελίδα  𝟏𝟒𝟒  Δραστηριότητες Ενότητας 
Δραστηριότητα Απαντήσεις 

1.  

Τα διανύσματα α⃗⃗  και 2α⃗⃗  είναι ομόρροπα και το μέτρο του 2α⃗⃗  είναι 
διπλάσιο του α⃗⃗ . 

Το διάνυσμα −3α⃗⃗  είναι αντίρροπο των α⃗⃗  και 2α⃗⃗  και το μέτρο του είναι 
τριπλάσιο του α⃗⃗ . 
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3.  

(α)  

 
 

(β)  

 
 

(γ)  

 
 

(δ)  

 
 

(ε)  

 
 

(στ)  

 
 

(ζ)  
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4.  

(α) 𝛤𝛣⃗⃗⃗⃗  ⃗ = −𝛽 + 𝛼 , 𝛢𝛦⃗⃗⃗⃗  ⃗ = �⃗⃗� +�⃗⃗� 

2
, 𝛥𝛦⃗⃗⃗⃗  ⃗ = �⃗⃗� 

2
 

Το 𝛢𝛥𝛦𝛤 είναι τραπέζιο.      
𝛢𝛤⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝛽 

𝛥𝛦⃗⃗⃗⃗  ⃗ = �⃗⃗� 

2

      ⇒ 𝛢𝛤⃗⃗⃗⃗  ⃗  ∥ 𝛥𝛦⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

6.  (β) 𝛢𝛥⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 2𝛽 , 𝛤𝛭⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = −𝛼 , 𝛮𝛭⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝛽 + 𝛼 , 𝛭𝛬⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝛼 − 𝛽  

Σελίδα  𝟏𝟒𝟖  Δραστηριότητες Εμπλουτισμού 

Δραστηριότητα Απαντήσεις 

3.  

(α) 𝛥𝛤⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝛽 − 𝛾 , 𝛥𝛭⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = �⃗⃗� −�⃗⃗� 
2

, 𝛢𝛭⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = �⃗⃗� +�⃗⃗� 
2

 

(β) 𝛢𝛬⃗⃗⃗⃗  ⃗ = �⃗⃗� +�⃗⃗� 

2
, 𝛭𝛬⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = �⃗⃗� −�⃗⃗� 

2
 

(γ) 𝛮𝛫⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = �⃗⃗� −�⃗⃗� 
2

,  𝛭𝛬⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  =  𝛮𝛫⃗⃗⃗⃗⃗⃗   και 𝛭𝛬⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ∥ 𝛮𝛫⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ,  το 𝛫𝛬𝛭𝛮 είναι 
παραλληλόγραμμο. 
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 ǁ  
ȠɋɂɏɀɍɎɍɜɄɐɄ�ɒɄɑ�ɂɋɒɍɉɛɑ�Ɏɍɓ�ȾɏɜɐɈɂɒȽɇ�Ɏəɋɘ�
ȽɎɟ�ɈəɅɂ�ɈɍɓɊɎɜ�

  ȠɎȽɋɂɈɈɜɋɄɐɄ�ɓɎɍɉɍɀɇɐɒɇɈɛɑ�

  ȭȾɛɐɂ�ɒɍ�ɒɂɉɂɓɒȽɜɍ�ɗɄɔɜɍ�ɛ�ɂɋɒɍɉɛ��

  ȜɎɟɉɓɒɄ�ɒɇɊɛ�ȋɊɟɋɍ�ɐɂ�ɊɂɏɇɈɚɑ�ɓɎɍɉɍɀɇɐɒɇɈɚɑȌ�

  ȠɇɐȽɀɘɀɛ�ȫɏ�ɐɛɊɍɓ�െ�

 ǁ   
ȥɉəɐɊȽ�

 ǁ  
ȧɂɒȽɒɏɍɎɛ�ȥɉəɐɊȽɒɍɑ�Ù�ȟɂɈȽɁɇɈɟ�

  ȭȾɛɐɇɊɍ�ɊɋɛɊɄɑ�

  ȫɏɟɐɅɂɐɂ�ɒɍɋ�ȽɏɇɅɊɟ�ɐɒɄ�ɊɋɛɊɄ�

  ȜɔȽɜɏɂɐɂ�ɒɍɋ�ȽɏɇɅɊɟ�ȽɎɟ�ɒɄ�ɊɋɛɊɄ�

  ȜɋȽɈəɉɂɐɂ�ɒɍɋ�ȽɏɇɅɊɟ�ɒɄɑ�ɊɋɛɊɄɑ�

=�

ͼ�
ȵɍɆ�

Ans�

ݔ � �௬ݔ ��^�

SHIFT 2nd F

��AC���

�DEL���

Abs�

��(Ͳ)�

��a�b/c� ʹ
͵
�

SÙD� ��a�b/c�

CLR�

M+�

MͲ�

M�



  

ȫɏəɌɄ� Ƞɋɒɍɉɚɑ�ɓɎɍɉɍɀɇɐɒɇɈɛɑ� ȭɒɄɋ�ɍɅɟɋɄ�

͵  Ͷ            ͵Ͷ�
 

ʹǡ͵Ͷ�Ȃ �ͳǡͳ                       ʹǤ͵Ͷ�Ȃ�ͳǤͳ��
ͳǤʹͶ

͵� ή �ʹ    ͵ܺʹ�


ʹହ  ʹହ    ǁ  ʹହ 
͵ʹ

ͷ ή ͳͲଷ  ͷ߃͵      ǁ ͷߕͳͲ͵ 
ͷͲͲͲ

ଷ
ସ
         

 
ǁ                                                     

ଷ
ସ
   

 
͵ŋͶ   

ʹ ଷ
ସ
      

 
ǁ 

ʹ ଷ
ସ
  

 
ʹ ŋ͵ ŋͶ�  

ξͶ  ξͶ 
ʹ

ͷଶ  ͷଶ 
ʹͷ

ʹ ή ሺ െ ͵ሻ  ʹܺሺ െ ͵ሻ��
ͺ

ʹ ή ሺ െ ͵ሻ  ʹݏ݊ߕ�
ͺ

ʹ െ ሺെ͵ሻ   ʹ െ ሺെ͵ሻ��
ͷ

ȁെ͵ȁ  ȁെ͵ȁ 
3

ƩǍ Ͳǡʹͷ įȷǏĳǀǋıĲǌį ǌǉįǑ 
ȷǐƿǎǇǑ   

 
 
ǁ  

ଵ
ସ
  

ͻ െ   ʹ�
 

ƹȷǏǋǏǅǉĲǌǘǑ Ǌįǉ įȷǏǈǁǊıǒĲǇ 
 

ͻ�Ȃ �  ߊ�ʹ� �


ƩǍƿǊǋǇĲǇ  ǌǍǁǌǇǑ 
͵ ή ሺͻ െ ǣ ʹሻ െ ǣ ሺͻ െ ǣ ʹሻ 

�Ȃߊ�ߕ�͵  �    ߊ�
ͳ

�

+ =��3�� �4��

ͼ �– ���2�� �3 � �4 � �1 � �ͼ � �1 � =

��3�� x �2 � =

��2� ௬ݔ�5 =

��5� ȵɍP �3 � =

�3���a�b/c� �4 � =

�3� �a�b/c� �4 � =

SHIFT ʹ
͵
� �2 � �3� �4 � =

�2 � �a�b/c� �3� �a�b/c� �4 � =

�o�� �4 � =

��5� X² =

=�3���– ��7�(x��2�� �) �

x2=�3���– � =��7�� Ans

��2�� ( �(Ͳ)� �3�� �) � =�– �

=�3���(Ͳ)�Abs

SÙD

�a�b/c�SHIFT

ɀ+=�2 �÷ ��6 �–��9��

��3�� ɍ � ɀ – �6 � ÷ ɀ =



ȮȬȤȞȳȨȪȧȠȮȬȤȥȪȤ��ȜȬȤȣȧȪȤ��ȞȳȨȤȳȨ��1°Ǧ�89°�
�

ȞɘɋɜȽ� ɄɊɘ ɐɓɋɘ� ɂɔɘ ȞɘɋɜȽ ɄɊɘ ɐɓɋɘ� ɂɔɘ
ͳι� ͲǡͲͳ� Ͳǡͻͻͻ� ͲǡͲͳ� Ͷι� ͲǡʹͲ� Ͳǡͻͷ� ͳǡͲ͵�
ʹι� ͲǡͲ͵ͷ� Ͳǡͻͻͻ� ͲǡͲ͵ͷ� Ͷι� Ͳǡ͵ͳ� Ͳǡͺʹ� ͳǡͲʹ�
͵ι� ͲǡͲͷʹ� Ͳǡͻͻͻ� ͲǡͲͷʹ� Ͷͺι� ͲǡͶ͵� Ͳǡͻ� ͳǡͳͳͳ�
Ͷι� ͲǡͲͲ� Ͳǡͻͻͺ� ͲǡͲͲ� Ͷͻι� Ͳǡͷͷ� Ͳǡͷ� ͳǡͳͷͲ�
ͷι� ͲǡͲͺ� Ͳǡͻͻ� ͲǡͲͺ� ͷͲι� Ͳǡ� ͲǡͶ͵� ͳǡͳͻʹ�
ι� ͲǡͳͲͷ� Ͳǡ͵ͻͷ� ͲǡͳͲͷ� ͷͳι� Ͳǡ� Ͳǡʹͻ� ͳǡʹ͵ͷ�
ι� Ͳǡͳʹʹ� Ͳǡͻͻ͵� Ͳǡͳʹ͵� ͷʹι� Ͳǡͺͺ� Ͳǡͳ� ͳǡʹͺͲ�
ͺι� Ͳǡͳ͵ͻ� ͲǡͻͻͲ� ͲǡͳͶͳ� ͷ͵ι� Ͳǡͻͻ� ͲǡͲʹ� ͳǡ͵ʹ�
ͻι� Ͳǡͳͷ� Ͳǡͻͺͺ� Ͳǡͳͷͺ� ͷͶι� ͲǡͺͲͻ� Ͳǡͷͺͺ� ͳǡ͵�
ͳͲι� ͲǡͳͶ� Ͳǡͻͺͷ� Ͳǡͳ� ͷͷι� Ͳǡͺͳͻ� ͲǡͷͶ� ͳǡͶʹͺ�
ͳͳι� Ͳǡͳͻͳ� Ͳǡͻͺʹ� ͲǡͳͻͶ� ͷι� Ͳǡͺʹͻ� Ͳǡͷͷͻ� ͳǡͶͺ͵�
ͳʹι� ͲǡʹͲͺ� Ͳǡͻͺ� Ͳǡʹͳ͵� ͷι� Ͳǡͺ͵ͻ� ͲǡͷͶͷ� ͳǡͷͶͲ�
ͳ͵ι� Ͳǡʹʹͷ� ͲǡͻͶ� Ͳǡʹ͵ͳ� ͷͺι� ͲǡͺͶͺ� Ͳǡͷ͵Ͳ� ͳǡͲͲ�
ͳͶι� ͲǡʹͶʹ� ͲǡͻͲ� ͲǡʹͶͻ� ͷͻι� Ͳǡͺͷ� Ͳǡͷͳͷ� ͳǡͶ�
ͳͷι� Ͳǡʹͷͻ� Ͳǡͻ� Ͳǡʹͺ� Ͳι� Ͳǡͺ� ͲǡͷͲͲ� ͳǡ͵ʹ�
ͳι� Ͳǡʹ� Ͳǡͻͳ� Ͳǡʹͺ� ͳι� Ͳǡͺͷ� ͲǡͶͺͷ� ͳǡͺͲͶ�
ͳι� Ͳǡʹͻʹ� Ͳǡͻͷ� Ͳǡ͵Ͳ� ʹι� Ͳǡͺͺ͵� ͲǡͶͲ� ͳǡͺͺͳ�
ͳͺι� Ͳǡ͵Ͳͻ� Ͳǡͻͷͳ� Ͳǡ͵ʹͷ� ͵ι� Ͳǡͺͻͳ� ͲǡͶͷͶ� ͳǡͻ͵�
ͳͻι� Ͳǡ͵ʹ� ͲǡͻͶ� Ͳǡ͵ͶͶ� Ͷι� Ͳǡͺͻͻ� ͲǡͶ͵ͺ� ʹǡͲͷͲ�
ʹͲι� Ͳǡ͵Ͷʹ� ͲǡͻͶͲ� Ͳǡ͵Ͷ� ͷι� ͲǡͻͲ� ͲǡͶʹ͵� ʹǡͳͶͷ�
ʹͳι� Ͳǡ͵ͷͺ� Ͳǡͻ͵Ͷ� Ͳǡ͵Ͷͺ� ι� ͲǡͻͳͶ� ͲǡͶͲ� ʹǡʹͶ�
ʹʹι� Ͳǡ͵ͷ� Ͳǡͻʹ� ͲǡͶͲͶ� ι� Ͳǡͻʹͳ� Ͳǡ͵ͻͳ� ʹǡ͵ͷ�
ʹ͵ι� Ͳǡ͵ͻͳ� Ͳǡͻʹͳ� ͲǡͶʹͶ� ͺι� Ͳǡͻʹ� Ͳǡ͵ͷ� ʹǡͶͷ�
ʹͶι� ͲǡͶͲ� ͲǡͻͳͶ� ͲǡͶͶͷ� ͻι� Ͳǡͻ͵Ͷ� Ͳǡ͵ͷͺ� ʹǡͲͷ�
ʹͷι� ͲǡͶʹ͵� ͲǡͻͲ� ͲǡͶ� Ͳι� ͲǡͻͶͲ� Ͳǡ͵Ͷʹ� ʹǡͶͺ�
ʹͺι� ͲǡͶ͵ͺ� Ͳǡͺͻͻ� ͲǡͶͺͺ� ͳι� ͲǡͻͶ� Ͳǡ͵ʹ� ʹǡͻͲͶ�
ʹι� ͲǡͶͷͶ� Ͳǡͺͻͳ� ͲǡͷͳͲ� ʹι� Ͳǡͻͷͳ� Ͳǡ͵Ͳͻ� ͵ǡͲͺ�
ʹͺι� ͲǡͶͻ� Ͳǡͺͺ͵� Ͳǡͷ͵ʹ� ͵ι� Ͳǡͻͷ� Ͳǡʹͻʹ� ͵ǡʹͳ�
ʹͻι� ͲǡͶͺͷ� Ͳǡͺͷ� ͲǡͷͷͶ� Ͷι� Ͳǡͻͳ� Ͳǡʹ� ͵ǡͶͺ�
͵Ͳι� ͲǡͷͲͲ� Ͳǡͺ� Ͳǡͷ� ͷι� Ͳǡͻ� Ͳǡʹͷͻ� ͵ǡ͵ʹ�
͵ͳι� Ͳǡͷͳͷ� Ͳǡͺͷ� ͲǡͲͳ� ι� ͲǡͻͲ� ͲǡʹͶʹ� ͶǡͲͳͳ�
͵ʹι� Ͳǡͷ͵Ͳ� ͲǡͺͶͺ� Ͳǡʹͷ� ι� ͲǡͻͶ� Ͳǡʹʹͷ� Ͷǡ͵͵͵�
͵͵ι� ͲǡͷͶͷ� Ͳǡͺ͵ͻ� ͲǡͶͻ� ͺι� Ͳǡͻͺ� ͲǡʹͲ͵� ͶǡͲͷ�
͵Ͷι� Ͳǡͷͷͻ� Ͳǡͺʹͻ� Ͳǡͷ� ͻι� Ͳǡͻͺʹ� Ͳǡͳͻͳ� ͷǡͳͶͷ�
͵ͷι� ͲǡͷͶ� Ͳǡͺͳͻ� ͲǡͲͲ� ͺͲι� Ͳǡͻͺͷ� ͲǡͳͶ� ͷǡͳ�
͵ͺι� Ͳǡͷͺͺ� ͲǡͺͲͻ� Ͳǡʹ� ͺͳι� Ͳǡͻͺͺ� Ͳǡͳͷ� ǡ͵ͳͶ�
͵ι� ͲǡͲʹ� Ͳǡͻͻ� ͲǡͷͶ� ͺʹι� ͲǡͻͻͲ� Ͳǡͳ͵ͻ� ǡͳͳͷ�
͵ͺι� Ͳǡͳ� Ͳǡͺͺ� Ͳǡͺͳ� ͺ͵ι� Ͳǡͻͻ͵� Ͳǡͳʹʹ� ͺǡͳͶͶ�
͵ͻι� Ͳǡʹͻ� Ͳǡ� ͲǡͺͳͲ� ͺͶι� Ͳǡͻͻͷ� ͲǡͳͲͷ� ͻǡͷͳͶ�
ͶͲι� ͲǡͶ͵� Ͳǡ� Ͳǡͺ͵ͻ� ͺͷι� Ͳǡͻͻ� ͲǡͲͺ� ͳͳǡͶ͵Ͳ�
Ͷͳι� Ͳǡͷ� Ͳǡͷͷ� Ͳǡͺͻ� ͺι� Ͳǡͻͻͺ� ͲǡͲͲ� ͳͶǡ͵Ͳͳ�
Ͷʹι� Ͳǡͻ� ͲǡͶ͵� ͲǡͻͲͲ� ͺι� Ͳǡͻͻͻ� ͲǡͲͷʹ� ͳͻǡͲͺͳ�
Ͷ͵ι� Ͳǡͺʹ� Ͳǡ͵ͳ� Ͳǡͻ͵͵� ͺͺι� Ͳǡͻͻͻ� ͲǡͲ͵ͷ� ʹͺǡ͵�
ͶͶι� Ͳǡͻͷ� Ͳǡͳͻ� Ͳǡͻ� ͺͻι� Ͳǡͻͻͻ� ͲǡͲͳͺ� ͷǡʹͻͲ�

Ͷͷι� ͲǡͲ� ͲǡͲ� ͳǡͲͲͲ� � � �
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