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ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ Α΄ ΛΥΚΕΙΟΥ ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΥ 

ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΛΥΣΕΙΣ – ΟΔΗΓΟΣ ΔΙΟΡΘΩΣΗΣ – Α΄ ΣΕΙΡΑ 

 
Μέρος Α΄: Να λύσετε και τις έξι (6) ασκήσεις.  

                  Κάθε άσκηση βαθμολογείται με πέντε (5) μονάδες. 

 

A1. 

 

Να υπολογίσετε το μήκος της διακέντρου των κύκλων (𝛫, 6𝑐𝑚) και (𝛬, 2𝑐𝑚), 

ώστε οι κύκλοι να εφάπτονται εξωτερικά.  

ΛΥΣΗ: 

 

 

𝑅 = 6𝑐𝑚     ,   𝑟 = 2𝑐𝑚,        δ = 𝛫𝛬 

Για να  εφάπτονται εξωτερικά  οι κύκλοι πρέπει 

 

 

  𝛿 = 𝑅 + 𝑟 

      

 

 Άρα  𝛿 = 6 + 2 = 8𝑐𝑚 
 

                                                                (Aν δεν έχει μονάδα μέτρησης -0.5 μ) 

 

A2. Δίνονται τα διανύσματα 𝛼⃗ = (
−3
   4

) και 𝛽 = (
   2
−3

) . Να βρείτε: 

α)  Το μέτρο του διανύσματος 𝑎⃗  

β)  Τις συντεταγμένες του διανύσματος  𝛾⃗ = 3𝛼⃗ + 2𝛽   

ΛΥΣΗ: 

 

α) |𝜶⃗⃗⃗| = √(−𝟑)𝟐 + 𝟒𝟐 = 𝟓 μονάδες 

 

 

β) 𝛾⃗ = 3𝛼⃗ + 2𝛽 = 3 ∙ (
−3
   4

) + 2 ∙ (
   2
−3

)  

 

 

  

   ⇒ 𝛾⃗ = (
−9

   12
) + (

   4
−6

) = (
−5
   6

) 
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Α3. 

𝜂𝜇2𝑥 + 𝜎𝜐𝜈2𝑥 = 1 ⇒ 𝜎𝜐𝜈2𝑥 = 1 − 𝜂𝜇2𝜒 

𝜎𝜐𝜈2𝑥 = 1 − (
4

5
)

2

= 1 −
16

25
=

25 − 16

25
=

9

25
 

 

Αν 𝜂𝜇𝑥 =
4

5
,  90° < 𝑥 < 180° , να υπολογίσετε την αριθμητική τιμή της πιο 

κάτω παράστασης, χρησιμοποιώντας τριγωνομετρικές ταυτότητες: 

 

                                 𝐴 =
15𝜎𝜐𝜈𝑥

𝜎𝜏𝜀𝜇𝑥+𝜎𝜑𝑥
 

ΛΥΣΗ: 

𝜂𝜇𝑥 =
4

5
 ,    90° < 𝑥 < 180°  

 
 
 
 

 

 

⇒ 𝜎𝜐𝜈𝑥 = ±√
9

25
  

 

⇒ 𝜎𝜐𝜈𝑥 = −
3

5
  (2ο  τεταρτημόριο, 𝜎𝜐𝜈𝑥 < 0)   

 
 
   

Άρα, 𝜎𝜏𝜀𝜇𝑥 =
1

𝜂𝜇𝑥
=

5

4
               και     𝜎𝜑𝑥 =

𝜎𝜐𝜈𝑥

𝜂𝜇𝑥
=

−3

5
4

5

= −
3

4
. 

 

  Τότε, 𝛢 =
15𝜎𝜐𝜈𝑥

𝜎𝜏𝜀𝜇𝑥+𝜎𝜑𝑥
=

15 ∙(−
3

5
 )

5

4
−

3

4

=
−9

2

4

= -18   

 

  Άρα,  𝛢 = −18     
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A4. 
 

Ένας τοπογράφος έκανε τις παρακάτω μετρήσεις σε ένα αγροτεμάχιο ΑΒΓΔΕ, 

όπως φαίνεται στο πιο κάτω σχήμα. 

 

 

 

 

Αν 𝛼 > 0, χρησιμοποιώντας τις ιδιότητες των ριζών: 

α) Να δείξετε ότι το μήκος του ευθύγραμμου τμήματος  𝐵𝐸 είναι  8√5𝛼 m 

β) Aν 𝛼 = √√451134
÷ √√4556

 , να βρείτε την αριθμητική τιμή του 𝛣𝛦  

 

ΛΥΣΗ: 

 

α)  (𝛣𝛤) = √9𝛼2 + 36𝛼2 = √45𝛼2 = √9 ∙ 5𝛼2 = 3𝛼√5 m ,  𝛼 > 0 

 

      (𝛤𝛦) = √4𝛼2 + 121𝛼2 = √125𝛼2 = √25 ∙ 5𝛼2 = 5𝛼√5 m,  𝛼 > 0 

 

 

       (𝛣𝛦) = (𝛣𝛤) + (𝛤𝛦) = 3𝛼√5 + 5𝛼√5 = 8𝛼√5  m    

 

 

 

β) 𝛼 = √451112
÷ √45512

= √45612
= √45 = √9 ∙ 5 = 3√5     

 

 

     Τότε, 𝐵𝐸 = 8√5𝛼 = 8√5 ∙ 3√5 = 24 ∙ (√5)
2

= 24 ∙ 5 = 120𝑚 

     (Aν δεν έχει μονάδα μέτρησης -0.5 μ) 
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Α5. 

=
1 − 2𝜂𝜇𝜃 + 1

𝜎𝜐𝜈𝜃(1 − 𝜂𝜇𝜃)
=

2 − 2𝜂𝜇𝜃

𝜎𝜐𝜈𝜃(1 − 𝜂𝜇𝜃)
 

=
2(1 − 𝜂𝜇𝜃)

𝜎𝜐𝜈𝜃(1 − 𝜂𝜇𝜃)
=

2

𝜎𝜐𝜈𝜃
 

 

Να αποδείξετε την ταυτότητα: 𝜏𝜀𝜇𝜃 − 𝜀𝜑𝜃 +
𝜎𝜐𝜈𝜃

1−𝜂𝜇𝜃
= 2𝜏𝜀𝜇𝜃  

Λύση:   
 

Α΄μέλος= 𝜏𝜀𝜇𝜃 − 𝜀𝜑𝜃 +
𝜎𝜐𝜈𝜃

1−𝜂𝜇𝜃
    

 
 

   

            

=
1

𝜎𝜐𝜈𝜃
−

𝜂𝜇𝜃

𝜎𝜐𝜈𝜃
+

𝜎𝜐𝜈𝜃

1−𝜂𝜇𝜃
 =

1−𝜂𝜇𝜃−𝜂𝜇𝜃(1−𝜂𝜇𝜃)+𝜎𝜐𝜈2𝜃

𝜎𝜐𝜈𝜃(1−𝜂𝜇𝜃)
=

1−𝜂𝜇𝜃−𝜂𝜇𝜃+𝜂𝜇2𝜃+𝜎𝜐𝜈2𝜃

𝜎𝜐𝜈𝜃(1−𝜂𝜇𝜃)
 

 
 
 
 

 
 
 

 

 
 
 
 

= 2𝜏𝜀𝜇𝜃 = Β΄μέλος 
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Α6. 

  

Στο πιο κάτω σχήμα δίνεται ο κύκλος (𝛫, 𝑅).  Η 𝛢𝛤 είναι διάμετρος του κύκλου, 

η  ευθεία (ε), εφαπτομένη του κύκλου στο σημείο Β,  𝛢𝛣⏜ = 52°𝜅𝛼𝜄 𝛣𝛥⏜ =  𝛤𝛥⏜ = 𝛼.  
 

α) Να υπολογίσετε την τιμή του 𝛼.           (Μονάδες 2) 

β) Αν 𝛼 =  64°, να υπολογίσετε  το μέτρο των γωνιών 𝜃, 𝜑 και 𝜔. (Μονάδες 3) 

     Να δικαιολογήσετε πλήρως τις απαντήσεις σας. 

 

 
Λύση:   

(α)  𝛢𝛤  διάμετρος, επομένως το τόξο  𝛢𝛣𝛤⏜ = 180° 

      ⟹ 52° + 𝛼 + 𝛼 = 180°    

      ⇔ 52° + 2𝛼 = 180°    

      ⇔ 𝛼 = 64°   

(β)  𝜑̂ = 90°   (εγγεγραμμένη γωνία η οποία βαίνει σε ημικύκλιο)  

      𝜃 =
𝛢𝛣⏜

2
=

52°

2
= 26°  (μέτρο εγγεγραμμένης γωνίας 𝜃 είναι ίσο με το μισό  

       μέτρο του αντίστοιχου τόξου ΑΒ)  
 

      𝜔̂ = 𝛣𝛤𝛥̂  (θεώρημα χορδής εφαπτομένης)  

      𝛣𝛤𝛥̂ =
𝛼

2
= 32° (μέτρο εγγεγραμμένης γωνίας είναι ίσο με το μισό   

                               μέτρο του αντίστοιχου τόξου) 

       Άρα 𝜔̂ = 32°. 

 

          

ΤΕΛΟΣ ΜΕΡΟΥΣ Α΄ 

                                     ΑΚΟΛΟΥΘΕΙ ΤΟ ΜΕΡΟΣ Β΄ 
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Μέρος Β΄: Να λύσετε και τις τρεις (3) ασκήσεις.  

 Κάθε άσκηση βαθμολογείται με δέκα (10) μονάδες. 

 

Β1. 

 

α) Να λύσετε τις εξισώσεις:   𝑥3 − 27 = 0  και √𝑦 + 14 = 6 − 𝑦.    (Μονάδες 5) 

           β) Αν 𝑥 = 3 και 𝑦 = 2 

              i) Να αποδείξετε ότι 
7

√𝑦+𝑥
−

7

√𝑦−𝑥
= 6                                  (Μονάδες 3) 

              ii) Να συγκρίνετε τους αριθμούς √𝑦4  και √𝑥
6

.                                (Μονάδες 2) 

                                                                                                                   

 

ΛΥΣΗ:   

α) 𝑥3 − 27 = 0 ⇒ 𝑥3 = 27 ⇒ 𝑥 = √27
3

= 3   

    Για να έχει πραγματική λύση η εξίσωση  √𝑦 + 14 = 6 − 𝑦  πρέπει: 

    𝑦 + 14 ≥ 0        και         6 − 𝑦 ≥ 0   

 

 

    𝑦 ≥ −14            και        𝑦 ≤ 6  

    

   Άρα,  −14 ≤ 𝑦 ≤ 6   

     √𝑦 + 14 = 6 − 𝑦   υψώνουμε και τα δύο μέλη στη 2η δύναμη 

      (√𝑦 + 14)
2

= (6 − 𝑦)2  

 

    ⇒ 𝑦 + 14 = 36 − 12𝑦 + 𝑦2  

 

    ⇔ 𝑦2 − 13𝑦 + 22 = 0 ⇒ (𝑦 − 2)(𝑦 − 11) = 0   

    

   𝑦 = 2 δεκτή  −14 ≤ 𝑦 ≤ 6   ή  𝑦 = 11 απορρίπτεται  −14 ≤ 𝑦 ≤ 6 

   (Aν δεν τεκμηριώσει τις λύσεις -0.5 μ) 
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β) i) Για 𝑥 = 3 και 𝑦 = 2 η παράσταση  
7

√𝑦+𝑥
−

7

√𝑦−𝑥
  γίνεται:  

 

 

       
7

√2+3
−

7

√2−3
=

7(√2−3)−7(√2+3)

(√2+3)(√2−3)
=

7√2−21−7√2−21

(√2)
2

−32
=

−42

2−9
=

−42

−7
= 6 

 

 ii) Για 𝑥 = 3 και 𝑦 = 2   οι αριθμοί  √𝑦4   και √𝑥
6

  γίνονται  √2
4

   και √3
6

   

     Μετατρέπω τις δύο ρίζες στον ίδιο δείκτη 

         

 

 √2
4

= √233∙4
= √8

12
  

√3
6

= √322∙6
= √9

12
}         ⇒ √8

12
< √9

12
 .  Άρα,   √2

4
< √3

6
   

 
 
 

B2.    
 

Δίνονται τα  σημεία 𝛢(−4,6) και 𝛣(−14,10).  

α) Να βρείτε τις συντεταγμένες του διανύσματος 𝛢𝛣⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ .                        (Μονάδες 2) 

β) Να βρείτε τη διανυσματική ακτίνα του μέσου Μ του διανύσματος   𝛢𝛣⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ .    

                                                                                                           (Μονάδες 2) 

γ) Να βρείτε μοναδιαίο διάνυσμα παράλληλο με το  διάνυσμα  𝛢𝛭⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗.         

                                                                                                           (Μονάδες 3) 

δ) Δίνεται το σημείο 𝛫(3,9). Να βρείτε την τετμημένη του σημείου 𝛵(𝑥, 11), έτσι 

ώστε τα διανύσματα 𝛭𝛣⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ και 𝛫𝛵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  να είναι παράλληλα.                  (Μονάδες 3) 

 ΛΥΣΗ:      
 

     α)   𝛢(−4,6) και 𝛣(−14,10)    τότε      𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = (
𝑥2 − 𝑥1

𝑦2 − 𝑦1
) = (

−14 + 4
10 − 6

) = (
−10

4
) 

 
 

β)  𝑥𝛭 =
𝜒1+𝜒2

2
=

−4−14

2
=

−18

2
= −9   

                                                                             Άρα 𝛭(−9, 8)   

       𝑦𝑀 =
𝑦1+𝑦2

2
=

6+10

2
=

16

2
= 8   

 

 Η διανυσματική ακτίνα του μέσου Μ του 𝛢𝛣⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  είναι 𝛰𝛭⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = −9𝜄 + 8𝑗  ή 𝛰𝛭⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = (
−9
8

) 
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γ)    𝛢(−4,6)   𝛭(−9, 8)   
 
 

      𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ = (
𝑥2 − 𝑥1

𝑦2 − 𝑦1
) = (

−9 + 4
8 − 6

) = (
−5
  2

)    

 
 

     |𝛢𝛭⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗| = √(−5)2 + 22 = √29 μονάδες    

 
 

      Μοναδιαίο διάνυσμα παράλληλο με το 𝛢𝛭⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ είναι το  
𝛢𝛭⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗

|𝛢𝛭⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ |
=

(−5
  2

)

√29
= (

−5

√29
2

√29

) 

 
 
 
 
 

δ)  𝛭(−9, 8),    𝛣(−14,10),       𝛭𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = (
−14 + 9
10 − 8

) = (
−5
2

)   ⇒  𝜆𝛭𝛣⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = −
2

5
 

 
 
 
 

     𝛫(3,9),         𝛵(𝑥, 11),          𝐾𝑇⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = (
𝑥 − 3

11 − 9
) = (

𝑥 − 3
2

)   ⇒  𝜆𝛭𝛣⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ =
2

𝑥−3
 

 
 
 
 

     Για να ισχύει 𝛭𝛣⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ ∕∕ 𝛫𝛵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⇒  𝜆𝛭𝛣⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝜆𝛫𝛵⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗    

 
 

      Άρα    −
2

5
=

2

𝑥−3
  

 

      ⇔ −𝑥 + 3 = 5  
 

      ⇔ 𝑥 = −2                             
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Β3. 

𝛢 =
𝜎𝜑𝜔 ∙ (−𝜂𝜇𝜔) ∙ 𝜀𝜑𝜔

𝜂𝜇𝜔 ∙ (−𝜎𝜏𝜀𝜇𝜔)
= +

𝜎𝜑𝜔 ∙ 𝜀𝜑𝜔

𝜎𝜏𝜀𝜇𝜔
 

 

α) Δίνονται οι παραστάσεις :  

     𝐴 =
𝜎𝜑(𝜋+𝜔)⋅𝜎𝜐𝜈(

𝜋

2
+𝜔)⋅𝜀𝜑(2𝜋+𝜔)

𝜂𝜇(𝜋−𝜔)⋅𝜎𝜏𝜀𝜇(−𝜔)
   και   𝛣 = 𝜏𝜀𝜇𝜔 −

𝜀𝜑2𝜔

𝜏𝜀𝜇𝜔
 

     i)  Να αποδείξετε ότι  𝐴 = 𝜂𝜇𝜔 και 𝛣 = 𝜎𝜐𝜈𝜔                                (Μονάδες 6) 

     ii)  Να υπολογίσετε τη γωνία ω, αν: √2 ∙ 𝜂𝜇𝜔 = 𝐴2 + 𝐵2, 𝜔 ∈ (0, 𝜋) 

                                                                                                           (Μονάδες 2) 

 β)  Δίνεται η παράσταση: 𝛤 = 9 − 2𝜎𝜐𝜈𝜃, 𝜃 ∈ ℝ.   Να δείξετε ότι 7 ≤ 𝛤 ≤ 11. 

                                                                                                           (Μονάδες 2) 

Λύση: 

(i)  𝐴 =
𝜎𝜑(𝜋+𝜔)⋅𝜎𝜐𝜈(

𝜋

2
+𝜔)⋅𝜀𝜑(2𝜋+𝜔)

𝜂𝜇(𝜋−𝜔)⋅𝜎𝜏𝜀𝜇(−𝜔)
    

 

 

 

𝛢 =
1

𝜎𝜏𝜀𝜇𝜔
= 𝜂𝜇𝜔  

 

     𝛣 = 𝜏𝜀𝜇𝜔 −
𝜀𝜑2𝜔

𝜏𝜀𝜇𝜔
          

 

      𝛣 =
𝜏𝜀𝜇2𝜔−𝜀𝜑2𝜔

𝜏𝜀𝜇𝜔
 

 

        𝛣 =
1

𝜏𝜀𝜇𝜔
 =𝜎𝜐𝜈𝜔      
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Τ Ε Λ Ο Σ  Ο Δ Η Γ Ο Υ  Δ Ι Ο Ρ Θ Ω Σ Η Σ  

        𝜔1̂ =
𝜋

4
   ή  𝜔2̂ = 𝜋 −

𝜋

4
=

3𝜋

4
 

     ⇔  −2 + 9 ≤ 9 − 2𝜎𝜐𝜈𝜃 ≤ 2 + 9 

 

(ii)   √2 ∙ 𝜂𝜇𝜔 = 𝐴2 + 𝐵2,    𝜔𝜖(0, 𝜋) 

 

         √2 ∙ 𝜂𝜇𝜔 = 𝜂𝜇2𝜔 + 𝜎𝜐𝜈2𝜔   

 

      ⇔ √2 ∙ 𝜂𝜇𝜔 = 1    

       

      ⇔ 𝜂𝜇𝜔 =
1

√2
  και επειδή   𝜔 ∈ (0, 𝜋)   

 

 

 

(β)          −1 ≤ 𝜎𝜐𝜈𝜃 ≤ 1   𝜃 ∈ ℝ 

 

    ⇔          −2 ≤ −2𝜎𝜐𝜈𝜃 ≤ 2    

 

 

    ⇔ 7 ≤ 𝛤 ≤ 11   
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