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ΜΕΡΟΣ Α΄: Να λύσετε και τις έξι (6) ασκήσεις. 

Κάθε άσκηση βαθμολογείται με δέκα (10) μονάδες. 
 

A1. Να υπολογίσετε τα πιο κάτω όρια: 

(α) lim
𝑥→+∞

(𝑥4 − 3𝑥2 + 1) 

(β)  lim
𝑥→−2

(
𝑥2 + 2𝑥

𝑥 + 2
) 

Λύση 

(α) lim
𝑥→+∞

(𝑥4 − 3𝑥2 + 1) = lim
𝑥→+∞

(𝑥4) = +∞ 

(β) lim
𝑥→−2

(
𝑥2 + 2𝑥

𝑥 + 2
) =  lim

𝑥→−2
[
𝑥(𝑥 + 2)

𝑥 + 2
] = lim

𝑥→−2
𝑥 = −2 

 
 

A2. Να αποδείξετε την ταυτότητα: 

ημ2𝑥

1 + συν2𝑥
= εφ𝑥 

Λύση 

Α΄ τρόπος: 

 Α΄ μέλος =
ημ2𝑥

1 + συν2𝑥
 

=
2ημ𝑥 συν𝑥

1 + 2συν2𝑥 − 1
  

=
2ημ𝑥 συν𝑥

2συν2𝑥
  

=
ημ𝑥

συν𝑥
= εφ𝑥 = Β΄ μέλος 

Β΄ τρόπος: 

Α΄ μέλος =
ημ2𝑥

1 + συν2𝑥
 

=

2εφ𝑥
1 + εφ2𝑥

1 +
1 − εφ2𝑥
1 + εφ2𝑥

 

=

2εφ𝑥
1 + εφ2𝑥

1 + εφ2𝑥 + 1 − εφ2𝑥
1 + εφ2𝑥

 

=

2εφ𝑥
1 + εφ2𝑥

2
1 + εφ2𝑥

= εφ𝑥 = Β΄ μέλος 
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A3. Στο πιο κάτω σχήμα δίνεται ημικύκλιο με ακτίνα 𝑅 = 𝛰𝛢 και χορδή 𝛢𝛤 = 𝜆3. Να βρείτε 

το εμβαδόν του σκιασμένου χωρίου συναρτήσει του 𝑅. 

 
 
 
 
 
 
 
 

 

Λύση 

Επειδή 𝛢𝛤 = 𝜆3 = 𝑅√3   ⇒  𝛢𝛰̂𝛤 = 120° 

Α΄ τρόπος: 

Αφού  𝛢𝛰̂𝛤 = 120° ⇒ 𝛤𝛰̂𝛣 = 60° (παραπληρωματικές 

                                                       γωνίες) 

𝛦𝜎𝜅𝜄𝛼𝜎𝜇έ𝜈𝜊𝜐 𝜒𝜔𝜌ί𝜊𝜐 = 𝛦
𝛰𝛢𝛤
  △ + 𝛦𝜏𝜊𝜇(𝛰𝛤𝛣) 

=
1

2
∙ 𝑅 ∙ 𝑅 ∙ ημ120° +

𝜋𝑅2 ∙ 60°

360°
 

=
𝑅2√3

4
+

𝜋𝑅2

6
 

=
3𝑅2√3 + 2𝜋𝑅2

12
=

𝑅2

12
(3√3 + 2𝜋) τ.μ. 

B΄ τρόπος: 

𝛦𝜎𝜅𝜄𝛼𝜎𝜇έ𝜈𝜊𝜐 𝜒𝜔𝜌ί𝜊𝜐 = 𝛦𝜂𝜇𝜄𝜅𝜐𝜅𝜆ί𝜊𝜐 − 𝛦𝜅.  𝜏𝜇ή𝜇𝛼𝜏𝜊𝜍 

                                  = 𝛦𝜂𝜇𝜄𝜅𝜐𝜅𝜆ί𝜊𝜐 − (𝛦𝜏𝜊𝜇(𝛰𝛢𝛤) − 𝛦
𝛰𝛢𝛤
  △ )  

                                  =
𝜋𝑅2

2
− (

𝜋𝑅2 ∙ 120°

360°
−

1

2
∙ 𝑅 ∙ 𝑅 ∙ ημ120°) 

                                  =
𝜋𝑅2

2
− (

𝜋𝑅2

3
−

𝑅2√3

4
) 

                                  =
𝜋𝑅2

2
−

𝜋𝑅2

3
+

𝑅2√3

4
 

                                  =
6𝜋𝑅2 − 4𝜋𝑅2 + 3𝑅2√3

12
 

                                   =
2𝜋𝑅2 + 3𝑅2√3

12
=

𝑅2

12
(2𝜋 + 3√3) τ.μ. 
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Α4. Να λύσετε τις πιο κάτω εξισώσεις: 

(α) 9𝑥 − 4 ∙ 3𝑥 + 3 = 0            (Μονάδες 4) 

(β) log2(𝑥 + 5) + log2(𝑥 − 2) = 3           (Μονάδες 6) 

 

Λύση 

(α) 9𝑥 − 4 ∙ 3𝑥 + 3 = 0 

⇔ (32)𝑥 − 4 ∙ 3𝑥 + 3 = 0 

⇔ (3𝑥)2 − 4 ∙ 3𝑥 + 3 = 0       Θέτουμε όπου 3𝑥 = 𝜔, 𝜔 > 0 

⇒ 𝜔2 − 4𝜔 + 3 = 0 

⇔ (𝜔 − 3)(𝜔 − 1) = 0 

⇔  𝜔 = 3    ή    𝜔 = 1 

⇒  3𝑥 = 3         3𝑥 = 1 

⇒  𝑥 = 1           3𝑥 = 30 ⇒ 𝑥 = 0 

(β) Περιορισμοί: 

𝑥 + 5 > 0 ⇔ 𝑥 > −5

𝑥 − 2 > 0 ⇔ 𝑥 > 2
  }  ⇒ 𝑥 > 2 

 
log2(𝑥 + 5) + log2(𝑥 − 2) = 3 ⇒ log2[(𝑥 + 5)(𝑥 − 2)] = 3 

 
⇔ (𝑥 + 5)(𝑥 − 2) = 23 

 

[
 
 
 
 
 
Εναλλακτικά:                                                

log2[(𝑥 + 5)(𝑥 − 2)] = log2 8

(𝑥 + 5)(𝑥 − 2) = 8

Η λογαριθμική συνάρτηση είναι 1 − 1 

 

]
 
 
 
 
 

 

 
⇔ 𝑥2 + 3𝑥 − 10 − 8 =0 

 
⇔ 𝑥2 + 3𝑥 − 18 =0 

 
⇔ (𝑥 + 6)(𝑥 − 3) = 0 

 
⇒ 𝑥 = −6         ή       𝑥 = 3 
(απορρίπτεται)          (δεκτή) 

 
H λύση 𝑥 = 3 είναι δεκτή, αφού είναι η μοναδική που ικανοποίει τον περιορισμό 
 𝑥 > 2. 
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A5. Η ένταση του σήματος που λαμβάνει ένα κινητό τηλέφωνο από μια κεραία 

μεταβάλλεται με τον χρόνο και δίνεται από τη συνάρτηση: 

𝑆(𝑡) = √3ημ(2𝑡) + συν(2𝑡) 

όπου 𝑡 είναι ο χρόνος σε δευτερόλεπτα και 𝑆(𝑡) η ένταση του σήματος σε dBm. 

(α) Να βρείτε τον ρυθμό μεταβολής της έντασης του σήματος ως προς τον χρόνο. 

(β) Να βρείτε τις χρονικές στιγμές κατά τις οποίες μηδενίζεται ο ρυθμός μεταβολής 

στο διάστημα [0, 𝜋]. 

 

Λύση 

(α) Για να βρούμε τον ρυθμό μεταβολής της έντασης του σήματος παραγωγίζουμε 

τον τύπο της συνάρτησης 𝑆(𝑡) = √3ημ(2𝑡) + συν(2𝑡) ως προς 𝑡. 

Έχουμε ότι: 

𝑆′(𝑡) = √3συν(2𝑡) ∙ (2𝑡)′ − ημ(2𝑡) ∙ (2𝑡)′ 

= 2√3συν(2𝑡) − 2ημ(2𝑡) 

(β) 𝑆′(𝑡) = 0  ⇒ 2√3 συν(2𝑡) − 2ημ(2𝑡) = 0        (1) 

⇔ 2√3 συν(2𝑡) = 2ημ(2𝑡) 

⇒ √3 =
ημ(2𝑡)

 συν(2𝑡)
                  συν(2𝑡) ≠ 0,  λόγω της σχέσης  (1) 

⇔ εφ(2𝑡) = √3 

⇔ εφ(2𝑡) = εφ (
𝜋

3
) 

⇒ 2𝑡 = 𝜅 𝜋 +
𝜋

3
 ⇔ 𝑡 =

𝜅 𝜋

2
+

𝜋

6
 , 𝜅 ∈ ℤ 

Για 𝜅 = 0 ⇒ 𝑡 =
𝜋

6
 s 

Για 𝜅 = 1 ⇒ 𝑡 =
𝜋

2
+

𝜋

6
=

4𝜋

6
=

2𝜋

3
 s 

Η ένταση του σήματος μηδενίζεται για 𝑡 =
𝜋

6
 s  και 𝑡 =

2𝜋

3
 s. 

  

A6. Δίνεται η συνάρτηση 𝑓 με τύπο: 

𝑓(𝑥) =
𝑥2 − 9

|𝑥| − 4
 

(α) Να βρείτε το πεδίο ορισμού της 𝑓. 

(β) Να εξετάσετε αν η συνάρτηση 𝑓 είναι άρτια ή περιττή ή κανένα από τα δύο στο 

πεδίο ορισμού της. 
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ΜΕΡΟΣ Β΄: Να λύσετε και τις τρεις (3) ασκήσεις. 
Η άσκηση Β1 βαθμολογείται με δέκα (10) μονάδες και οι ασκήσεις Β2 και 

Β3 με δεκαπέντε (15) μονάδες. 

 

Λύση 

(α) |𝑥| − 4 ≠ 0 ⇔ |𝑥| ≠ 4 ⇔ {
𝑥 ≠ 4

𝑥 ≠ −4
 

 

Επομένως, 𝐷𝑓 = ℝ − {±4} 

 

(β) ∀ 𝑥 ∈ ℝ − {±4}, ισχύει −𝑥 ∈ ℝ − {±4} και 

𝑓(−𝑥) =
(−𝑥)2 − 9

|−𝑥| − 4
=

𝑥2 − 9

|𝑥| − 4
= 𝑓(𝑥) 

Άρα, η συνάρτηση 𝑓 είναι άρτια στο ℝ − {±4}. 

  

 
ΤΕΛΟΣ ΜΕΡΟΥΣ Α΄ 

ΑΚΟΛΟΥΘΕΙ ΤΟ ΜΕΡΟΣ Β΄ 

  

Β1. Δίνεται η καμπύλη με εξίσωση 𝑥2 − 𝑥𝑦 + 𝑦2 = 9. 

(α) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της καμπύλης 

στο σημείο της με τετμημένη 𝑥 = 0 και τεταγμένη θετική.       (Μονάδες 6) 

(β) Να βρείτε τις συντεταγμένες των σημείων της καμπύλης στα οποία η εφαπτόμενη 

ευθεία έχει κλίση ίση με −1.           (Μονάδες 4) 

Λύση 

(α) 𝑥2 − 𝑥𝑦 + 𝑦2 = 9 

για 𝑥 = 0 ⇒  𝑦2 = 9 ⇔ 𝑦 = ±3  (𝑦 > 0) 

⇒ 𝑦 = 3  ⇒ Σημείο της καμπύλης: (0, 3) 

 
𝑑

𝑑𝑥
(𝑥2 − 𝑥𝑦 + 𝑦2) =

𝑑

𝑑𝑥
(9) 

⇒ 2𝑥 − 𝑦 − 𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 2𝑦

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 0 

⇒
𝑑𝑦

𝑑𝑥
(2𝑦 − 𝑥) = 𝑦 − 2𝑥 

⇒
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑦 − 2𝑥

2𝑦 − 𝑥
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Η κλίση της εφαπτομένης της καμπύλης στο σημείο της (0, 3) είναι: 

𝜆𝜀𝜑 =
𝑑𝑦

𝑑𝑥
|
(0,3)

=
3 − 0

2 ∙ 3 − 0
=

3

6
=

1

2
 

 
Επομένως, η εξίσωση της εφαπτομένης της καμπύλης στο σημείο της (0, 3) είναι: 

𝑦 − 𝑦1 = 𝜆(𝑥 − 𝑥1) 

⇒ 𝑦 − 3 =
1

2
(𝑥 − 0) 

⇔ 2𝑦 − 6 = 𝑥 

⇔ 𝑥 − 2𝑦 + 6 = 0 

 

(β) H εφαπτόμενη ευθεία της καμπύλης στο σημείο (𝛼, 𝛽) έχει κλίση ίση με −1, άρα: 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
|
(𝛼,𝛽)

= −1 ⇒  
𝛽 − 2𝛼

2𝛽 − 𝛼
= −1 ⇔ 𝛽 − 2𝛼 = −2𝛽 + 𝛼 

 ⇔ 𝛼 = 𝛽 

Το σημείο (𝛼, 𝛽) ανήκει στην καμπύλη με εξίσωση 𝑥2 − 𝑥𝑦 + 𝑦2 = 9 

⇒ 𝛼2 − 𝛼𝛽 + 𝛽2 = 9   όμως   𝛼 = 𝛽 

⇒ 𝛼2 − 𝛼2 + 𝛼2 = 9  

        ⇔ 𝛼2 = 9 

⇔ 𝛼 = 3        ή       𝛼 = −3 

 ⇒ 𝛽 = 3                 𝛽 = −3 

Συνεπώς, τα σημεία της καμπύλης στα οποία η εφαπτομένη έχει κλίση ίση με −1 

είναι τα  (3, 3) , (−3,−3 ) 

 
 

Β2. Δίνονται οι συναρτήσεις 𝑓: [3, +∞) ⟶ (3, 9] και 𝑔: [−5, 5] ⟶ ℝ με τύπους: 

𝑓(𝑥) =
3𝑥

𝑥 − 2
, 𝑥 ∈ [3, +∞)  και  𝑔(𝑥) = √25 − 𝑥2, 𝑥 ∈ [−5, 5] 

(α) Να βρείτε το σύνολο τιμών της συνάρτησης 𝑓. 

(β) Να εξετάσετε αν η συνάρτηση 𝑓 είναι αντιστρέψιμη και, στην περίπτωση που 

είναι, να βρείτε τον τύπο και το πεδίο ορισμού της αντίστροφής της, 𝑓−1. 

(γ) Να εξετάσετε κατά πόσο ορίζεται η συνάρτηση 𝑓 ∘ 𝑔. Στην περίπτωση που 

ορίζεται, να βρείτε το πεδίο ορισμού και τον τύπο της. 
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Λύση 

(α)  Μετασχηματίζουμε τον τύπο 𝑦 =
3𝑥

𝑥 − 2
 ως προς 𝑥 και παίρνουμε: 

𝑦 =
3𝑥

𝑥 − 2
 ⇒ 𝑦(𝑥 − 2) = 3𝑥 

⇔ 𝑦𝑥 − 2𝑦 = 3𝑥 

⇔ 𝑦𝑥 − 3𝑥 = 2𝑦 

⇔ 𝑥(𝑦 − 3) = 2𝑦 

⇒ 𝑥 =
2𝑦

𝑦 − 3
 , 𝑦 ≠ 3 

Ελέγχουμε για ποιες τιμές του 𝑦 ισχύει 𝑥 ≥ 3. 

Έχουμε ότι: 

2𝑦

𝑦 − 3
≥ 3 ⇔

2𝑦

𝑦 − 3
− 3 ≥ 0 

⇔
2𝑦 − 3𝑦 + 9

𝑦 − 3
≥ 0 

⇔
−𝑦 + 9

𝑦 − 3
≥ 0      

Η ρίζα του αριθμητή είναι 𝑦 = 9, και το κλάσμα δεν ορίζεται για 𝑦 = 3. 

 

 

 

 

⇒ 𝑦 ∈ (3, 9]   ⇒ 𝑅𝑓 = (3, 9] 

 

(β) Η συνάρτηση 𝑓  είναι επί, γιατί το σύνολο τιμών της είναι ίδιο με το πεδίο τιμών, 

αφού 𝑅𝑓 = (3, 9] και 𝑓: [3, +∞) ⟶ (3, 9]. 

 
Αρκεί να αποδείξουμε ότι η συνάρτηση 𝑓 είναι 1 − 1. 

Έστω 𝑥1, 𝑥2, ∈ [3, +∞) για τα οποία ισχύει 𝑓(𝑥1) = 𝑓(𝑥2) 

⇒
3𝑥1

𝑥1 − 2
=

3𝑥2

𝑥2 − 2
 

⇔ 3𝑥1𝑥2 − 6𝑥1 = 3𝑥2𝑥1 − 6𝑥2 

⇔ 6𝑥1 = 6𝑥2 ⇔ 𝑥1 = 𝑥2 

Συνεπώς, η συνάρτηση 𝑓 είναι 1 − 1. 
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Αφού η συνάρτηση 𝑓 είναι 1 − 1 και επί, συμπεραίνουμε ότι αντιστρέφεται. Η 

αντίστροφή της έχει τύπο: 

𝑓−1(𝑥) =
2𝑥

𝑥 − 3
, 𝑥 ∈ (3, 9] 

 

(γ) Για να ορίζεται η συνάρτηση 𝑓 ∘ 𝑔, πρέπει το σύνολο 

𝛢′ = {𝑥 ∈ 𝐷𝑔 και 𝑔(𝑥) ∈ 𝐷𝑓} να μην είναι κενό. Δηλαδή, 

𝛢′ = {𝑥 ∈ [−5, 5] και √25 − 𝑥2 ∈ [3, +∞)} ≠ ∅. 

 
Έχουμε ότι: 

 

{

−5 ≤ 𝑥 ≤ 5

√25 − 𝑥2 ≥ 3

 ⇔ {
−5 ≤ 𝑥 ≤ 5

25 − 𝑥2 ≥ 9
 ⇔ {

−5 ≤ 𝑥 ≤ 5

𝑥2 ≤ 16
 ⇔ {

−5 ≤ 𝑥 ≤ 5

√𝑥2 ≤ √16

  

 

⇔ {
−5 ≤ 𝑥 ≤ 5

|𝑥| ≤ 4
 ⇔ {

−5 ≤ 𝑥 ≤ 5

−4 ≤ 𝑥 ≤ 4
    ⇒ −4 ≤ 𝑥 ≤ 4  

 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Εναλλακτικά:                                                                                                                             

{

−5 ≤ 𝑥 ≤ 5

√25 − 𝑥2 ≥ 3

 ⇔ {
−5 ≤ 𝑥 ≤ 5

25 − 𝑥2 ≥ 9
 ⇔ {

−5 ≤ 𝑥 ≤ 5

𝑥2 − 16 ≤ 0
 ⇔ {

−5 ≤ 𝑥 ≤ 5

(𝑥 − 4)(𝑥 + 4) ≤ 0
      

                                                                                      

⇔  {
−5 ≤ 𝑥 ≤ 5

−4 ≤ 𝑥 ≤ 4
    ⇒ −4 ≤ 𝑥 ≤ 4                                                                                        

]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

Επομένως: 𝐴′ = [−4, 4] ≠ ∅ 

Άρα, ορίζεται η συνάρτηση 𝑓 ∘ 𝑔 με τύπο: 

(𝑓 ∘ 𝑔)(𝑥) = 𝑓(𝑔(𝑥)) = 𝑓 (√25 − 𝑥2) =
3√25 − 𝑥2

√25 − 𝑥2 − 2
, 𝑥 ∈ [−4, 4] 
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Β3. Στο πιο κάτω ορθοκανονικό σύστημα αξόνων παρουσιάζονται οι γραφικές 

παραστάσεις των συναρτήσεων 𝑓:ℝ → ℝ και 𝑔: (−6, 2] → 𝑔((−6, 2]). Η γραφική 

παράσταση της συνάρτησης 𝑔 δέχεται οριζόντια εφαπτομένη στο σημείο της με 

τετμημένη 𝑥 = −1. 

 

 
 

(α) i) Να βρείτε το σύνολο τιμών της συνάρτησης 𝑔. 

ii)    Να υπολογίσετε τις τιμές (𝑓 + 𝑔)(2) και (𝑓 ∙ 𝑔)(1). 

iii)   Να βρείτε το πεδίο ορισμού της συνάρτησης 
𝑓

𝑔
 .                  (Μονάδες 1 / 2 / 1) 

 

(β) i) Να βρείτε τις τιμές του 𝑥 για τις οποίες η συνάρτηση 𝑓 δεν είναι   

             παραγωγίσιμη. 

ii) Να βρείτε την τιμή 𝑔′(−1).     (Μονάδες 4 / 2) 

 

(γ) i) Να βρείτε τα όρια lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥)  και  lim
𝑥→5

𝑓(𝑥). 

ii) Ορίζεται η συνάρτηση ℎ: [−3, 2] → ℝ με τύπο ℎ(𝑥) = 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥). Να 

αποδείξετε ότι υπάρχει τουλάχιστον ένα 𝑥0 ∈ (−3, 2) τέτοιο ώστε ℎ(𝑥0) = 0. 

                                                                                                 (Μονάδες 3 / 2) 
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Λύση 

(α) i) 𝑅𝑔 = [−5, 7) 

ii) 𝐷𝑓 = ℝ και 𝐷𝑔 = (−6, 2] ⇒ 𝐷𝑓 ∩ 𝐷𝑔 = (−6, 2] 

(𝑓 + 𝑔)(2) = 𝑓(2) + 𝑔(2) = 4 + (−5) = −1 

(𝑓 ∙ 𝑔)(1) = 𝑓(1) ∙ 𝑔(1) = 3 ∙ 0 = 0 

iii) 𝐷𝑓

𝑔

= (−6, 1) ∪ (1, 2]    αφού   𝐷𝑓 ∩ 𝐷𝑔 = (−6, 2]   και  𝑔(1) = 0 

 
(β) i) Η συνάρτηση 𝑓 δεν είναι παραγωγίσιμη για 𝑥 = 1 και 𝑥 = 5. 

ii)  𝑔′(−1) = 0 

 
(γ) i) lim

𝑥→−∞
𝑓(𝑥) = +∞ 

 lim
𝑥→5

𝑓(𝑥) = 5 

ii) ℎ: [−3, 2] → ℝ με τύπο ℎ(𝑥) = 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥) 

Η συνάρτηση ℎ είναι συνεχής στο [−3, 2] γιατί προκύπτει από άθροισμα 

συνεχών συναρτήσεων. Έχουμε ότι: 

ℎ(−3) = 𝑓(−3) + 𝑔(−3) = 7 + 1 = 8 > 0 

ℎ(2) = 𝑓(2) + 𝑔(2) = 4 + (−5) = −1 < 0 

Επομένως, ℎ(−3) ∙ ℎ(2) = −8 < 0. 

Επειδή η συνάρτηση ℎ είναι συνεχής στο [−3, 2] και ισχύει ℎ(−3) ∙ ℎ(2) < 0 

σύμφωνα με το θεώρημα Bolzano, υπάρχει τουλάχιστον ένα 𝑥0 ∈ (−3, 2) 

τέτοιο ώστε ℎ(𝑥0) = 0. 
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